HOJA DE EJERCICIOS 1
Anilisis Matematico.
CURSO 2021-2022.

Problema 1. Denotamos por ||z|| la norma euclidea asociada al producto escalar en RY,

N
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Prueba las dos identidades siguientes, y da una interpretacién geométrica:
1) Identidad del Paralelogramo: 2||z|/* +2||y||* = ||z + y||* + ||z — y||*.
2) Identidad de Polarizacion: 4<zy>=|lz+yl* - ||z -yl
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El determinante 1 x 1 formado por la esquina superior izquierda es positivo. El determinante 1 x 1 formado por
la esquina inferior derecha es positivo. El determinante 2 X 2 es positivo.

Comprueba que, sin embargo, existen vectores v € R? tales que viAv < 0.

(Contradice esto al criterio de Sylvester?

Problema 2. Considera la siguiente matriz:

Problema 3. Sea E un espacio vectorial real dotado de una norma || - || que satisface la Identidad del paralelo-
gramo (ver ej.1 ). Definimos

1
B(z,y) = ZUM+yW—Hx—MP%

Demuestra que B(,-) es un producto escalar en E.

Problema 4. Dadas las funciones definidas en R?:

A(z,y) = max {2z, /22 + 92},

B(z,y) =méx {|y|, |z — y|},

a) Demuestra que son normas en R,

b) Dibuja la bola unidad en cada una de ellas.

¢) Comprueba que para A(z,y) la desigualdad triangular puede ser una igualdad, incluso para vectores lineal-
mente independientes.

Problema 5. a) Comprueba que d(z,y) = min{l, |z —y|} define una distancia en R, y que los abiertos asociados
a d son los mismos que los asociados a la distancia usual | - |.

b) Demuestra que la distancia d anterior no tiene asociada ninguna norma.

¢) Sea E un espacio vectorial sobre R sobre el que estd definida una distancia d. Demuestra que son equivalentes:

» Existe una norma || - || en E tal que d(z,y) = ||z — y||.

» La funcién d satisface:
d(Az, \y) = [Nd(z,y),
dx+z,y+2) =d(z,y)

d) Repite los apartados a) y b) con la funcién D : R x R — R dada por:

D(w,y) = o=yl +|lal = Iyl | -

Problema 6. (Este ejemplo se suele conocer por French railway metric. Dada la estructura de su red de
ferrocarriles, los franceses suelen bromear diciendo que la mejor manera de ir de la ciudad A a la ciudad B es
siempre pasar por Paris y hacer transbordo. La métrica siguiente reproduce esta idea.)
Definimos en R:

d(z,y) = ||x — yl|2, sl y = tx para algin t > 0,

d(x,y) = ||z||2 + ||y]|2, en cualquier otro caso.

a) Comprobar que d es una métrica en R2.
b) Representar graficamente la bola B(z,r) asociada a esa métrica, para cada = € R? y para cada r > 0.



Problema 7. Sea {xj}ren una sucesién de puntos en RY tal que para todo k,
[zkt1 — il < rllze — zp-all,

para algtin r € (0,1). Demuestra que {zy }ren es convergente.

Problema 8. Consideramos en R” la norma

n 1/p
|lzllp = (ZIJ@I”)

i=1
donde 1 < p < +o0.

a) Dados 1 < p < ¢ < 400, demuestra que si ||z||, < 1 entonces ||z||; < 1.
b) Demuestra que para todo z € R" se verifica ||z||, < ||z]|p-

¢) Sea ||z||ococ = max{|z;| : i =1,2,...,n}. Demuestra que para todo = € R™ se satisface:
tim_[el, = 1]l

Indicaciones. Dividiendo por la norma infinito en los dos miembros, podemos asumir que ||z||oc = 1. Separa
las componentes con |z;| = 1 de las componentes con |x;| < 1. Usa (después de demostrarla) la desigualdad
la® =Y <|a—b|* 0<a<1l0<abeR.

Problema 9. Sea D : X x X — [0,00) cumpliendo las dos condiciones siguientes:
D(z,y)=0&xz=y , D(x,y) <D(z,2)+ D(z,y) para cualesquiera x,y, 2.

Demuestra que D es una distancia en X.

Problema 10. Sea A el cierre de un conjunto (es decir, la unién de A con sus puntos de acumulacién). Demuestra
las siguientes propiedades:

1) x € A <= para todo entorno abierto V, del punto z, se tiene V, N A # 0.

2) Si A C B entonces A C B.

3) AUB=AUB.

Problema 11. Discutir cudles de los siguientes conjuntos son abiertos o cerrados:
o0

(0,1)NQen R.
{(z,y) € R?|0 < 2 < y} en R%.
H={zcR"|z; =0} en RV,

D ! l) en R.

n+1'n
n=1
Determinar el interior, la frontera, los puntos de acumulacién y la clausura (el cierre) de cada uno de los conjuntos
anteriores.
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Problema 12. Sea (X, d) un espacio métrico. Demuestra las propiedades siguientes, vélidas para cualesquiera
a,bce X;yr,s>0:

a) |d(a,b) — d(b, c)| < d(a,c).

b) Si a,b € B(c,r), entonces d(a,b) < 2r.

¢) Si B(a,r) N B(b,s) # 0, entonces d(a,b) <7 +s.

Problema 13. Sean z € RY y A ¢ RV . Se define la distancia de x a A por
dw, 4) = inf{|lz -yl : y € A},
a) Demuestra que para todos x,y € RY se cumple
|d(z, A) — d(y, A)| < ||z -yl

b) Sea A, = {x € RY | d(z, A) < €}. Prueba que A, es abierto.
c) Si se define A° = {x € R™ | d(x, A) < €}, prueba que es cerrado.
d) Prueba que A es cerrado si y sélo si A = ﬂ A°.

e>0



Problema 14. Sea A ¢ RY un subconjunto infinito. Demuestra que A es compacto si y sélo si cualquier
subconjunto infinito de A tiene algin punto de acumulacién que pertenece a A.

Problema 15. Discutir cudles de los siguientes conjuntos son compactos

A={(z,y) €R? : o[+ ]yl <1}, B={(z,y) €R* : [a| + ]yl =1} , C={(z,y) €R? : [z| + ]y > 1}

Problema 16. Sea SV~ ! = {2 ¢ RN : ||z|]| = 1}. Sea f : S¥~! — R una funcién continua. Estudiar si las
siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

1) f(SV~1) es acotado.

2) f(SV~1) es un abierto.

Si ademas se sabe que f(SNfl) C Q, estudiar qué se puede decir de f.

Problema 17. Demuestra que toda transformacion lineal T : RY — RM es continua.

Problema 18. Dada una transformacién lineal entre dos espacios métricos T : X — Y, definimos su norma

TN = max |[Tz|ly.
l|z]|x=1

-1 3 1 0 0
A‘(s 1)’ B‘(o —2 —2>'

Halla sus normas como operadores lineales en los siguientes casos:

a) A: (R% |- |[) = (B2, || -]]2)-

b) B: (R, || - |los) = (RZ, || ]1)-

c) B: (R [[-|[1) = (B[] -]]2)-

d) B: (R, ]| -][1) = (B2, ]| - [[1)-

e) B: (R[] [los) = (R%]] - [[o0)-

Ejercicio optativo adicional: conjeturar la formula que debe obtenerse para una matriz genérica de dimension
N x M en los casos d) y e) anteriores.

Se consideran las matrices

Problema 19. Sea A = (aij> una matriz N x M.

Interpretando A : (RM || - [|2) (R[] - ||2), demuestra que [||A]|] = VA*, donde \* es el mayor de los
autovalores de AT A.
Indicacién: la matriz AT A es simétrica, y por lo tanto diagonalizable en la base adecuada.

Problema 20. (Atencién: es muy instructivo comparar este ejercicio con el anterior. NO es lo mismo.)
Consideramos las matrices
10
A =
@=(43).

como operadores A : (R2, || -||2) = (R%, || - [|2)-

a) Demuestra que |||A(a)l|] > V1 + a?.

b) Calcula los autovalores de A(a). Demuestra que no se puede estimar la norma |||A(a)||| a partir de los
autovalores obtenidos.

¢) Usa el resultado del ejercicio anterior para calcular el valor exacto de [||A(a)]]l.



