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Problema 1. Sean U ⊆ Rn un abierto y F : U → Rn de clase al menos C1.

a) Para n cualquiera (incluyendo n = 3) demuestra que para todo p ∈ U y cualesquiera a, b ∈ Rn se tiene

d(F [)p(a, b) = at
[

(DF )t −DF
]
b .

b) en el cason = 3, demuestra que para p ∈ U y b ∈ R3 se tiene[
DF − (DF )t

]
p
b = (rotF )p × b ,

y deduce de ello que para todo p ∈ U y cualesquiera a, b ∈ R3 se tiene

d(F [)p(a, b) = (rotF )\p (a, b)
def
= det

[
(rotF )p | a | b

]
,

es decir que d(F [) = (rotF )\.

Problema 2. Calcula el “pull-back” f∗ω para cada una de las siguientes formas ω y funciones f :

a) f : R2
u → R3

x, f(u1, u2) = (u21, u
2
2, e

u1u2), ω = x2 dx1 + (x1 − x2 − x3) dx2 − dx3.

b) f : R2
uv → R3

xyz, f(u, v) = (u cos v, u sen v, eu), ω = (x2 − y2) dx ∧ dy − 3 (x2 + y2) dy ∧ dz.

c) f : Rt → R3
xyz, f(t) = (cos t, sen t, t), ω = (x2 + y2 + z2) dx+ (x− cos z) dy + (x2 + y2 − 1) dz.

d) f : R2
xy → R2

xy , f(x, y) =
(
ax− by , bx+ ay

)
, a, b constantes, ω = xdy − ydx.

e) f : R2
rθ → R2

xy, f(r, θ) = (r cos θ, r sen θ), ω = dx ∧ dy.

Problema 3. En cada caso, dibuja la imagen φ(R), de la región R que se indica, y calcula

∫
φ|R

Ω :

a) φ(u, v) ≡
(

cosu , senu , v
)
, R = (0, 2π)× (−1, 1), Ω = x3 dz ∧ dx.

b) φ(u, v) ≡
(

cosu cos v , cosu sen v , senu
)
, R =

(
0 ,

π

2

)
× (0, 2π), Ω = z dx ∧ dy.

Problema 4. Sea R ⊂ R2
uv una región limitada por curvas cerradas disjuntas que son las imágenes de unos

caminos α1, . . . , αk, el exterior antihorario y los demás horarios.
Sean U ⊆ Rn un abierto en el que tenemos un campo de vectores F : U → Rn y ϕ(u, v) : R→ U .
La versión para estos objetos de la fórmula de Stokes es:∑

1≤j≤k

∫
ϕ◦αj

F · ds =

∫
R

ϕtu
[

(DF )t −DF
]
ϕ(u,v)

ϕv dudv .

a) Comprueba la fórmula en los siguientes casos, donde n = 4:

ϕ(u, v) = (u, u2, u+ v, uv) , R = {0 ≤ v ≤ u ≤ 1} , F = (x1x3, 1, x3, x2) ,

ϕ(u, v) = (v, 3u, uv, u+ v) , R = {u2 + v2 ≤ 1} , F = (0, x1, 0, x3) .

b) Vuelve a comprobar los dos casos, usando el lenguaje de la formas diferenciales aplicado a ω = F [.
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Problema 5. Considera la región R = {(u, v) : u2 + v2 ≤ 2} y la siguiente aplicación

ψ : R −→ R3 , ψ(u, v) ≡
(

(1− u2 − v2)u , v , u2 + v2
)
.

Elige un camino α(t) que le dé una vuelta antihoraria al borde de R.

a) Para ω = ydx− xdy + dz, comprueba que se cumple la fórmula de Stokes∫
ψ

dω =

∫
ψ◦α

ω .

b) ¿Es la imagen ψ(R) parte de una subvariedad? (Mı́rala de perfil, en la dirección del eje y).

Problema 6. Para cada una de las siguientes formas de Pfaff decide si es exacta y, en caso afirmativo, encuentra
un potencial, es decir una función escalar h tal que ω ≡ dh.

a) ω = (x+ y) dx+ (y − x) dy en R2.

b) ω = y cos(yz) dx+
(
x cos(yz)− xyz sen(yz) + 2yz

)
dy +

(
y2 − xy2 sen(yz)

)
dz en R3.

Problema 7. Halla una función f : R→ R de tal manera que la forma ω = x2y dx+f(x) dy sea exacta en R2.

Problema 8. Sea U ⊂ Rn un abierto convexo. Demuestra que toda forma de Pfaff cerrada en U es exacta
en U .
Indicación: explica cómo deformar cada camino cerrado en U a uno constante, sin salirse de U .

Problema 9. Sean abiertos U ⊆ Rn y U ′ ⊆ Rs. Sean f : U → U ′ al menos de clase C2 y ω una forma
diferencial en U ′.

a) Demuestra que si ω es cerrada entonces f∗ω es tambıén cerrada.

b) Demuestra que si ω es exacta entonces f∗ω también es exacta.
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