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Espacio vectorial euclideo y hermiticos IV:

Aplicaciones ortogonales y unitarias.

1. Consideramos R? con el producto escalar habitual. Escribir las ecuaciones de las siguientes aplicaciones

ortogonales con respecto a la base candnica:

a) Simetria con respecto a la recta y = 0. b) Giro de dngulo 7/3.

2. Consideramos R? con el producto escalar habitual y f : R? — R? una aplicacién lineal cuya matriz
con respecto a la base B = {(1,0),(1,1)} es

10 2vV2 1 3—-1 -2
M1 = — \[ (] M2 = = \[ .
2\v2 0 2 1 1+V3
Determinar en qué caso f es ortogonal. En caso afirmativo, decidir si corresponde a un giro (en cuyo caso

encontrar el dngulo de giro) o a una simetria (en cuyo caso encontrar el eje de simetria).

3. Sea V = R?. Decide de manera razonada el resultado de componer:

a) Dos rotaciones en V; b) Dos simetrias en V; c) Una rotacién con una simetria.

4. Describe el efecto geométrico de las siguientes aplicaciones ortogonales de R2:

Iy I/:%‘q;'féy g x’:@er@y
v =%r+ Ly y = o - Ly

Indica qué tipo de aplicacién ortogonal es f o g (no es necesario indicar sus elementos geométricos).

5. Consideramos R? con el producto escalar habitual. Determinar los endomorfismos ortogonales f de
R? que verifican:

a) fQ(l‘,y):(Z‘,y). b) f2($,y)=—($,y).

6. Calcular la matriz en la base canénica de R® de:

a) la simetrfa respecto del plano x = y.
b) la simetria respecto al plano 2z +y + z = 0.

c) giro de amplitud 7/2 con eje u = (0,1,1), con la orientacién dada por el vector u .

7. Sea (V,( )) un espacio vectorial euclideo de dimensién 3 y B = {uj,us,us} una base ortonormal.

Consideramos la aplicacién lineal f : V — V definida por:
3f(ur) =2u; — 2us +ug, 3f(u2) = auy +us — 2us, 3f(uz) = Buy + yus + 2us.

Hallar «, 8,7 € R de manera que f sea una aplicacién ortogonal.

8. Consideramos R? con el producto escalar habitual. Demostrar que los siguientes endomorfismo de R?
son ortogonales y estudiar de qué tipo, indicando sus elementos geométricos principales.



9. Determinar cuales de las siguientes aplicaciones de R? (con el producto escalar habitual) son ortogona-

les. En caso afirmativo clasificarlas geométricamente (no es necesario indicar sus elementos geométricos).
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Estudia la composicién f o g (no es necesario indicar sus elementos geométricos).

11. Consideramos R3 con el producto escalar habitual y tomamos la base B = {u,uz2,u3} de R? donde
up = (1,1,0), ug = (1,0,1) y uz = (1,2,0). Estudiar si son ortogonales los endomorfismos de R® dados
en esa base por las matrices

0 =5 1 1 0 -1 4 3 6
Mi=]0 1 0|, My=|1 2 3|, Msz=|-1 -1 -1
1 3 1 01 1 -2 -2 -3

12. Sea (V,{ )) un espacio vectorial euclideo o hermitico y f : V. — V una aplicacién tal que

(f(u), f(v)) = (u,v) para todo u,v € V. Demostrar que f es lineal. (Sugerencia: Calcular ||f(u + v) —

f(u) = f)ly [[f(aw) = af (w)])-

13. Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial euclideo (V, ( )) que cumple (u+ f(u),u — f(u)) =
para todo u € V.

a) Comprobar que f es ortogonal.

b) Supongamos que existe un vector no nulo v € V tal que f(u)+u es proporcional a v para todou € V

y la constante de proporcionalidad no es nula. ;Qué endormorfismo es f?

14. Sea (V,{ )) un espacio vectorial euclideo o hermitico y f : V' — V una aplicacién lineal tal que
[l f(w)|| = ||u|]| para todo uw € V. Demostrar que (f(u), f(v)) = (u,v) para todo u,v € V .

15. Sea V un espacio vectorial sobre K de dimension n. Se dice que una aplicacién lineal S : V — V es
una simetria si $2 = Iy-. El subespacio W; = Ker(S + Iy/) es la direccion de la simetria y el subespacio

Wy = Ker(S — Iy) es el subespacio respecto al que se hace la simetria.
a) Demuestra que V = Ker(S + Iy) @ Ker(S — Iy ).
b) Demuestra que una simetria siempre es diagonalizable.

c) Observa que cada u € V se escribe de manera tinica como la suma de un vector en Wy y otro en Wa,

ie, u=wy +wy con wy € Wiy ws € Wy . Demuestra que S(u) = wy — wy.

d) Supongamos que es V' un espacio vectorial euclideo o hermitico. Demuestra que una simetria es

autoadjunta si y sélo si Wi L Wy (cuando Wy L Ws se dice que la simetria es ortogonal).

e) Demuestra que una simetria es una aplicacién ortogonal (o unitaria) si y sélo si la simetria es
ortogonal.

16. Usando el producto escalar usual en C3:

a) Encuentra la expresién en coordenadas de la simetria ortogonal respecto a la recta | = {z — iz =

0,y = 0}. (Es unitaria? ;Es autoadjunta?

b) Encuentra la expresién en coordenadas de la proyeccién ortogonal sobre la recta i = {x — (1 +14)z =
0, y = 0}. ;Es autoadjunta?



