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Espacios eucĺıdeos y herḿıticos I.

Formas bilineales y herḿıticas. Productos escalares. Normas inducidas por productos escalares.

1. Decide de manera razonada si las siguientes funciones ϕ : V ×V → K son formas bilineales simétricas,

o sesquilineales hermı́ticas, según corresponda, en los espacios vectoriales V sobre K con K = R,C.

a) V = M2(K), con ϕ(A,B) = traza(A+B);

b) V = M2(K), con ϕ(A,B) = traza(AB);

c) V = M2(K), con ϕ(A,B) = traza(AB)− traza(A)traza(B);

d) V = {f : R→ R : f es diferenciable}, con ϕ(f, g) =
∫ 1

0
f ′(t)g(t)dt;

e) V = {f : R→ R : f es continua}, con ϕ(f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)(x2 + 1)dx;

f) V = {f : R→ R : f es continua}, con ϕ(f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x− 1)dx;

g) V = K2, con ϕ((x1, y1), (x2, y2)) = (x1 + y1)2 − x2y2.

2. Considera la base estándar B = {e1, e2, e3} de R3. Escribe la matriz MB(ϕ) de las siguientes formas

bilineales:

a) ϕ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = 2x1y1 − 3x1y3 + 2x2y2 − 5x2y3 + 4x3y1;

b) ϕ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3) = 3x1y1 + 2x2y2 + x3y3.

3. Consideramos ahora la base B′ = {(1, 2, 3), (−1, 1, 2), (1, 2, 1)} de R3 y denotamos por (x′1, y
′
1, z
′
1),

(x′2, y
′
2, z
′
2) las coordenadas de dos vectores de R3 respecto a la base B′. Escribe la expresión en términos

de las coordenadas anteriores de las formas bilineales del ejercicio 2.

4. Se dice que una forma bilineal (resp. sesquilineal) ϕ : V ×V → K es antisimétrica (resp. antihermı́tica)

si para todo par de vectores u, v ∈ V se tiene que ϕ(u, v) = −ϕ(v, u) (resp. ϕ(u, v) = −ϕ(v, u)).

a) Encuentra una forma bilineal antisimétrica ϕ : R2 × R2 → R.

b) Sea B = {v1, . . . , vn} una base de V y sea ϕ una forma bilineal (resp. sesquilineal) en V . Da una

condición necesaria y suficiente sobre MB(ϕ) para que ϕ sea antisimétrica (resp. antihermı́tica).

c) Demuestra que toda forma bilineal (respectivamente, sesquilineal) ϕ en V se puede escribir como la

suma de una forma bilineal simétrica (resp. hermı́tica) y una antisimétrica (resp. antihermı́tica) .

5. Para cada α ∈ R considera en R3 la aplicación bilineal

φα ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = (x1, x2, x3)

 1 −1 0

−1 α 1

0 1 α


y1y2
y3

 .

Calcula los valores de α para los que φα es un producto escalar.

6. Considera la aplicación φ : M3(R)×M3(R)→ R dada por φ(A,B) = traza (ABT ).

a) Demuestra que φ es un producto escalar en M3×3(R).

b) ¿Cuál seŕıa el producto escalar análogo en M3(C)?



7. Para cada α, β ∈ R considera en R3 la aplicación bilineal

φα,β ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = (x1, x2, x3)

β α 0

α 1 0

0 0 α


y1y2
y3

 .

Describe el subconjunto de R2 determinado por los pares (α, β) para los que φα,β es un producto escalar.

8. Sea V = C3 y sea B = {e1, e2, e3} la base estándar. Sea ϕ : V × V → C la forma sesquilineal cuya

matriz asociada respecto a B es:  1 i 0

−i 2 1 + i

0 1− i 3

 .

Demuestra que ϕ es un producto hermı́tico.

9. Sea (V, 〈, 〉) un espacio vectorial hermı́tico.

a) Demuestra la Identidad del paralelogramo: Para todo par de vectores u, v ∈ V ,

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2).

b) Demuestra la Identidad de polarización: Para todo par de vectores u, v ∈ V ,

4〈u, v〉 = ‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2 + i‖u+ iv‖2 − i‖u− iv‖2.

c) Demuestra que para todo par de vectores u, v ∈ V ,

2〈u, v〉 = ‖u+ v‖2 + i‖u+ iv‖2 − (1 + i)‖u‖2 − (1 + i)‖v‖2.

d) ¿Cuáles seŕıan las identidades de los apartados anteriores si V fuera un espacio vectorial eucĺıdeo?

10. Sea ‖(x, y)‖ = |x|+ |y| definida en R2. Demuestra que ‖ · ‖ es una norma en R2, pero que no proviene

de ningún producto escalar porque no satisface la identidad del paralelogramo.

11. Sea V un espacio vectorial eucĺıdeo o hermı́tico. Demuestra que si x, y ∈ V se tiene

‖x− y‖ ≥
∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣ .

Teorema: Sea V un espacio vectorial sobre R y ‖ · ‖ : V → R una norma en V . Si ‖ · ‖ satisface:

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2), (Identidad del paralelogramo)

entonces la forma bilineal

φ(u, v) =
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

4
,

define un producto escalar en V que cumple

φ(u, u) = ‖u‖2.

Demostración: Pincha en el enlace

http://math.stackexchange.com/questions/21792/norms-induced-by-inner-products-and-the-parallelogram-law

