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Hoja 7: Dualidad

1. Sea C la base canénica de de R? y C* su base dual. Dada la siguiente base de R3:

1 1 0
B = 21,111],]0 ,
3 1 1

halla la base dual B*, expresando sus elementos en términos de las coordenadas en la base C*.
2. Sean E}, B3, E; : R® — R los elementos de la base dual estdndar de R3.

(a) Comprueba que los elementos Ef — E5 +5FE5, 3K} + Ej + E, 2E5 — E} forman una base de
(R?)".

(b) Halla la base de R* de la cual { Ef — FEj +5E5, 3E; + E5 + E5, 2E; — E3} es dual.

(c) Halla una base del anulador de (3E} + E5 + E5, 2E3 — E3).

3. Calcula las bases de (R?)* duales de B, :{< (1) )( . )} y de By :{( (1) )( g )} . Hay algun

vector compartido por B; y Bs? ;Hay algiin elemento compartido por las duales?
4. En R? se consideran las bases canénica, C = {€1, €, €3},
By ={u; =(1,0,1),1y = (—1,1,1),u3 = (1,-1,0)} v By={th =(2,1,1),0, = (1,1,1),95 = (1,—1,1)}.
(a) Calcula sus bases duales expresadas en la dual de la base candnica.
(b) Todo elemento del dual w € (R*)* se puede expresar en cualquiera de las 3 bases duales:
C* = {E}{, B3, 3 ); B = (U7, Us. Ui} B = (V7. Vi Vs ).
Calcula las matrices de cambio de base
P :deC"aB;; Py:deBjaC';, P;: deBjabj.
(c) Expresa la matriz identidad como el producto, en el orden adecuado, de las tres matrices
anteriores.
(d) Calcula las coordenadas en la base B; de la forma lineal cuyas coordenadas en la base Bj son
(3,-2,1).
5. Sea FE el espacio vectorial de los polinomios reales p(z) de grado no mayor que 2. Definimos
formas lineales (1, (s, (3 : E — R mediante: ¢;[p(x)] = p(0) , la[p(x)] = p'(0) v L3[p(z)] = p"(0).
(a) Demuestra que Bj = { {1, {5, {3} es una base de E*.

(b) Dada la siguiente base de E: By = {z, 1+ 2?, 3z — 2? }, halla la base dual Bj , expresando
sus elementos como combinaciones lineales de ¢1, (5, /5.



6. Sean E}, B3, B : R®* — R los elementos de la base dual estandar de R3.
2 2 1

Sea A:R3? — R? el endomorfismo dado por A(x) :[ 01 2 ]X y sea A* el endomorfismo dual.
3 3 5

(a) Halla la matriz de A* usando la base {E}, E5, E5} tanto en salida como en llegada,
(b) Halla la matriz de A* usando la base {E}, Ef + Ej, Ef + Ej + E5} en salida y la base
{E}, E5, B3} en llegada.

7. Sea f : My(R) — My(R) la aplicacién lineal dada por
f a b\ [ a+5b b+3c+2d
cd) \ c—d d '
Sea f*: (M2(R))" — (Ma(R))" su aplicacién dual.

(a) Encuentra la matriz A* de f* respecto de la base canénica C* (tanto en el espacio de partida
como en el de llegada).

(b) Encuentra la matriz D* de f* respecto de la base C* y la dual de la base B formada por los
elementos siguientes:

(11 (11 (11 (10
711 ) o) oo )" o)
(c) Encuentra las coordenadas de la forma lineal f*(E} + Ej + 2F} + Ej) respecto de B*.

8. Se considera en (PW[x])*, el espacio dual de PM[z], las formas lineales I, , dadas por la siguiente
regla:

Is: PW[z] — R.
1
a+bx»—>/ (r+ sx)(a + bx) dz
-1

para ciertos 7, s fijados. Se considera C = {e; = 1,e; = x} la base canénica de PM[x].

(a) Encontrar formas lineales f; y fo del tipo anterior, tales que fi(e;) = 1sii = j y 0 en otro
caso. En otras palabras, describir la base dual de la canénica de PM[x] en términos de formas
lineales del tipo 1, ;.

(b) Calcular la matriz de la dual de la aplicacién D : PW[z] — PM[x] que a cada polinomio le
asocia su derivado, en la base {f1, f2}.
9. Sean fi, fo : P®[z] — R. las formas dadas por:
fila+be+ca® +da®) =b+2c+3d,  folp(z)) = 2p(1) — p(0)

respectivamente. Considerando bases canonicas y sus duales, calcular:

(a) Ker(f1), Ker(f2), Im(f7) e Im(f3).
(b) Im(fy), Im(f2), Ker(f7) y Ker(f3).

(¢) Ann({f1, f2})-
(d) Ann(Ker f; N Ker f5).

Comprobar en cada caso que las dimensiones son las esperadas.



