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Matemadticas e Ingenieria Informatica

Hoja 3: Subespacios vectoriales. Interseccién y suma.

1. Para las siguientes parejas V, W, formadas por un espacio vectorial V' y un subconjunto W C V, di
razonadamente si W es o no es subespacio vectorial de V.
V=R W={x:a9=211} .
V=R W={x:z=2a?}.
V=R W={x:29=0}.
V=R W={x:m20=0}.
=R?, W={x:22>0}.
n(K), W={Ae€V : A essimétrica } .
(K), W={A€V : A esinvertible } .

m(R),W:{AeV : A<32)=om}.

funciones f: R — R}, W ={f : f es creciente } .

unciones f: R =R}, W ={f : f"(z) existey f"(z)=zf(x)}.
=Rlz], W ={p(x) : p(z) es divisible por z —2} .

V =Rlz], W={p() : p(0)=2}.
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2. (a). Sean V un espacio vectorial sobre K y W C V' un subconjunto no vacio de V. Demuestra que
las tres condiciones siguientes son equivalentes:

1. W es un subespacio vectorial de V.
2. Para cualesquiera «, 8 € K y cualesquiera u,v € W, se tiene que au + fv € W.
3. Para cualesquiera aq,...,as € K y cualesquiera vy ...,vs € W, se tiene que ajv; + -+ + asvs € W.

(b). Si V es un espacio vectorial sobre K y {Wl}z c7 ©s una coleccién de subespacios vectoriales de V,

demuestra que W = ﬂ W; es de nuevo un subespacio vectorial de V' (no olvides demostrar que W # &).
i€l

3. Sea W el subespacio de R* generado por (1,2, —5,3) y (2,—1,4,7). Se pide

(a) Determina si el vector (0,0, —37,—3) pertenece a W o no.

(b) Determina para qué valores de a'y 3 el vector («, 3, —37,—3) pertenece a W.

4. Queremos decidir, razonadamente, si los siguientes subespacios vectoriales de R* son iguales o no:
0 1 1 1
1 -2 -1 4
2 '] 1 Y 3] 3|/
-1 0 -1 A
Hazlo primero para A =2 y luego para A = —2.

5. Demuestra que si V es un subespacio vectorial de R? entonces se da una de las siguientes posibilidades:

= {0},

V es una recta que pasa por el origen,

(a
(b
(c
(d) V =R3.

V es un plano que pasa por el origen,

)V
)
)
)



6. Fijamos un entero positivo n y un cuerpo K. Sea M C M, «,,(K) el conjunto de las matrices simétricas
(las que cumplen A® = A) y My C M, (K) el de las antisimétricas (las que cumplen A® + A = 0).

a) Demuestra que M; y My son subespacios vectoriales de M.

b) Para K = Q, R, C, demuestra que M,,,(K) = M; & My. (Puede ayudar hacerlo primero para n =2 y
luego para n = 3).

c) Para K =Q,R,C, halla d; = dimM;, dy = dim My, y comprueba que d; + dy = dim M, »,,(K).

d) Para K = Fy, el cuerpo de dos elementos, comprueba que ahora la suma M; + My no es directa ni es
igual a M, x,,(F2). ;Cudles son las causas?

7. Consideramos el espacio vectorial V' = R[z]<3 de los polinomios reales de grado a lo més 3.
(a) ;Cudl es la dimensién de V7

(b) Halla un complementario, generado por monomios x*, del siguiente subespacio vectorial de V:

W= (a*+2*+2—-1, -2 +2°, 22°+22* -2, 32 +27+32-2 ).

8. Sea A un ntnero real. Considera la siguiente suma de subespacios de R*:

1 0 17 0
Qap s
2] | -a AL

;Para qué valores de A es una suma directa? ;Para cuales no lo es?

9. Consideremos en R* los subespacios vectoriales Wi =< vq,va, vy > v Wa =< vy, vs >, con
vi=(1,-2,-1,3), vo =(0,2,1,—-1), v3 =(-2,6,3,—-7), v4 = (1,-2,—-2,0), v5 = (2,0,—1,1).

a) Halla una base de cada uno de los siguientes espacios: Wiy, Wy , Wi + Wy y W1 N Wa.

b) Comprueba que se verifica la férmula de Grassmann.

¢) Mismas cuestiones cambiando vs por (2,0,—1,0).

10. Para cada a € R consideramos los siguientes subespacios vectoriales de R*:

1 1 —a -1 2 0
0 2 2 2 2 2
V(a)_< 15| |4-a > ’ W(“)_< al' 6|4 >
0 2 5 0 2 5
Halla, en funcién del pardmetro a, la dimensién de V(a) + W (a), una base de V(a) N W(a) y un comple-

mentario de V(a) N W(a) en R%



