
UN
IV

ER
SID

AD
   A

UT
ON

OM
A

D
e
p
a
r
t
a
m
e
n
t
o

d
e

M
a
t
e
m
á
t
ic
a
s

J
.
R
.
E
s
t
e
b
a
n

A
N

Á
L
IS

IS
M

A
T
E
M

Á
T
IC

O

G
r
a
d
o

e
n

C
C
.
M

A
T
E
M

Á
T
IC

A
S

G
r
u
p
o

7
2
1

2
0
1
9
-2

0
2
0

Departamento de Matemáticas

UNIVERSIDAD   AUTONOMA

J.R. Esteban

ANÁLISIS MATEMÁTICO

Grado en CC. MATEMÁTICAS, grupo 721, 2019-2020

Ejercicios 79 a 89

79.

A. Dada la 1-forma en R
3

ω = (x1 + x3) dx
1 − x2

2 dx2 + x2 x3 dx3

y el vector

ξ =





2
−3
1



 ,

calcular ωp(ξ) , siendo p = (1, 2,−1) .

B. De una 1-forma ω en R
2 se sabe que

ωp(ξ) = −1 , ωp(η) = −2 ,

siendo p = (1, 2) y

ξ =

ï

2
1

ò

, η =

ï−2
1

ò

.

Calcular ωp(ζ) cuando

ζ =

ï

2
5

ò

.

C. Sabemos que en p = (1, 2, 1) la 2-forma ω en R
3 satisface

ωp(ξ ,η) = 2 , ωp(ξ , ζ) = −4 , ωp(η , ζ) = −4 ,

siendo

ξ =





1
1
0



 , η =





0
1
1



 , ζ =





1
0
1



 .

Calcular

ωp(2η , ξ − ζ) .
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80.

A. Dada la 2-forma en R
3

ω = dy ∧ dz − dz ∧ dx+ 3 dx ∧ dy

y los vectores

ξ =





1
−1
0



 , η =





2
1
1



 ,

calcular

ω(ξ,η) .

B. Calcular los productos exteriores

(dx + dy − dz) ∧ (dx+ dy + dz)

y

(x dx+ y dy + z dz) ∧ (x dy + y dz + z dx) .

C. Dadas las formas diferenciales en R
3

ω1 = dx− z dy , ω2 = x y z dy ∧ dz − (x2 + y2 + z2) dz ∧ dx ,

calcular

dω1 , ω1 ∧ dω1 , dω2 , ω1 ∧ ω2 .

81. Calcular el pullback X∗ω para cada una de las siguientes formas ω y

funciones X :

1.










X(u) =
(

u2
1 , u

2
2 , e

u1 u2

)

,

ω = x2 dx1 + (x1 − x2 − x3) dx
2 − dx3 .

2.










X(u) =
(

u1 cosu2 , u1 sinu2 , e
u1

)

,

ω = −3 (x2
1 + x2

2) dx
2 ∧ dx3 + (x2

1 − x2
2) dx

1 ∧ dx2 .

3.











X(t) =
(

cos t , sin t , t
)

,

ω = (x2
1 + x2

2 + x2
3) dx

1 + (x1 − cosx3) dx
2 + (x2

1 + x2
2 − 1) dx3 .

49



UN
IV

ER
SID

AD
   A

UT
ON

OM
A

D
e
p
a
r
t
a
m
e
n
t
o

d
e

M
a
t
e
m
á
t
ic
a
s

J
.
R
.
E
s
t
e
b
a
n

A
N

Á
L
IS

IS
M

A
T
E
M

Á
T
IC

O

G
r
a
d
o

e
n

C
C
.
M

A
T
E
M

Á
T
IC

A
S

G
r
u
p
o

7
2
1

2
0
1
9
-2

0
2
0

82.

A. Hallar la diferencial exterior de las siguientes 1-formas :

1. x dy + y dx , 2. (u + v) (du + dv) ,

3. f(x) dx+ g(y) dy , 4. 2 x y dx+ (x2 − y2) dy ,

5. (x+ z) dx + (y − z) dy + (x− y) dz , 6. y z dx+ x z dy + x y dz .

B. Dadas las 1-formas diferenciales

ω1 = −y dx+ x z dy , ω2 = dx+ x3 dz ,

y la función

X(u, v) = (cosu , sinu , v) ,

calcular

X∗ω1 , X∗(dω1) , X∗(ω1 ∧ ω2) , X∗(ω1 ∧ dω2) .

83. Sea M la subvariedad 2-dim. de R
3 dada por M = gráfica de (g , S) ,

siendo

S = { v ∈ R
2 : 0 < v1 + v2 < 2 , 0 < v1 − v2 < 2 } , g(v) =

1

4

(

v21 − v22
)

.

Considérense en M los sistemas de coordenadas (Y ,V) , inducido por (g , S) y

también (X ,U) , definido por U = (0 , 1)× (0 , 1) ,

X(u) =





u1 + u2

u1 − u2

u1 u2



 .

Dada la 2-forma diferencial

ω = x dy ∧ dz − y dz ∧ dx ,

se pide calcular

X∗ω , Y∗ω ,

y las integrales
∫

X

ω ,

∫

Y

ω .
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84. Considérese el toro plano en R
4 , T2 = S

1 × S
1 , para :

1. Demostrar que T2 es una subvariedad 2-dimensional de R
4 .

2. Calcular V2 , el elemento de volumen 2-dimensional, elemento de área , de

T2 .

3. Calcular el área (T2) .

85. A. Para cada una de las siguientes parametrizaciones X de S
1 , deter-

minar una normal unitaria ν compatible con X :

1. X(t) = (cos t , sin t) , 0 < t < 2π .

2. X(t) = (sin t , cos t) , 0 < t < 2π .

3. X(t) =
(

t ,
√
1− t2

)

, −1 < t < 1 .

4. X(t) =
(

t ,−
√
1− t2

)

, −1 < t < 1 .

B. Para cada una de las siguientes parametrizaciones X del hiperboloide de

una hoja

H =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 − z2 = 1

}

,

determinar una normal unitaria N compatible con X :

1. X(u, v) =
(

cosu cosh v , sinu cosh v , sinh v
)

, 0 < u < 2π , v ∈ R .

2. X(u, v) =
(

cos v coshu , sin v coshu , sinhu
)

, v ∈ R , 0 < v < 2π .

3. X(u, v) =
(

u , v ,
√

x2 + y2 − 1
)

, (u, v) ∈ R
2 \B(0 , 1) .

4. X(u, v) =
(

u , v ,−
√

x2 + y2 − 1
)

, (u, v) ∈ R
2 \B(0 , 1) .

5. X(u, v) =
(√

1 + v2 cosu ,
√
1 + v2 sinu , v

)

, 0 < u < 2π , v ∈ R .

86. Determinar una normal unitaria continua N para cada una de las hi-

persuperficies:

1. La elipse de ecuación
x2

a2
+

y2

b2
= 1 .

2. La gráfica de una función

f : Ω ⊂ R
n −→ R

de clase C1 en un abierto Ω de R
n .
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3. El elipsoide de ecuación

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 .

4. La parte del hiperboloide de dos hojas

− x2

a2
− y2

b2
+

z2

c2
= 1 .

limitada por −2c < z < 2c .

5. La parte del paraboloide elíptico

z

c
=

x2

a2
+

y2

b2

limitada por 0 ≤ z < c .

87. Dado el sistema de coordenadas (X,U) en el hiperboloide

H =
{

(x, y, z, t) ∈ R
4 : x2 + y2 + z2 − t2 = 1

}

,

determinar una normal unitaria N compatible con X , siendo

X(θ, ϕ, u) =
(

√

1 + u2 cosϕ sin θ ,
√

1 + u2 sinϕ sin θ ,
√

1 + u2 cos θ , u
)

y

U : 0 < θ < π , 0 < ϕ < 2π , u ∈ R .

88. Considérese la superficie

M =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : z = e−r , r =

√

x2 + y2
}

en R
3 . Elegir una orientación O en M para calcular la integral

∫

(M,O)

(

x dy ∧ dz − dz ∧ dx
)

.

89. Dado un punto p = (a, b, c) ∈ R
3 , considérese la 2-forma en R

3 \ {p}
dada por

ω =
(x− a) dy ∧ dz + (y − b) dz ∧ dx+ (z − c) dx ∧ dy

(

(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2
)3/2

para calcular dω y la integral
∫

M

ω ,

siendo M una superficie esférica de R
3 centrada en p .
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