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58.

1. Determinar los valores de A para los que el sistema de ecuaciones

x1x§+x2x4+)\x1:1,
20125 + a3+ A(ze —1) =0,

define a (21, 22) como funciéon implicita diferenciable de los (3, 24) en un
entorno de los puntos a = (0,1) y b= (0,1).

2. Si designamos dicha funcién mediante (x1,22) = F(x3,24), calcular los
valores de \ para los cuales F' admite una inversa local de clase C* en un
entorno de b.

3. Demostrar que para los valores de A no obtenidos en el primer apartado
no puede existir tal funcién F'.

59. Dado a € R, considérese la funcion
f:R?2xR— R?
definida
flz,y) = (;C:{’ + a3 —3ax e, yxy —xg) , = (z1,20) €ER?*,y € R.
Hallar un abierto A C R y una funcién g : A C R — R? tal que
floly),y) =0, yeA.
Determinar los (z,y) € R? para los que

M(z,y) = {W} no es invertible.

Confrontar esta situacion con las hipotesis del Teorema de la Funcién
Implicita.

Hallar un abierto B C R y una funcién h : B C R — R? tales que

{det M(h(y) ,y) =0,
yhi(y) —ha(y) =0.

Calcular f1(h(y),y) paralosy € B.
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4. Utilizar coordenadas polares para representar graficamente en R? las cur-
vas dadas por g y h.

60. La ecuacion de KEPLER se puede escribir en la forma
(14) T =1y +ys sinx,

entendiendo 2 como incognita e y = (y1 ,y2) como parametro. En la descripcion
del movimiento planetario, = representa la anomalia excéntrica, y; es propor-
cional al tiempo e y2 es la excentricidad de la elipse. En consecuencia, tomamos
Q={yeR?: [y2] <1} como espacio de pardmetros.

1. Demostrar que (14) tiene una solucién tnica z = g¢(y) cuando y € Q.
Demostrar que la funcion g : © CR? — R es C*°(Q).

Comprobar que
g(m ) =m, glyr +2m,y2) =g(y) +2m,  ye.

Comprobar que

9(=vy1,92) = —g9(y1,92), 9(0,y2) =0, ly2| < 1.
También ot ( )
9(0,y2
— "= =0, <1, keN.
Calcular
94(y)
oy

para cada y € ).
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B. Consideremos ahora el caso yo = 1. Demostrar que existe una tnica
funcion
h:R—R

tal que x = h(y1) es solucion de (14). Demostrar que h(0) = 0 y que h es
continua.

Demostrar que

3

n=g (14+0(2*), cuando z—0,
y deducir que se verifica
1 h(y1)
im

y1—0 (6 y1)1/3

En particular, obtener que h no es diferenciable en y1 = 0.

=1.

61. Dados b > 0 y una funcién f : R — R continua tales que

b
F0) # 1, /0 F(tydi =0,

m:/:f(t)dt

tiene, para a suficientemente proximo a b, soluciéon unica z = g(a) con g(a)
proximo a 0. Demostrar que g es una funcion C! y calcular ¢'(b) .

demostrar que la ecuaciéon

Coémo cambia lo anterior cuando b =1 yf(t) = -1+ 2¢?

62. Considérese la ecuacion

Py + 27 yrya + T+ yiy =0,

Demostrar que existen abiertos Q en R?, con ygp = (=1,1) € Qy U en R
conzg =1 € U, tales que para cada y € Q) la ecuacion (15) tiene una tnica
solucién x = g(y) € U . Demostrar que la funcion g : Q C R? — U C R
es de clase C*° en Q.

Calcular )
9% 9(yo)

0y1 2 '

Vg(vo) ,

3. Demostrar que no existen abiertos Q' C R? con yo € Q' y U’ C R con
—1 e U’, tales que para cada y € ' la ecuacion (15) tiene solucion uinica
en U’ .
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63. Dadas V : R" — R y A € R™*" simétrica y definida positiva, consi-
dérese la funcion L = L(x,£) que a cada x € R™ asocia

L(z,): R —R
definida
Lw,&) = 3 €' A6~ V().
1. Comprobar que para cada x € R™ la funcion L(z, -) es una funcion convexa
de los £ € R .

2. Comprobar que para cada z € R” y nn € R? la funcién de R} en R dada
por

(16) £ — "¢ L(z,€)
es concava y tiende a —oo cuando ||€|| = +oo.
3. Paracada x € R" y n € R}, calcular
H(xvn) = sup {'I’]Té—L(Z‘,é) : 5 ERQ}

64. Sean ) un subconjunto abierto y conexo de R" y f : @ C R* — R
una funcion de clase C*®, con s > 2.

Consideramos la aplicacion gradiente, ¢ :  C R* — R", dada por
$x) = Vf(x), xeQ.

A. Demostrar que si det (Hess f)x # 0 en cada x € 2, entonces ¢ es un
C*~!-difeomorfismo local en Q.

B. Supongamos que ) es convexo y (Hess f)x es definida positiva en todo
x €.

1. Demostrar que ¢ es inyectiva en 2 y que resulta que ¢ : Q@ — ¢(Q) es
un C*~!-difeomorfismo.

2. Sabemos por el ejercicio 46 que f es convexa en §2. Considérese la funciéon

F:¢)CR"—R

definida
(17) Fy)=sup{x'y — f(x) : x€Q}, yeo(Q).
Demostrar que

Fiy)=y'x— f(x), enlosy=o(x), xeQ.
Demostrar
(18) VE(y)=x, y=¢x), x€eQ,

y que F es de clase C® en ().
4. Comprobar la identidad
D’F(y)=D*f(x)"!, y=Vf(x), xeQ.
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