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Ejercicios 21 a 24

21. Considérese una funcion f : [0, +o00) — R para demostrar:

1. Si f es continua en [0,+00) y f(z) P L € R entonces f es unifor-
Tr—r+00

memente continua en [0, +00).

2. Si f es continua en [0, +00) y tiene una asintota, entonces f es uniforme-
mente continua en [0, 400).

3. Si f es uniformemente continua en [0, -+oc0) entonces existen constantes
A, B > 0 tales que

|f(z)| < Alz| + B, para todo z > 0.

22. Sean (X ,d) un espacio métrico, @ C X y una funcién acotada

fiQCcX-—R

A. Para cada a € Ac(Q) y § > 0 definimos
M(a,8) =sup { f(z) : z€Q, d(z,a) <35},
m(a,8) =inf { f(z) : € Q, d(z,a) <6},
y la oscilacion de f en a mediante

w(f,a) = %11% (M(a,é) —m(a,d)) .

R(t) =sup { |f(z) = f(y)| : z,y € Q, dz,y) <t},
definida en los ¢t > 0. Demostrar que R(t) es creciente y

_ <7 _ ¥ < < 1 _ .
0=R(0)<L sl_l)r(r)1+ R(s) < R(t) < SLHJPOO R(s) sgpf 1gff.

C. Sea ahora, para cada t > 0,
w(t)=inf {at+p: 0<a,B satisfacen R(s) <as+ B entodo0<s}.

Demostrar:
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1. R(t) <w(t)entodot>0.
2. w es creciente en [0, +00).
3. w es concava en [0, +00).

4. f es uniformemente continua en € si y sélo si w(0) =0.

23. Sean S' = { (z,y) € R? : 22 +y? =1} y la funcion

(1+t,/1-(1+1)?), —2<t<0,
(1—t,—y/1-(1-1)?), 0<t<2.

Comprobar que g es sobreyectiva desde [—2,2] sobre S!.

g(t) =

1. Demostrar que ninguna funcién continua f : S' — R puede ser inyectiva
1
en S .

2. Sean h : R? — R? continua y 2, € R%. Demostrar que todo entorno de
z, contiene puntos p y ¢, con p # g, tales que [|a(p)|, = [A(q)|], -

3. Considérese g definida solamente en los t € [—2,2). Demostrar que g es
continua e inyectiva en [—2,2), pero que su inversa no es continua en S'.

1
24. A. Considérese la funcion f(x) = . definida en los x € I = (0,1].

Demostrar que no existe ninguna funcion g(x) continuaen [0, 1] y tal que g(z) =
f@)entodo0 <z <1.

B. Sean (X,d;) e (Y,dz) espacios métricos y 2 C X . Considérese una

7z f:QCcX —Y

F:QcX —Y

continua en Q y tal que F(x) = f(x) en cada x € Q.

C. Supongamos que (Y, ds) es completo y que la funciéon

f:QCcX —Y

es uniformemente continua en 2.

1. Demostrar que si {z,}, C 2 es de CAUCHY en (X,d; ), entonces {f(x,)},
es de CAUCHY en (Y, dy).
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2. Definimos una funcion
F:QcX —Y

como sigue: Para cada x € €,

F(z) = lim f(zy)

n—oo

cuando {x,}, C Q satisface lim z, =x.
n—oo

3. Demostrar que F estd bien definida en Q y que F(z) = f(x) en cada
r €.

4. Demostrar que F' es uniformemente continua en Q.
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