resumenQ7 1

ECUACIONES DIFERENCIALES

Modelos matematicos y ecuaciones diferenciales

Una ecuacidon diferencial es una relacién que involucra alguna o algunas de las derivadas
de una funcién. El mayor orden de derivadas que aparece se suele llamar orden de la ecuacion
diferencial. La funcién queda en muchos casos totalmente determinada por unos valores
iniciales. Como regla general, si una ecuacién diferencial es de orden k, entonces se debe
especificar el valor de la funcién y sus derivadas en un punto hasta orden k — 1. Muchas
veces se toma x = () como este punto pero no hay ninguna razén especial para ello mas que
respetar la idea de “valor inicial”.

Habitualmente se dice que la familia de soluciones cuando no se imponen condiciones
en valores concretos, es la solucion general de la ecuaciéon diferencial.

Ejemplo. Es facil ver que y = e” es una solucion de la ecuaciéon diferencial ¢y = y.
También lo es y = 0, y pensando un poco méas no es dificil percatarse de que y = Ce”*
satisface la ecuacion para cualquier constante C. De hecho, ésta es la solucién general. Si
especificamos el valor de y = y(z) en un punto z, entonces la solucion queda totalmente
determinada. Asi, por ejemplo, la solucion de ' = y con y(0) = 2 es y = 2e”, que proviene
de que al sustituir en la solucién general x = 0, y = 2 se sigue 2 = Ce'.

En contra de lo que ocurre en el ejemplo anterior, la variable x puede aparecer en una
ecuacion diferencial. Por ejemplo 3’ = zy es una variante de la ecuacion anterior en el que
es un poco mas dificil conjeturar la solucién general. Esto ejemplos no deben dar la idea de
que siempre podamos encontrar soluciones por tanteos. Notese que ¢y = f(z) tiene como
solucion [ f(x) dz, entonces resolver ecuaciones diferenciales es al menos tan dificil como
integrar. Incluso conociendo muchos métodos, hay muy pocas ecuaciones diferenciales que
se puedan resolver explicitamente. Al igual que en el caso de las integrales, los ejemplos
tienen que estar preparados.

La importancia de las ecuaciones diferenciales radica en que participan en muchos mode-
los matematicos. Por ejemplo, si decimos que el aumento de una poblacién es proporcional
al namero de individuos (porque se reproducen), entonces el modelo natural es p’ = ap
donde p = p(t) es el namero de individuos en funcion del tiempo y « es una constante.
Este es un buen modelo para tiempos pequefios en poblaciones reducidas que se reproducen
rapidamente, como colonias de bacterias, pero cuando empiezan a competir por el alimento
o contamos otros factores, la ecuacion diferencial se complica.

En Fisica, la aceleracién es una derivada segunda y la velocidad una derivada primera,
por tanto son muy comunes las ecuaciones diferenciales de primer y segundo orden para
resolver problemas de mecénica.

A pesar de que no las estudiaremos en este curso, viene al caso mencionar que muchas
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de las ecuaciones diferenciales de los modelos matematicos son en varias variables y, en ese
caso, se llaman ecuaciones en derivadas parciales. Por ejemplo, en los cursos de Fisica apa-
recen diferentes ecuaciones que regulan el electromagnetismo y que explican fenémenos tan
importantes para nuestra vida cotidiana como las ondas empleadas en telecomunicaciones.
En ausencia de cargas y corrientes, estas ecuaciones son las ecuaciones de Mazwell:

5 _ o 20E

divE =0, divB=0, rotE:—a—B, rot B .
ot ot

Solo se escriben aqui como curiosidad y para ver la relacion con la Fisica. Nosotros nos
ocuparemos tinicamente de ecuaciones diferenciales en las que se busca una funcién de una
variable y = y(x).

Variables separables

Una ecuacién diferencial de primer orden se dice que es de variables separables si puede
escribirse en la forma

(1) F(y)y' = G(x).

Un caso particular son las ecuaciones del tipo y' = H(y) pues equivale a y'/H(y) = 1.
La manera de resolverla es integrar en ambos miembros. En el primero, como siempre se
tiene 3/, por la regla de la cadena basta integrar F'. Para hacer hincapié en ello, empleando
y' = dy/dz, a veces se escribe (1) como F(y) dy = G(x) dx y la solucion es [ F(y) dy =
[ G(z) dz. Es importante recordar que al integrar hay constantes de integracion, que basta
poner en uno de los miembros (porque siempre una se pueden pasar a restando).

Ejemplo. Consideremos la ecuacion ¢y’ = y del ejemplo anterior, para resolverla separando
variables, debemos escribir

1
Y=y = -y=1 = hly=z+c = y==%ee,
y

donde ¢ es una constante arbitraria, y por tanto +e® también lo seréa. Si la llamamos K, la
solucién general es y = Ke*.

Ejemplo. Digamos que queremos resolver la ecuacion diferencial y' = e**¥ con y(0) = 0.
Separando las variables e integrando

Y =" = eV =" = —eV=e"+c = y=-—In(-c—e").
Esta es la soluciéon general. Para obtener la solucién con y(0) =
igualdad 0 = —In(—c—€”). Como In1 =0y e? = 1, se obtiene ¢ =
buscada es y = —In(2 — e%).

despejamos ¢ en la

0,
—2. Entonces la funcion

Notese que a la larga, cuando z crece, la solucién del ejemplo anterior dejara de existir,
de hecho hay una asintota en x = In 2. A veces se dice que la solucion ezplota. Este fenomeno
es muy habitual al resolver ecuaciones diferenciales.
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Ejemplo. Resolvamos ahora la ecuacion diferencial 3 = 22y% + 22 con y(0) = 1. Después
de sacar z? factor comun,
1 3 23

y =220 +1) = ﬁy'zzf = arctany = %—i—c = y=tan <§+C>'
Para que se satisfaga y(0) = 1 basta elegir ¢ = /4 (o en general k7 + 7/4. Entonces la
solucién buscada es y = tan (2%/3 + 7/4).

Ya se ha mencionado que las ecuaciones diferenciales son fundamentales en los modelos
matemaéticos, por eso a veces los problemas no dan explicitamente la ecuacién sino el modelo
que permite deducirla.

Ejemplo. Digamos que p = p(t) es el nimero de bacterias en un cultivo en funcién del
tiempo (en horas). Sabemos p’ y p son proporcionales y que la poblacion inicial py = p(0)
se duplica en 24 horas, y nos gustaria saber cuanto va a tardar en triplicarse. Para ello
escribimos la ecuacién diferencial p’ = C'p. La constante C' no nos la dan, pero separando
las variables se deduce que la solucién general en funcién de C es p = Ke®? con K una
constante arbitraria. Ahora anadimos las hipotesis del problema p(0) = pg y p(24) = 2po:

In2
po=KeY 2py=Ke? = K=p;, C= %
Una vez que tenemos los valores de K y C, debemos hallar el tiempo ¢ tal que Ke®* = 3pyg
que, despejando, es t = 24(In 3)/(In2), unas 38 horas.

Lineales con coeficientes constantes

Separando variables se pueden resolver algunas ecuaciones diferenciales de aspecto com-
plicado pero las ecuaciones que se escriben en la forma (1) constituyen un conjunto reducido
y ademas estan restringidas a orden 1. Con lo estudiado anteriormente no serfamos capaces
de resolver ni siquiera ecuaciones tan simples como "’ + y que son muy comunes en Fisica.

Ahora vamos a estudiar un conjunto de ecuaciones diferenciales que es todavia mas
restrictivo pero que tiene la ventaja de que engloba a diversas ecuaciones que aparecen
naturalmente en aplicaciones bésicas.

Decimos que una ecuacién diferencial es lineal de orden n con coeficientes constantes si
es de la forma

(2) Y + a1y + a0y 4+ ary + agy = F(2)

donde ag, ai, - .., a,—1 son nimeros reales fijados.

Cuando F' es la funcién idénticamente nula, se dice que la ecuaciéon es homogénea. Vamos
a ocuparnos en primer lugar de ellas.

A cada ecuacién homogénea se le asigna la ecuacién polindémica definida por sus coefi-
cientes. Esto es, a (2) le corresponde

(3) N4 ay N a, N2 a A+ ag = 0.
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A cada raiz real simple \; de esta ecuacién se le hace corresponder la solucion eNT y a
cada par de raices simples complejas conjugadas a; £ b;i se le hace corresponder el par de
soluciones e®” cos(b;jx) y e%” sen(bjx). La solucién general de la ecuacion diferencial homo-
génea es una combinacién lineal de estas soluciones con coeficientes dados por constantes
arbitrarias.

A veces se llama a (3) ecuacion caracteristica, como en el caso de la diagonalizacion de
matrices, de hecho hay una relacion entre ambos temas [Str80] y la estructura de espacio
vectorial que tienen las soluciones permite utilizar técnicas de élgebra lineal, aunque no lo
haremos aqui méas alla de resolver algtin sistema lineal.

Ejemplo. Ya sabfamos resolver 3/ = y porque era de variables separables pero si la escri-
bimos como 3’ — y = 0 es una ecuaciéon homogénea que tiene como ecuacién caracteristica
A — 1 = 0. La solucién correspondiente a la tinica raiz A = 1 es e y por tanto la soluciéon
general y = Ke®, como ya habiamos obtenido.

Ejemplo. Ya hemos indicado que y” + y = 0 es una ecuaciéon comin en Fisica, pues
corresponde al movimiento armdnico simple. La ecuacion (3) es A2 + 1 = 0 que tiene como
rafices A\ = =+i. Segtn lo dicho anteriormente, corresponden a las soluciones e’% cosx y
€% sen z. Por tanto la solucion general es y = Kqcosx + Kosenx con Ky y Ko constantes
arbitrarias. Al aproximar el péndulo simple para pequenas oscilaciones, aparecen de forma
natural las condiciones y(0) = ly, ¥'(0) = 0 (donde Iy se relaciona con la elongacion y la

segunda condicion implica que se parte del reposo). Entonces
K -1+ Ky-0=l, —-Ki-0+Ky-1=0,

lo que conduce a y = [y cos x

Ejemplo. Vamos a resolver la ecuacion diferencial

y' =2y +2y=0

y(0)=1, ¢ (0)=2.
La ecuacién (3) es A2 — 2\ + 2 = 0 que tiene como raices A = 1 4 4. Las soluciones
que corresponden a estas raices son e®cosx y e*senz, por tanto la solucién general es

y = Kye” cos x+ Koe® sen x que cumple ¢y’ = K (e” cosx—e” senx)+ Ky (e” sen z+e” cos x).
Las condiciones y(0) = 1, '(0) = 2 implican

K -1+ Ky-0=1, Ki-1+Ky-1=2,

que determina la solucién y = e® cosx + e“sen .

En los ejemplos anteriores era importante que las raices fueran simples para asegurar
que tenfamos tantas funciones solucion como el orden (el mismo problema que aparece
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con los autovalores en la diagonalizacion de matrices). Si hubiera raices reales o complejas
multiples de multiplicidad m (esto es, repetidas m veces), debemos considerar

k ij

x¥e o a*e%® cos(bjx), xFe¥®sen(bjx) conk=0,1,...m—1,

dependiendo de que la raiz sea real o compleja. Es decir, para una raiz doble multiplicamos
por 1y por z, para una triple por 1, z y x? y asi sucesivamente.

Ejemplo. Hallemos la solucién de

y/// _ 3y// _|_3y/ _ y — 0
y(1)=3, ¢(1)=6, ¢"(1)=11.

La ecuacion caracteristica es A> —3\2 +3\ —1 = (A — 1)® = 0. Entonces A\ = 1 es una raiz
triple v las tres soluciones asociadas a ella son e®, ze® y z2e®. La solucién general adquiere
la forma y = Kie® + Kyxe® + Ksz?e” y al imponer las condiciones iniciales y(1) = 3,
y'(1) =6, y"(1) = 11, se llega a un sistema lineal

y = (K1 + Koz + K3z?)e” Ki+ Ks + K3 = 3e™?
Y = (K1 + Kz + (Ky 4 2K3)z + K3a?)e” = ¢ K1 +2K3 +3K3 = 6e !
y" = (K1 + 2K+ 2K3 + (KQ + 4K3)$ + Kgﬂ?Q)ex K+ 3Ky +T7K3 = 11et

Al resolverlo se sigue K1 = Ko = K3 = e~ ! y por consiguiente la soluciéon buscada viene
dada por y = (1 + x4+ xg)ex_l.

Finalmente nos ocuparemos de las ecuaciones lineales con coeficientes constantes no
homogéneas, es decir, aquellas de la forma (2) que no estan igualadas a cero. Lo primero
que hay que hacer es resolver la homogénea (suponer F' = 0) y después sumar al resultado
una solucion particular de la ecuacion no homogénea (2). Esto significa cualquier solucion
que veamos a simple vista o que podamos ajustar. En principio no parece algo demasiado
sistematico pero en breve veremos algunas directrices para proceder en casos simples.

Ejemplo. Digamos que buscamos una soluciéon de 3" — 2y’ + 2y = 2. La ecuacién homo-
génea es ¥y’ — 2y’ + 2y = 0, que ya habiamos resuelto antes como combinacion lineal de
las funciones e* cosx y e sen x. Por otro lado, esté claro que y = 1 verifica la ecuacién no
homogénea original, entonces la soluciéon general es

y=1+ Kie*cosz + Koe*senzx.

Si en el ejemplo anterior se el segundo miembro hubiera sido 1 en lugar de 2 una solucién
particular seria y = 1/2 y podriamos ajustar cualquier namero. Por otro lado, para obtener
un polinomio de grado 1, por ejemplo x + 1, podriamos probar con algo de la forma ax + b
y ajustar coeficientes. Concretamente, al tomar y = ax + b el primer miembro resulta ser
2ax + 2b — 2a que igualado a x + 1 implicaa = 1/2, b =1y y = /2 + 1 es la soluciéon
particular buscada.



6 Fernando Chamizo resumenQ7

Este procedimiento de tratar de ajustar coeficientes, funciona siempre que tengamos
polinomios, exponenciales, senos y cosenos y productos de ellos. En una tabla no muy
exhaustiva:

F(z) Yp

polinomio polinomio

eCr AeCE

polinomio-e©® P(z)eC*

cos(Cx) Acos(Czx) + Bsen(Cx)
sen(Cx) Acos(Cz) + Bsen(Cx)
polinomio- cos(Cx) | Pi(x)cos(Cx) + Py(z)sen(Cx)
polinomio- sen(Cz) | Pi(x)cos(Cx) + Py(z)sen(Cx)

Excepto en los casos en que hay resonancia, de la cual hablaremos después, los polino-
mios genéricos de prueba son del mismo grado que los que aparecen en la funcién F.

Ejemplo. Queremos resolver la ecuacion diferencial

y' =3y + 2y =222 —4x—1
y(0) =0, ¢ (0)=2.

A la ecuacion homogénea 3" — 3y’ + 2y = 0 le corresponde la ecuacion A2 — 3\ +2 = 0
con raices 1 y 2, por tanto su solucién general es Kje® 4+ Koe?®. Segtin las indicaciones
anteriores, deberiamos buscar una solucién particular entre los polinomios de grado 2. Es
decir, tomamos como posible solucién ax? + bx + ¢ que al sustituir en la ecuacion da

2ax? + (2b — 6a)x + (2¢ — 30+ 2a) = 227 — 4z — 1.

Al igualar los coeficientes y resolver el sistema, se sigue a = 1, b = 1, ¢ = 0, lo que significa
que 22 + z es una solucion particular, y la soluciéon general de la ecuacion original es

y:$2+$+K1€$+K2€2x

Las condiciones iniciales y(0) = 0, 4'(0) = 2 implican K1 + Ko =0y 1+ K; +2K3 = 2 que
da finalmente, y = 22 + & — €® 4 2%,

Ejemplo. Vamos a hallar ahora la soluciéon general de la ecuaciéon diferencial
y +2y = 5senx.

La homogénea es facil de resolver, siendo su solucién general y = Ke~2*. Ahora buscamos
una solucién particular de la forma y = Acosx + Bsenx. Al sustituir en la ecuaciéon

—Asenz + Bcosx + 2Acosz +2Bsenx =5senx = B+24=0, —-A+4+2B=5,
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simplemente igualando coeficientes de senos y cosenos. De aqui, B = 2, A = —1 y se
obtiene la solucién particular y = 2senx — cosx y por tanto la soluciéon general y =
2senx — cosz + Ke 2%,

En casos especiales, cuando intentamos ajustar coeficientes para obtener la solucién
particular se obtiene una contradiccion (un sistema incompatible). Esto esta relacionado con
el fenémeno de la resonancia en Fisica, y también con lo que hemos visto anteriormente de
ecuaciones homogéneas con raices miiltiples. Como en ese caso debemos multiplicar nuestra
conjetura de soluciéon particular por z o, si no fuera suficiente (lo cual ocurre en el caso de
raices multiples), por una potencia mayor de z.

Ejemplo. Volvamos a la ecuaciéon del movimiento armoénico simple pero ahora con un
término no homogéneo (que fisicamente corresponde a una fuerza externa):

y' +y=4senz

Ya sabfamos que la solucion general de la ecuacion homogénea es y = Ki cosx + Ko sen x.
Si buscamos una solucién particular de la forma y = Acosx + Bsenz, al sustituir en la
ecuacion obtenemos 0 = 4senx que no tiene sentido, lo cual es logico porque esta funciéon
que estamos probando resuelve la homogénea. Entonces probamos y = Ax cos x 4+ Bx sen x,

y' = (—Asenz + Bcosz)x + Acosx + Bsenx

= "4+ y=—2Asenx + 2B cos .
y" = —(Acosz + Bsenz)x — 2Asenz + 2B cosx Y Y

Aligualar a 4senx , se sigue A = —2, B = 0 y nuestra solucion particular es y = —2x cos x.
En definitiva, la solucién general es

y = —2xcosx + Acosx + Bsenx.

Esta soluciéon toma valores arbitrariamente grandes cuando x crece. Fisicamente significa

que si empujamos un columpio con la frecuencia adecuada, podemos aumentar las oscila-

ciones indefinidamente. Si en el enunciado hubiéramos considerado y” + y = 4sen(2x) la
4

solucion general serfa y = —3senx + Acosx + Bsenx que si permanece acotada, porque

el impulso esta desacompasado con respecto a la frecuencia del columpio.

Referencias. Hay muchos métodos para resolver ecuaciones diferenciales. Algunos textos
orientados sobre todo a la préactica de la resolucion son [Sim72| y [KKM84], el primero tiene
también teoria y notas historicas, el segundo es una coleccion de ejercicios. En [Str80] se
muestra brevemente la conexién con el algebra lineal. Por muchos métodos que aprendamos
no hay que perder de vista que es imposible resolver muchas ecuaciones diferenciales de
aspecto bastante sencillo y por ello, en la practica, es importante tener alguna idea sobre
los métodos numéricos o sobre el aspecto cualitativo de las soluciones. Estos temas se tratan
por ejemplo en [Sim72].
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