CMES. Curso 2012-13

Algebra Lineal // 2.3. Autovalores y autovectores. Sistemas de evolucién.
2.3.1. Ejemplos de sistemas de evolucion discretos

Ejemplo 1. (Modelo de P. Leslie, 1945) Para estudiar la evolucién de una poblacién de péjaros los
dividimos en dos grupos de edad: jévenes y adultos. Los jévenes no se reproducen y el 30% de ellos
sobrevive y llegan a la primavera siguiente convertidos en adultos. Cada adulto produce una media
de 2 jévenes por ano y el nimero de adultos que sobrevive cada ano es el 40%. Inicialmente hay
1000 adultos y ningun joven.

Formulacién matemaética: sean x,, e y, el nimero de jovenes y adultos, respectivamente, al final del
ano n. Estamos interesados en conocer: La tasa de crecimiento de cada grupo de edad con
el paso del tiempo, es decir lim,, % , v limg, o0 y3i1 .y la distribuciéon de cada grupo de
edad con el paso del tiempo, es decir lim,,_,, QC:T"% , v limy, oo xnyT”yn )

Ejemplo 2. (Modelo de A. Markov, 1906) Dos paises A y B comparten la misma moneda. Inicial-
mente A tiene el 60% de la monedas y B tiene el 40%. Cada ano el 80% de las monedas que hay
en un pais se queda en el mismo y el 20% pasa al otro pais. Describe la formulacién matemética de

esta situacion.

2.3.2. Autovalores y autovectores. Matrices diagonalizables
Autovalores y autovectores de una matriz A: Un nimero real, A\, es un autovalor de una
matriz cuadrada A si existe un vector v € R", v £ 0, tal que AT = \&. El vector & € R™ se dice que
es un autovector de A con autovalor \.
Diagonalizacién de matrices: Si una matriz cuadrada A de orden k tiene k autovalores reales
A1, A2, ..o, A (quizé repetidos) y k autovectores {uj,us, ..., u;} linealmente independientes corre-
spondientes con los autovalores, puede diagonalizarse como

A=PDP™!,

donde D = ();) es una matriz diagonal formada con los autovalores de A y P es la matriz de los
autovectores puestos por columnas en el mismo orden que los autovalores colocados en D.
Si tenemos A = PDP~! entonces A" = PD"P~! y se pueden calcular ficilmente las potencias de A.
Calculo de autovalores: Los autovalores de una matriz cuadrada A son las soluciones A\ de la
ecuacion det(A — M) = 0.
Calculo de autovectores: Si A € R es un autovector de una matriz cuadrada A de tamano k,
cualquier solucién no nula de la ecuacién (A—\I,)Z = 0,7 € R* | es un autovector de A de autovalor
AeR.
Autovalores reales distintos: Si A es una matriz de orden k con autovalores Ai, Ag, ..., A\p € R
distintos, sus autovectores {uj,u3, ..., u}} son linealmente independientes.

2.3.3. Significado de los autovalores y autovectores en los modelos de evolucién discretos.
Solucion para matrices diagonalizables: El sistema de evolucion discreto )Zn = Aﬁ , donde
A es una matriz de orden k diagonalizable, satisface

X, = CYNMI, + CoNMTy + -+ - + Cp\lig,

donde Aj, Ag, ..., A\x (quizd repetidos) son los autovalores reales de A y uj,u3,...,u} son sus cor-
respondientes autovectores linealmente independientes. Las constantes Cy,Cy, ..., C}) se deteminan
con las condiciones iniciales.

Autovalor dominante de una matriz: Un autovalor real A > 0 de una matriz diagonalizable A
se dice que es dominante si para cualquier otro autovalor 5 # X\ de A se tiene A > |f].

> —
Tasa de crecimiento de cada grupo de edad: Sea X, = AX,,_; un sistema de evolucién con k
grupos de edad. Sila matriz A es diagonalizable con autovalor dominante A, la tasa de crecimiento
de cada grupo de edad tiende a A; con el paso del tiempo.



Distribucion de la poblacién en cada grupo de edad Sea X?n = Am un sistema de evolucion
con k grupos de edad. Si la matriz A es diagonalizable y A; es un autovalor dominante de A con
autovector uy = (u1,us, ..., us)" el porcentaje de individuos en el grupo de edad j con el paso del
tiempo tiende a

W 100%, j=1,2,... k.

up + -
Ejercicio 8. Una poblacion de individuos estéa distribuida en dos grupos de edad, jovenes y adultos.
Cada ano un individuo joven produce, en promedio, 1,5 nuevos jévenes, y un individuo adulto
produce, en promedio, 2 nuevos jévenes. Por otro lado, solo el 8% de los jévenes sobrevive y pasa a
ser adulto, mientras que todos los individuos adultos han muerto al finalizar el segundo ano.
a) Escribe el modelo matricial de la dindmica de esta poblacién.
b); Cudl es la tasa de crecimiento de cada grupo de edad con el paso del tiempo?
¢) Cémo se distribuye la poblacién con el paso del tiempo?
d) Si inicialmente hay 100 jévenes y 100 adultos, jcuantos habréd en cada grupo después de 10 anos?

Ejercicio 9. Una colonia de perdices vive en dos ecosistemas X e Y. Inicialmente hay 1500 perdices
en X y 500 en Y. Cada mes el 5% de las perdices de X migra a Y y a su vez el 5% de las perdices de
Y migra a X.
a) Escribe las ecuaciones de la evolucién del nimero de perdices en cada ecosistema.
b);Qué cantidad de perdices habré en cada ecosistema después de 1 ano?
¢) ;Qué cantidad de perdices habra en cada ecosistema con el paso del tiempo?

2.3.4. Procesos de Markov.
Proceso de Markov: Un sistema evolutivo de la forma fn = T)T,l> donde T es una matriz
cuadrada de orden k en la que la suma de los elementos de cada una de sus columnas es 1 se llama
un proceso de Markov. La matriz 1" se denomina matriz de transicién del proceso.
Ejemplo 4: En una provincia se ha observado que si un dia llueve la probabilidad de que llueva al
dia siguiente es 0,8. Sin embargo, si un dia esta soleado la probabilidad de que al dia siguiente esté
soleado es 0,7. Escribe la formulacién matematica de este sistema evolutivo.
Invarianza: La suma de las cantidades iniciales en un proceso de Markov permanece invariante
durante todo el proceso.

Autovalor 1: A =1 es el mayor autovalor de la matriz de transiciéon de un proceso de Markov.

Y

Ejercicio 10: En el ejemplo de los paises que comparten monedas, regido por el proceso,
Pn _ 07 3 Oa 2 Pn—1
An N 07 2 Oa 8 qn—1 '

determinar:

a) En qué porcentaje se estabiliza la cantidad de monedas en cada pais.
b) El porcentaje de monedas en cada pais al cabo de 10 afios.

Ejercicio 11. La probabilidad de que un dia esté lluvioso o soleado en la provincia del ejemplo 4 se

regia por el proceso,
Dn o 07 8 07 3 Pn-1
@ )\ 0,2 0,7 Gn-1 )

a) Si el dia primero de un mes esta soleado, ;cuél es la probabilidad de lluvia el dia 30 del mismo
mes? b) ;Cémo evoluciona este sistema con el paso del tiempo?

Ejercicio 12. Cultivo de plantas. Rasgos genéticos heredados. En un vivero hay 1000 flores
rojas (genotipo AA), 1000 flores rosas (genotipo Aa) y 1000 flores blancas (genotipo aa) de una
determinada especie. Solo se fertiliza cada planta con las de su genotipo.

a) Escribe un sistema que describa la cantidad de flores de cada color después de cada periodo de
fertilizacion.

b) {Cudl sera la distribucién de las flores con el paso del tiempo?

¢) ;Cuéntos periodos de fertilizacion pasaran antes de que desaparezcan las plantas de flores rosas?



