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Hoja 2: Espacio vectorial eucĺıdeo II.

Soluciones de los ejercicios 5 y 6
5. Calcula la aplicación adjunta de:

i. h(x, y, z) = (x+ y + z, x+ 2y + 2z, x+ 2y + 3z), con el producto escalar usual de R3.
ii. La aplicación h(x1, x2) = (x1 + x2, x1 + 2x2) con el producto escalar de R2 dado por

φ((x1, x2), (y1, y2))) = x1y1 + (x1 + x2)(y1 + y2)

Solución:

Si tenemos un producto escalar
(−→x ,−→y ) 7−→ xtGy,

donde G ∈Mn×n, entonces

(h(−→x ),−→y ) 7−→ (Hx)tGy = xtH tGy y (−→x , h?(−→y )) 7−→ xtGH?y.

Se sigue que
GH? = H tG =⇒ H? = G−1H tG.

En el apartado i.

G = I y h

 x
y
z

 =

 1 1 1
1 2 2
1 2 3

 x
y
z

 =⇒ h?

 x
y
z

 =

 1 1 1
1 2 2
1 2 3

 x
y
z

 .

Vemos que, en este caso, la aplicación h es AUTOADJUNTA.

En el apartado ii.

φ

((
x1

x2

)
,

(
y1

y2

))
= (2x1+x2)y1+(x1+x2)y2 = (2x1+x2, x1+x2)

(
y1

y2

)
= (x1, x2)

(
2 1
1 1

)(
y1

y2

)
.

Aśı que G =

(
2 1
1 1

)
. Por otro lado h

(
x1

x2

)
=

(
x1 + x2

x1 + 2x2

)
=

(
1 1
1 2

)(
x1

x2

)
, de modo

que H =

(
1 1
1 2

)
. Entonces

h?
(
x1

x2

)
= G−1H tG

(
x1

x2

)
=

(
1 −1
−1 2

)(
1 1
1 2

)(
2 1
1 1

)(
x1

x2

)
=

(
0 −1
1 3

)(
2 1
1 1

)(
x1

x2

)
=

(
−1 −1

5 4

)(
x1

x2

)



6. Diagonalizar en una base ortonormal cada una de las siguientes aplicaciones demostrando en
primer lugar que son autoadjuntas:

i. A : R2 −→ R2 dada por A(x, y) = (2x+ y, 2y + x).
ii. A : R3 −→ R3 dada por A(x, y, z) = (y + z, x+ z, x+ y).

Solución:

i.

A

(
x
y

)
=

(
2x+ y
2y + x

)
=

(
2 1
1 2

)(
x
y

)
.

La matriz, en la base canónica de R2, de la aplicación A, matriz a la que vamos a llamar también A,
es SIMÉTRICA, lo que equivale a decir que la aplicación lineal A es AUTOADJUNTA.

Para DIAGONALIZAR A EN UNA BASE ORTONORMAL, seguimos un método sistemático
que consta de los pasos siguientes

1. BUSCAMOS LOS AUTOVALORES DE A:

|λI − A| =
∣∣∣∣ λ− 2 −1
−1 λ− 2

∣∣∣∣ = (λ− 2)2 − 1 = λ2 − 4λ+ 3 = (λ− 3)(λ− 1)⇒ λ = 1, 3.

2. BUSCAMOS LOS AUTOVECTORES CORRESPONDIENTES A CADA UNO
DE LOS AUTOVALORES ENCONTRADOS EN EL PASO ANTERIOR:

• Para λ = 3 :

ker(3I − A)

= ker

(
1 −1
−1 1

)
=

{(
x
y

)
�
(

1 −1
−1 1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)}
=

{(
x
y

)
� x− y = 0

}
Aśı pues, el autoespacio ker(3I−A) es la recta vectorial x = y. En ella, una base ortonormal
estará formada por un único vector normalizado, es decir, unitario o de longitud 1; por
ejemplo −→u1 =

(
1/
√

2, 1/
√

2
)
.

•

ker(I − A)

= ker

(
−1 −1
−1 −1

)
=

{(
x
y

)
�
(
−1 −1
−1 −1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)}
=

{(
x
y

)
� x+ y = 0

}
Aśı pues, el autoespacio ker(I−A) es la recta vectorial x = −y. En ella, una base ortonor-
mal estará formada por un único vector normalizado, es decir, unitario o de longitud 1;
por ejemplo −→u2 =

(
1/
√

2,−1/
√

2
)
.

3. OBTENEMOS UNA BASE ORTONORMAL B′ = (−→u1,
−→u2), respecto de la cual, la matriz

A′ de la aplicación A, necesariamente va a ser DIAGONAL.

En concreto, la matriz de la aplicación A en la base B′, será la que tiene por columnas las

matrices de coordenadas en la base B′ de los vectores T (−→u1), T (−→u2), es decir

(
3 0
0 1

)
.



Esta matriz también puede obtenerse como C−1AC, siendo

C =

(
1/
√

2 1/
√

2

1/
√

2 −1/
√

2

)
,

que es la matriz del cambio de base. Como B′ es una base ORTONORMAL, la matriz C es
ORTOGONAL. Esto quiere decir que C satisface la condición CtC = CCt = I, con lo que
C−1 = Ct. Sabemos, de teoŕıa, que esto le pasa siempre a las matrices de los cambios entre
bases ortonormales. Además, en nuestro caso, C es simétrica, de forma que C−1 = C. En
definitiva

C−1AC =

(
1/
√

2 1/
√

2

1/
√

2 −1/
√

2

)(
2 1
1 2

)(
1/
√

2 1/
√

2

1/
√

2 −1/
√

2

)
=

1

2

(
1 1
1 −1

)(
2 1
1 2

)(
1 1
1 −1

)
=

1

2

(
3 3
1 −1

)(
1 1
1 −1

)
=

1

2

(
6 0
0 2

)
=

(
3 0
0 1

)

ii.

A

 x
y
z

 =

 y + z
x+ z
x+ y

 =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

 x
y
z

 .

La matriz, en la base canónica de R3, de la aplicación A, matriz a la que vamos a llamar también A,
es SIMÉTRICA, lo que equivale a decir que la aplicación lineal A es AUTOADJUNTA.

Para DIAGONALIZAR A EN UNA BASE ORTONORMAL, seguimos el mismo método sis-
temático del punto anterior. En concreto, hacemos, una tras otra, las tres tareas siguientes:

1. BUSCAMOS LOS AUTOVALORES DE A:

|λI − A| =

∣∣∣∣∣∣
λ −1 −1
−1 λ −1
−1 −1 λ

∣∣∣∣∣∣ =
col2−col3

∣∣∣∣∣∣
λ 0 −1
−1 λ+ 1 −1
−1 −1− λ λ

∣∣∣∣∣∣ =
fil2+fil3

∣∣∣∣∣∣
λ 0 −1
−2 0 −1 + λ
−1 −1− λ λ

∣∣∣∣∣∣
= (λ+ 1) {(λ− 1)λ− 2} = (λ+ 1)(λ2 − λ− 2) = (λ+ 1)(λ+ 1)(λ− 2) = (λ+ 1)2(λ− 2)

⇒ λ = −1, 2.

2. BUSCAMOS LOS AUTOVECTORES CORRESPONDIENTES A CADA UNO
DE LOS AUTOVALORES ENCONTRADOS EN EL PASO ANTERIOR:

• Para λ = −1 :

ker(−I − A) = ker

 −1 −1 −1
−1 −1 −1
−1 −1 −1

 =


 x

y
z

 � x+ y + z = 0

 = W−1,

un plano vectorial.



• Para λ = 2 :

ker(2I − A) = ker

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 −1

 =


 x

y
z

 � x = y = z

 = W2,

una recta vectorial.

En el plano W−1 tenemos, por ejemplo, la base ORTONORMAL formada por

−→v1 =
(

1/
√

2,−1/
√

2, 0
)

y −→v2 =
(

1/
√

6, 1/
√

6,−2/
√

6
)
.

Completamos con un vector unitario de W2; por ejemplo:

−→v3 =
(

1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3
)
.

De este modo

3. OBTENEMOS UNA BASE ORTONORMAL B′ = (−→v1 ,
−→v2 ,
−→v3), respecto de la cual, la

matriz A′ de la aplicación A, necesariamente va a ser DIAGONAL.

En concreto, la matriz de la aplicación A en la base B′, será la que tiene por columnas las
matrices de coordenadas en la base B′ de los vectores A(−→v1), A(−→v2), A(−→v3) es decir −1 0 0

0 −1 0
0 0 2

 .

Esta matriz también puede obtenerse como C−1AC, siendo

C =

 1/
√

2 1/
√

6 1/
√

3

−1/
√

2 1/
√

6 1/
√

3

0 −2/
√

6 1/
√

3

 =
1√
6

 √
3 1

√
2

−
√

3 1
√

2

0 −2
√

2


que es la matriz del cambio de base. Como B′ es una base ORTONORMAL, la matriz C es
ORTOGONAL. Esto quiere decir que C satisface la condición CtC = CCt = I, con lo que
C−1 = Ct. Sabemos, de teoŕıa, que esto le pasa siempre a las matrices de los cambios entre
bases ortonormales.

C−1AC = CtAC =
1

6

 √3 −
√

3 0
1 1 −2√
2

√
2
√

2

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

 √
3 1

√
2

−
√

3 1
√

2

0 −2
√

2


=

1

6

 −√3
√

3 0
−1 −1 2

2
√

2 2
√

2
√

2

 √
3 1

√
2

−
√

3 1
√

2

0 −2
√

2

 =

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 .


