Universidad Auténoma de Madrid Curso 2012-13

Grado en Matematicas

ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA

Hoja 2: Espacio vectorial euclideo Il.

Soluciones de los ejercicios 5y 6
5. Calcula la aplicacién adjunta de:
i. h(z,y,2)=(z+y+z,2+2y+ 22,2+ 2y + 32), con el producto escalar usual de R3.
ii. La aplicacion h(xy,z3) = (z1 + T2, 1 + 279) con el producto escalar de R? dado por

(w1, 22), (Y1,92))) = 21y + (21 + 22) (Y1 + ¥2)

Solucioén:

Si tenemos un producto escalar

(2, Y) — 2'Gy,
donde G € M,,«,, entonces
(h(?), 7) — (Hx)!Gy = 2'H'Gy y (7, h*(?)) — ' GH™y.

Se sigue que
GH*=H'G= H"=G'H'G.

En el apartado i.

T 1 11 T T 1 11 T
G=1 y hly |=[12 2 y |=hr |1y |=(12 2 Y
z 1 2 3 z z 1 2 3 z

Vemos que, en este caso, la aplicacion h es AUTOADJUNTA.

En el apartado ii.

¢ (( 2 ) : ( z; )) = (221+22)y1+(T1+22)ys = (201429, T142) ( z; ) = (21, 72) ( ? 1 > ( gyJ;
, o 2 1 T _ 1+ To . 11 T
A81queG—(1 1).Por0troladoh<x2)—(x1+2$2>—(1 2><x2),demodo

que H = ( 1 ; ) . Entonces

e (n)=erma(5) = ()
(5)=( ) (%)




6. Diagonalizar en una base ortonormal cada una de las siguientes aplicaciones demostrando en
primer lugar que son autoadjuntas:

i. A:R?* — R? dada por A(z,y) = 2z +y,2y + ).

ii. A:R3> — R?dada por A(z,y,2) = (y+ 2,2+ 2,7 +y).

Solucion:

()-(55)-(12)0)

La matriz, en la base canénica de R?, de la aplicacién A, matriz a la que vamos a llamar también A,
es SIMETRICA, lo que equivale a decir que la aplicacion lineal A es AUTOADJUNTA.
Para DTAGONALIZAR A EN UNA BASE ORTONORMAL, seguimos un método sisteméatico

que consta de los pasos siguientes

1. BUSCAMOS LOS AUTOVALORES DE A:

A—2 -1

- |2 ]

‘:(A—2)2—1:)\2—4/\+3:(A—B)(A—l):>>\:1,3.
2. BUSCAMOS LOS AUTOVECTORES CORRESPONDIENTES A CADA UNO
DE LOS AUTOVALORES ENCONTRADOS EN EL PASO ANTERIOR:
e Para A =3:

ker(37 — A)

e ) ={00) (a0 ) ()= ()3 =100 ) =m0}

Asi pues, el autoespacio ker(3/—A) es la recta vectorial x = y. En ella, una base ortonormal
estard formada por un unico vector normalizado, es decir, unitario o de longitud 1; por

ejemplo u = (1/\/5, 1/\/5) )

ker(I — A)
-1 -1 T -1 -1 T 0 T
(0 )0) (3 3) ) -GG ) oo}
Asi pues, el autoespacio ker(/ — A) es la recta vectorial x = —y. En ella, una base ortonor-

mal estard formada por un unico vector normalizado, es decir, unitario o de longitud 1;

por ejemplo uj = (1/\/5, —1/\/5) )

3. OBTENEMOS UNA BASE ORTONORMAL B’ = (uf, u}), respecto de la cual, la matriz
A’ de la aplicaciéon A, necesariamente va a ser DIAGONAL.

En concreto, la matriz de la aplicacién A en la base B’, serd la que tiene por columnas las

matrices de coordenadas en la base B de los vectores T'(uf), T(3), es decir ( g (1) > :



Esta matriz también puede obtenerse como C~tAC, siendo

o-(48 )

que es la matriz del cambio de base. Como B’ es una base ORTONORMAL, la matriz C' es
ORTOGONAL. Esto quiere decir que C' satisface la condicién C'C' = CC?* = I, con lo que
C~! = C'. Sabemos, de teoria, que esto le pasa siempre a las matrices de los cambios entre
bases ortonormales. Ademés, en nuestro caso, C' es simétrica, de forma que C~! = C. En

definitiva
e (R RV () (R )
S H0
S0 DG-00)
ii. . Y+ 2 011 x
Al y | = 2+2z =101 Y
e z+y 110 2

La matriz, en la base canénica de R?, de la aplicacién A, matriz a la que vamos a llamar también A,
es SIMETRICA, lo que equivale a decir que la aplicacion lineal A es AUTOADJUNTA.
Para DIAGONALIZAR A EN UNA BASE ORTONORMAL, seguimos el mismo método sis-

tematico del punto anterior. En concreto, hacemos, una tras otra, las tres tareas siguientes:

1. BUSCAMOS LOS AUTOVALORES DE A:

A -1 1 A0 —1 A0 ~1

IM—Al=| -1 X —1| = | -1 A+1 —1| = | -2 0 —1+2)

S T TN el R D WD W ol IS RS Y A
=A+D{A-DA =2 = QA+ DN = A=2)= A+ DA +1)(A=2)=A+1)*(A—2)
= A=-1,2.

2. BUSCAMOS LOS AUTOVECTORES CORRESPONDIENTES A CADA UNO
DE LOS AUTOVALORES ENCONTRADOS EN EL PASO ANTERIOR:

e Para A = —1:
-1 -1 -1 T
ker(—/ — A)=ker | -1 -1 —1 | = y | 2e+y+2=0,p=W_,
-1 -1 -1 z

un plano vectorial.



e Para A\ =2:

2 -1 -1 x
ker(2l —A)=ker | -1 2 -1 | = y | rx=y=2z2p =Wy
-1 -1 -1 z

una recta vectorial.
En el plano W_; tenemos, por ejemplo, la base ORTONORMAL formada por

W= (1/\/5, ~1/V3, o) y 0= (1/%6, 1/V/6, —2/\/6) .
Completamos con un vector unitario de Ws; por ejemplo:

w = (1/\/3,1/\/5,1/\6).

De este modo

. OBTENEMOS UNA BASE ORTONORMAL B = (W,@,@)), respecto de la cual, la
matriz A’ de la aplicacién A, necesariamente va a ser DIAGONAL.

En concreto, la matriz de la aplicaciéon A en la base B’, sera la que tiene por columnas las
matrices de coordenadas en la base B’ de los vectores A(v1), A(v3), A(v3) es decir

o o =
|
o~ o
N OO

Esta matriz también puede obtenerse como C~tAC, siendo

1/v2  1/v6 1/V3 ) V3 1 V2
C=| -1/v2 1/v6 1/V3 |=—4| —v3 1 V2
0 —2/v6 1/V3 V6 0 -2 V2

que es la matriz del cambio de base. Como B’ es una base ORTONORMAL, la matriz C' es
ORTOGONAL. Esto quiere decir que C satisface la condiciéon C*'C' = CC* = I, con lo que
C~! = C'. Sabemos, de teoria, que esto le pasa siempre a las matrices de los cambios entre
bases ortonormales.

1\/3—\/30 011 V31 V2
CrAC = CTAC = = 1 1 -2 1 01 V3 1 V2

6\/5\/5\/5(110) 0 -2 V2

L[ V3 V30 V3 1 V2 -1 00

= -1 -1 2 V3 1 V2 | = 0 -1 0

62\/52\/5\@)( 0 -2 V2 (0 0 2



