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ISOMETRIAS LINEALES EN DIMENSION 3.

Como preparacién para el estudio de las semejanzas en el espacio
afin, vamos a analizar primero las semejanzas lineales. Basta
considerar solamente las isometrias y luego multiplicar la matriz por la
constante. Suponemos que tenemos fijada de partida una base
ortonormal, y la orientacion correspondiente del espacio. Esto
equivale a pensar que V es R® con su base candnica.
Consideraremos una isometria lineal f : V — V, ala que le
corresponderd, en la base fijada, una matriz A. Queremos ver qué
posibilidades hay para Ay qué significado geométrico tienen para f.

e El caso simétrico (o autoadjunto) es el mas sencillo. Si A = A,
podemos cambiar la base ortonormal por otra (con la misma
orientacion), respecto de la cual la matriz de f es diagonal. Es
decir, podemos suponer que la matriz A es diagonal. En este
caso, " = 0y las posibilidades se resumen en el siguiente cuadro
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nt | n | tw(A) descripcion

310 3 A=1h, f=id

2 |1 1 simetria especular

1 2 | -1 simetria axial

0] 3 -3 | A= -k, f=—id simetriaen 0

Una simetria axial es una rotacién de angulo = con respecto al eje de
simetria.
Una rotacién de angulo 0 es la identidad.
e Caso no simétrico con determinante 1. (Rotaciones no
autoadjuntas)
Si A# Aty det(A) = 1, ftendra un autovalor real \; = =1y dos
autovalores no reales conjugados entre si As, \>. Entonces

1 =det(A) = A |A2|? = A\ =1 A dim(ker(f —id)) = 1.

Fijamos w con |w| = 1, tal que f(w) = w (hay dos opciones).
< w > es un subespacio bidimensional invariante por f. Asi es
que, si escogemos una base ortonormal (uy, Up) de < w >+,
tendremos una base ortonormal (w, uy, u») de todo el espacio V,

respecto a la cual, la matriz de f sera
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1 0 0
R@®)=| 0 cos(d) —sen(d) |, 0¢€]0,2x[\{n}.

0 sen(d) cos(0)
Vemos que tr(f) = tr(A) = 1 4+ 2cos(#), de forma que el coseno de ¢
queda totalmente determinado como
tr(A) — 1
—
El signo de sen(¢) depende de la base. En la base (w, up, uy) la matriz
de f es R(2w — 0). Para fijar el signo de sen(¢) hay que tener en
cuenta la orientacion original de V' y elegir una base con la misma
orientacion. Por ejemplo, entre las bases (w, uq, u2) y (w, Uo, Uq) s6lo
una de ellas sera admisible: la que tenga la misma orientacién que la
base de partida. Las bases (ortonormales) que podemos elegir son
las que tienen una matriz de cambio respecto a la base inicial con
determinante 1. Con este criterio para eleccién de la base, la matriz
R(0) de f que resulta, es siempre la misma. Decimos que f es una
rotacion de eje < w > y angulo 6 segun la orientacion del eje dada por

w. Al cambiar w cambia el siano de sen(). o sea. §‘cambia a 27 = 6.
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Para cada w € V, consideramos la aplicacién lineal

v e Vv

u — WAU

y llamamos M,, a su matriz respecto a la base ortonormal que
tenemos fijada. El producto vectorial que consideramos es con
respecto a la orientacién o dada por dicha base.

PROPOSICION
DEMOSTRACION
< Ew(u),x >=<wAu,x>= V,(w,u,x) =—Vy(w, x, u)
=—<UWAX>=<U,—Ey(x)>.

Se sigue que M!, = —M,,, o, en otras palabras M, + M}, = 0.
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PROPOSICION

Si, en la base ortonormal fijada, w tiene coordenadas (a, b, ¢),
entonces

0 —¢c b
M, = c 0 —-a
—b a o0

Demostracion. Si llamamos ey, &5, e3 a los vectores de la base
ortonormal de referencia, tendremos

a 1 e
Ev(er)=| b 0 e |=ce— bes.
c 0 e
0 e
Ev(e)=| b 1 e |=—cey + aes.
c €3
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Ew(es) =

00 0
Me1 = O O — .
0 1 0
Podemos escribir

R(6) = cos(6)(/ — diag(1,0,0)) + sen(8)Me, + diag(1,0,0).

Se sigue que, si llamamos 7, a la proyeccion ortogonal sobre la recta
vectorial < w >, la rotacion f de eje < w >y angulo 6 se escribe como

—- O O
N3

O oo
o

&

En particular

f = cos(0)(id — mw) + sen(0)Ey + mw
Por otra parte
f* = cos(#)(id — mw) — sen(0)Ew + mw,

de modo que
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f—f=2sen(0)Ey, y sen(0)My = %(A — Ah.

Como M_, = —M,,, vemos que, al cambiar la orientacion de w,
cambia el signo de sen(), es decir, el angulo de la rotacién pasa a ser
2 — 6.

e Caso no simétrico con determinante —1 (Antirrotaciones)
Ahora tenemos A # Al y det(A) = —1. Podemos aplicar el punto
anterior a —A, ya que det(—A) = (—1)3det(A) = 1.
dim(ker(f +id)) = 1. Elegimos w € V con |w| = 1 tal que
f(w) = —w. Si (w, uy, Up) es una base ortonormal de < w >+, de
modo que (w, uy, Uo) tiene la orientacion prefijada en V, la matriz
de f respecto a la base ortonormal (w, uy, Uo) sera
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—1 0 0

0 cos(f) —sen(d) ) = R(A)K = KR(0),
0 sen(f)  cos(9)

donde K = diag(—1,1,1), 6 €]0, 7[\{=}.

f es una rotacién de eje < w > seguida de una simetria respecto al

plano lineal ortogonal a eje de simetria. Decimos que f es una

antirrotacion (o simetria especular girada) de eje < w >y angulo 6

respecto de la orientacién de su eje dada por w.

f =cos(0)(id — mw) +sen(0)Ey — mw
f* = cos(0)(id — my) — sen(0)Ew — mw
1

f— " =2sen(0)Ew, y sen(0)My = 5(A— AD).
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