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Hoja 4: Espacio vectorial eucĺıdeo IV. Formas cuadráticas

Espacio vectorial eucĺıdeo IV: Aplicaciones autoadjuntas.

1. Consideramos el espacio vectorial R3 con el producto escalar usual, y en él el endomorfismo h, claramente
autoajunto, dado por:

h

 x
y
z

 =

 1 −1 1
−1 1 1

1 1 1

 x
y
z

 .

(a) Calcula los autovalores de h. Comprueba que son dos: λ, con autoespacio bidimensional, y µ, con
autoespacio unidimensional; ambos reales.

(b) Demuestra que todas las bases {v1,v2,v3} de R3 en las que la matriz de h sea diag(λ, λ, µ) cumplen
que v1 y v2 son ambos ortogonales a v3. Da un ejemplo concreto de una tal base en la que v1 no sea
ortogonal a v2.

(c) Da una base de R3 que śı sea ortogonal y en la cual la matriz de h sea diag(λ, λ, µ).

(d) Da una base ortonormal de R3 que diagonalize h.

2. De nuevo con el producto escalar usual en R3, consideramos el endomorfismo:

L

 x
y
z

 =

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 x
y
z

 ,

que es claramente autoadjunto.

(a) Calcula los autovalores de L. Comprueba que los autoespacios son tres rectas, ortogonales dos a dos.

(b) Deduce que todas las bases que diagonalizan L son ortogonales. Entre esas bases, da expĺıcitamente
una que sea además ortonormal.

Espacio vectorial eucĺıdeo IV: Aplicaciones ortogonales o isometŕıas.

3. Prueba que la aplicaciones A : R3 −→ R3 cuya matriz en la base canónica de R3 está dada por

a)
1

3

 2 −2 −1
1 2 −2
2 1 2

 b)
1

3

 −1 −2 2
2 1 2
2 −2 −1


son isometŕıas. Identifica cada una de ellas indicando sus caracteŕısticas principales.

Formas cuadráticas.

4. Halla, completando cuadrados, una forma canónica de cada una de las siguientes formas cuadráticas
definidas en R3:

a) 3x2 + 2y2 + z2 − 6xy + 4xz , b) xy + 2xz .

5. Para cada una de las formas cuadráticas siguientes, definidas en R3, halla una base ortonormal que la
reduzca a su forma canónica y escribe esta forma canónica, indicando las ecuaciones del cambio de base:

a) 6x2 + 5y2 + 7z2 − 4xy + 4xz , b) x2 + y2 − 2xz + 2yz .



6. Determinar los valores de β para los que la forma cuadrática en R4 dada por βx2+2xy+βy2+βz2+2zt+βt2

es definida negativa.

7. Determinar los valores del parámetro real a para los cuales la forma cuadrática cuya matriz con respecto
a la base canónica es  2 0 a

0 a 0
a 0 1


define un producto escalar en R3 .


