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Hoja 2: Espacio vectorial eucĺıdeo II.

Ejercicios para la clase de prácticas

1. Calcula el complemento ortogonal del subespacio

W = {−→x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x1 + x2 + x3 + x4 = 0, 2x1 − x2 = 0} ,

cuando se considera en R4 el producto escalar usual.

2. Calcula el complemento ortogonal de la recta L := {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 = x2 = x3} respecto al
producto escalar

φ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = x1y1 + (x1 + x2)(y1 + y2) + (x1 + x2 + x3)(y1 + y2 + y3)

y respecto al producto escalar usual.

3. Calcula la proyección sobre la recta vectorial V1 dada por las ecuaciones {x + y + z = 0, x − y = 0}
en la dirección del plano vectorial V2 generado por los vectores −→w1 = (1, 0, 1) y −→w2 = (1, 1, 0)). Escribe la
proyeccion sobre el plano V2 en la dirección de la recta V1.

4. En R4 con el producto escalar usual, determina las ecuaciones de la proyección ortogonal sobre el
subespacio vectorial generado por los vectores (1, 1,−1, 0) y (0, 0, 2, 1).

5. Calcula la aplicación adjunta de:
i. h(x, y, z) = (x+ y + z, x+ 2y + 2z, x+ 2y + 3z), con el producto escalar usual de R3.
ii. La aplicación h(x1, x2) = (x1 + x2, x1 + 2x2) con el producto escalar de R2 dado por

φ((x1, x2), (y1, y2))) = x1y1 + (x1 + x2)(y1 + y2)

6. Diagonalizar en una base ortonormal cada una de las siguientes aplicaciones demostrando en primer
lugar que son autoadjuntas:

i. A : R2 −→ R2 dada por A(x, y) = (2x+ y, 2y + x).
ii. A : R3 −→ R3 dada por A(x, y, z) = (y + z, x+ z, x+ y).

Ejercicios adicionales

7. En R3, encuentra un producto escalar para el que el complemento ortogonal del plano x = 0 sea la recta
x = y, z = 0.

8. En R3, se considera el producto escalar con matriz (en una base B = {w1, w2, w3}): 1 1 0
1 2 2
0 2 5

 .

i. Calcula una base ortonormal {u1, u2, u3}.
ii. Calcula la proyección ortogonal del vector con coordenadas (1, 1, 1)B sobre el plano y + z = 0.
iii. Calcula el subespacio ortogonal al vector con coordenadas (2, 0, 1) respecto a la base {u1, u2, u3}.



9. Sean E un espacio eucĺıdeo y F1, F2 dos subespacios vectoriales de E. Demuestra que (F1 + F2)
⊥ =

F⊥1 ∩ F⊥2 y que (F1 ∩ F2)
⊥ = F⊥1 + F⊥2 .

10. Sea f : R2 → R2 la aplicación lineal cuya matriz en una base ortonormal B es:(
α β
β 1− α

)
.

Demuestra que f es una proyección ortogonal sobre la recta ax + by = 0, donde α = b2/(a2 + b2) y
β = −ab/(a2 + b2).

11. Dado un número natural n, definimos Vn = {p(x) ∈ R[x] : grado(p(x)) ≤ n}. En Vn × Vn, se define la
aplicación φ:

φ(p(x), q(x)) =

∫ 1

−1
p(x)q(x)dx.

que sabemos que es un producto escalar por el ejercicio 13 de la Hoja 1. Demuestra que la aplicación
A : Vn −→ Vn dada por A(p(x)) = xp(x)′ − (xp(x))′ es autoadjunta.

12. Sean −→u1 = (1, 1, 0), −→u2 = (1, 0, 1), −→u3 = (1, 2, 0), los vectores de una base de R3. Considerando el
producto escalar usual en R3 estudia si la aplicación A es autoadjunta cuando su matriz asociada en la base
{−→u1,−→u1,−→u1} es  −4 −5 −6

4 2 7
3 5 4

 .

13. Sea T una aplicación lineal de un espacio euclideo en si mismo. Demostrar que Ker(T ∗) = [Img(T )]⊥

e Img(T ∗) = [Ker(T )]⊥.


