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MATRIZ DE UN ENDOMORFISMO

Sea T : V — V un endomorfismo (o sea, aplig';lci_(zn Iinea_lg del
espacio vectorial n—dimensional V. Sea B = (ey, ez, - - , €p) una base
de V, que vemos como una matriz 1 x n de vectores de V. Entonces

T(B) = (T(&}), T(&),-- . T(en)) = BA,

donde A es una matriz n x n de escalares, cuyas columnas son las
Iisti§ de cgordenadaien la base B de los vectores

T(e1 )7 T(eQ)v Ty T(en).

DEFINICION:

A se dice que es la matriz de T en la base B o respecto a la base B.
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. QUE PASA SI CAMBIAMOS DE BASE?

Consideremos una nueva base B’. Si llamamos B a la matrizde T
respecto a la base B’, tendremos, como antes

T(B')=BB.
Se plantea la siguiente

PREGUNTA:
¢ Qué relacion hay entre Ay B?

La respuesta depende, por supuesto, de la relacién que hay entre By
B’, que vendra dada por una matriz n x n de escalares C, tal que
B = BC.

DEFINICION

A la matriz C le llamaremos matriz del cambio de base de B a 5'.
Algunos autores utilizan la notacién C = Mg_, 5.
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Se cumple
B=C'AC.
BAC = T(B)C = T(BC)=T(B')=B'B=BCB

— AC=CB— B=C'AC.




MATRIZ DE UNA FORMA BILINEAL

Seayp:VxV—Runa forma blllneal en el R—espacio vectorial
n—dimensional V. Sea B = (e1 ez, . e,,) una base de V, que vemos
como una matriz 1 x n de vectores de V. Entonces

p(U, V) = (Bx, By) = p(x'B', By) = x'o(B', B)y = x'Gy,

donde G es una matriz n x n de escalares que tiene, en lafila iy la
columna j, el elemento g; = (e,, e,)

DEFINICION:

A la matriz G se le llama matriz (de Gram) de la forma bilineal en (o
respecto a) la base B.

PROPOSICION:

La forma bilineal ¢ es simétrica si y sélo si, G es simétrica, es decir, si
y sblosi G= G
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DEMOSTRACION:
Si G es simétrica, sera g; = cp(E}, E?) = @(3, E}) = g;i de modo que
G=G
Reciprocamente, si G = G, se tendra vﬁ, Ve V,
o(U, V) =x'Gy = (x'Gy)' = y'G'x = y'Gx = o(V, V).

Asi pues, ¢ es simétrica.

PROPOSICION:

e La base B es ortogonal respecto a ¢ si y s6lo si G es una matriz
diagonal.

e La base B es ortonormal respecto a ¢ siy sélo si G = /, |la matriz
identidad.
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. QUE PASA SI CAMBIAMOS DE BASE?

Si consideramos una nueva base B’ = BC, la matriz de Gram de ¢ en
la nueva base sera

G = ¢(B",B") = p(C'B', BC) = Cly(B!,B)C = C'GC.

PROPOSICION:

e El cambio C nos lleva de la base B a una base ortogonal si y sélo
si la matriz C!GC es diagonal y nos lleva a una base ortonormal si
y solo si C!GC = |.

e En particular, un cambio C de base ortonormal a base ortonormal
se caracteriza por la propiedad C!C = /, que equivale a C~' = C!
y se expresa diciendo que C es una matriz ortogonal.

La forma practica de ver que una matriz es ortogonal es asegurarse
de que sus columnas son vectores ortonormales de R" con el
producto escalar usual.
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ADJUNTO DE UN ENDOMORFISMO

DEFINICION:

Dado un endomorfismo T : V — V de un espacio vectorial euclideo
V, cuyo producto escalar denotamos por ¢, definimos el adjunto de T
como el unico endomorfismo T*: V — V que satisface

o(T(), V) = (U, T*(V)).

Tomemos ahora una base B de V y, supongamos que las matrices de

¢, Ty T* enla base B son, respectivamente G, Ay A*. Entonces,
tenemos

XIAGy = o(T(U), V) = o(U, T*(V)) = x!GA*y
= AlG=GA = A =G 'AG.
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ENDOMORFISMOS AUTOADJUNTOS.

DEFINICION

Se dice que T es autoadjunto siy sélo si T = T*. En términos de
matrices, esto equivale a que sea A= G 'A!GYy, en el caso de que la

base B sea ortonormal, a que se tenga A = A!, es decir, a que la
matriz A sea simétrica.
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DESCOMPOSICION ESPECTRAL

TEOREMA ESPECTRAL PARA ENDOMORFISMOS AUTOADJUNTOS:

Sea T : V — V un endomorfismo autoadjunto en un R—espacio
vectorial euclideo n—dimensional. Entonces

e Los autovalores A\, Mo, - -+ , A\, son nimeros reales.
e Sidesignamos por W, el autoespacio correspondiente al autovalor
Aj, es decir

Wi = ker(T — \jl),

se cumple que los subespacios W, son ortogonales dos a dos.
e Ademas,

,
V=P w,.
j=1
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COROLARIO

Existe una base ortonormal B’ respecto de la cual, la matriz del
endomorfismo autoadjunto T es una matriz diagonal. Mas
concretamente, una matriz fuera de cuya diagonal principal sélo hay
ceros y en cuya diagonal principal aparecen los autovalores ), cada
uno tantas veces como indique su multiplicidad, que coincide con la
dimension de W,.

DEMOSTRACION:
Todo lo que hay que hacer es poner juntas bases ortonormales de
todos los autoespacios W;, j=1,--- r.
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DIAGONALIZACION DE MATRICES SIMETRICAS

COROLARIO:

Si A es una matriz simétrica n x n, sus autovalores son reales y existe
una matriz ortogonal C tal que C!AC = B es una matriz diagonal
formada por los autovalores. En otras palabras

A = CBC!

con B diagonal formada por los autovalores repetido cada uno tantas
veces como indique su multiplicidad.

JOSE GARCIA-CUERVA (U.A.M.) ALG GM-2012-2013 11 DE FEBRERO DE 2013 13/13



	Matrices de un endomorfismo
	Matrices de una forma bilineal
	Endomorfismos autoadjuntos. Teorema espectral

