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MATRIZ DE UN ENDOMORFISMO

Sea T : V −→ V un endomorfismo (o sea, aplicación lineal) del
espacio vectorial n−dimensional V . Sea B = (

−→e1,
−→e2, · · · ,

−→en) una base
de V , que vemos como una matriz 1× n de vectores de V . Entonces

T (B) = (T (
−→e1),T (

−→e2), · · · ,T (
−→en)) = BA,

donde A es una matriz n × n de escalares, cuyas columnas son las
listas de coordenadas en la base B de los vectores
T (
−→e1),T (

−→e2), · · · ,T (
−→en).

DEFINICIÓN:
A se dice que es la matriz de T en la base B o respecto a la base B.
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¿QUÉ PASA SI CAMBIAMOS DE BASE?

Consideremos una nueva base B′. Si llamamos B a la matriz de T
respecto a la base B′, tendremos, como antes

T (B′) = B′B.

Se plantea la siguiente

PREGUNTA:
¿Qué relación hay entre A y B?

La respuesta depende, por supuesto, de la relación que hay entre B y
B′, que vendrá dada por una matriz n × n de escalares C, tal que
B′ = BC.

DEFINICIÓN

A la matriz C le llamaremos matriz del cambio de base de B a B′.
Algunos autores utilizan la notación C = MB→B′ .
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PROPOSICIÓN:
Se cumple

B = C−1AC.

DEMOSTRACIÓN:

BAC = T (B)C = T (BC) = T (B′) = B′B = BCB

=⇒ AC = CB =⇒ B = C−1AC.
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MATRIZ DE UNA FORMA BILINEAL

Sea ϕ : V × V −→ R una forma bilineal en el R−espacio vectorial
n−dimensional V . Sea B = (

−→e1,
−→e2, · · · ,

−→en) una base de V , que vemos
como una matriz 1× n de vectores de V . Entonces

ϕ(
−→u ,−→v ) = ϕ(Bx ,By) = ϕ(x tBt ,By) = x tϕ(Bt ,B)y = x tGy ,

donde G es una matriz n × n de escalares, que tiene, en la fila i y la
columna j , el elemento gij = ϕ(

−→ei ,
−→ej ).

DEFINICIÓN:
A la matriz G se le llama matriz (de Gram) de la forma bilineal en (o
respecto a) la base B.

PROPOSICIÓN:
La forma bilineal ϕ es simétrica si y sólo si, G es simétrica, es decir, si
y sólo si G = Gt .
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DEMOSTRACIÓN:
Si G es simétrica, será gji = ϕ(

−→ej ,
−→ei ) = ϕ(

−→ei ,
−→ej ) = gij ; de modo que

G = Gt .
Recíprocamente, si G = Gt , se tendrá ∀−→u ,−→v ∈ V ,

ϕ(
−→u ,−→v ) = x tGy = (x tGy)t = y tGtx = y tGx = ϕ(

−→v ,−→u ).

Así pues, ϕ es simétrica.

PROPOSICIÓN:
La base B es ortogonal respecto a ϕ si y sólo si G es una matriz
diagonal.
La base B es ortonormal respecto a ϕ si y sólo si G = I, la matriz
identidad.
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¿QUÉ PASA SI CAMBIAMOS DE BASE?

Si consideramos una nueva base B′ = BC, la matriz de Gram de ϕ en
la nueva base será

G′ = ϕ(B′t ,B′) = ϕ(CtBt ,BC) = Ctϕ(Bt ,B)C = CtGC.

PROPOSICIÓN:
El cambio C nos lleva de la base B a una base ortogonal si y sólo
si la matriz CtGC es diagonal y nos lleva a una base ortonormal si
y sólo si CtGC = I.
En particular, un cambio C de base ortonormal a base ortonormal
se caracteriza por la propiedad CtC = I, que equivale a C−1 = Ct

y se expresa diciendo que C es una matriz ortogonal.

La forma práctica de ver que una matriz es ortogonal es asegurarse
de que sus columnas son vectores ortonormales de Rn con el
producto escalar usual.
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ADJUNTO DE UN ENDOMORFISMO

DEFINICIÓN:
Dado un endomorfismo T : V −→ V de un espacio vectorial euclídeo
V , cuyo producto escalar denotamos por ϕ, definimos el adjunto de T
como el único endomorfismo T ? : V −→ V que satisface

ϕ(T (
−→u ),
−→v ) = ϕ(

−→u ,T ?(
−→v )).

Tomemos ahora una base B de V y, supongamos que las matrices de
ϕ,T y T ? en la base B son, respectivamente G,A y A?. Entonces,
tenemos

x tAtGy = ϕ(T (
−→u ),
−→v ) = ϕ(

−→u ,T ?(
−→v )) = x tGA?y

⇒ AtG = GA? ⇒ A? = G−1AtG.
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ENDOMORFISMOS AUTOADJUNTOS.

DEFINICIÓN

Se dice que T es autoadjunto si y sólo si T = T ?. En términos de
matrices, esto equivale a que sea A = G−1AtG y, en el caso de que la
base B sea ortonormal, a que se tenga A = At , es decir, a que la
matriz A sea simétrica.
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DESCOMPOSICIÓN ESPECTRAL

TEOREMA ESPECTRAL PARA ENDOMORFISMOS AUTOADJUNTOS:
Sea T : V −→ V un endomorfismo autoadjunto en un R−espacio
vectorial euclídeo n−dimensional. Entonces

Los autovalores λ1, λ2, · · · , λr son números reales.
Si designamos por Wj el autoespacio correspondiente al autovalor
λj , es decir

Wj = ker(T − λj I),

se cumple que los subespacios Wj son ortogonales dos a dos.
Además,

V =
r⊕

j=1

Wj .

JOSÉ GARCÍA-CUERVA (U.A.M.) ALG GM-2012-2013 11 DE FEBRERO DE 2013 11 / 13



COROLARIO

Existe una base ortonormal B′ respecto de la cual, la matriz del
endomorfismo autoadjunto T es una matriz diagonal. Más
concretamente, una matriz fuera de cuya diagonal principal sólo hay
ceros y en cuya diagonal principal aparecen los autovalores λj , cada
uno tantas veces como indique su multiplicidad, que coincide con la
dimensión de Wj .

DEMOSTRACIÓN:
Todo lo que hay que hacer es poner juntas bases ortonormales de
todos los autoespacios Wj , j = 1, · · · , r .
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DIAGONALIZACIÓN DE MATRICES SIMÉTRICAS

COROLARIO:
Si A es una matriz simétrica n × n, sus autovalores son reales y existe
una matriz ortogonal C tal que CtAC = B es una matriz diagonal
formada por los autovalores. En otras palabras

A = CBCt

con B diagonal formada por los autovalores repetido cada uno tantas
veces como indique su multiplicidad.
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