5. ANALISIS MATEMATICO // 5.4. INTEGRACION.

Eugenio Hernandez

COMPLEMENTOS PARA LA FORMACION DISCIPLINAR
EN MATEMATICAS
Curso 2010-2011

Eugenio Hernandez 5.4. Integracion






5.4.1. El area de un circulo mediante aproximacion
por poligonos regulares.

El area de un circulo puede aproximarse por el area de
poligonos regulares inscritos en él, cada uno de los cuales se
obtiene del anterior duplicando el nimero de lados. Si el
circulo tiene radio 1 su area es 7 y estamos obteniendo
aproximaciones del numero .
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poligonos regulares inscritos en él, cada uno de los cuales se
obtiene del anterior duplicando el nimero de lados. Si el
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circunferencia de radio 1 es : Ag = 212 ~ 2/828428.

Eugenio Hernandez 5.4. Integracion



5.4.1. El area de un circulo mediante aproximacion
por poligonos regulares.

El area de un circulo puede aproximarse por el area de
poligonos regulares inscritos en él, cada uno de los cuales se
obtiene del anterior duplicando el nimero de lados. Si el
circulo tiene radio 1 su area es 7 y estamos obteniendo
aproximaciones del numero .

El area de un cuadrado inscrito en una circunferencia de
radioles:A;, =2

El area de un octogono regular inscrito en una
circunferencia de radio 1 es : Ag = 212 ~ 2/828428.

Ejercicio 1. Sea ¢, el lado de un poligono regular de n lados
inscrito en un circunferencia de radio 1. Demuestra que ¢,

satisface
lop=1/2— \/4— 12,
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Ejercicio 2. Si a, es la apotema de un poligono regular de n
lados , demuestra que

Aznzz"1\/2—\/2+\/2+---+\@a2n

donde en esta férmula se han tomado n — 1 raices cuadradas.
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Ejercicio 2. Si a, es la apotema de un poligono regular de n
lados , demuestra que

Aznzz"1\/2—\/2+\/2+---+\@a2n

donde en esta férmula se han tomado n — 1 raices cuadradas.

Como el limite de las apotemas cuando n tiende a infinito es 1
(el radio del circulo) se tiene

T = liMpsoeAon = My, 2™ \/2 - \/2 24+ v2.
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Ejercicio 2. Si a, es la apotema de un poligono regular de n
lados , demuestra que

Aznzz"1\/2—\/2+\/2+---+\@a2n

donde en esta férmula se han tomado n — 1 raices cuadradas.
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Ejercicio 2. Si a, es la apotema de un poligono regular de n
lados , demuestra que

Aznzz"1\/2—\/2+\/2+---+\@a2n

donde en esta férmula se han tomado n — 1 raices cuadradas.

Como el limite de las apotemas cuando n tiende a infinito es 1
(el radio del circulo) se tiene

T = liMpsoeAon = My, 2™ \/2 - \/2 24+ v2.

Con 16 lados: A,: ~ 3/12144516
Con 2048 lados: A1 ~ 3141694464
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5.4.2. La integral como medida de areas,
longitudes y volumenes.

La definicién de integral se hace con un procedimiento de
aproximacion similar al usado para calcular el &rea de un
circulo, pero sustituyendo poligonos por rectangulos.

Eugenio Hernandez 5.4. Integracion



5.4.2. La integral como medida de areas,
longitudes y volumenes.

La definicién de integral se hace con un procedimiento de
aproximacion similar al usado para calcular el &rea de un
circulo, pero sustituyendo poligonos por rectangulos.

Dada un funcién f acotada en un intervalo cerrado [a, b], para
una particibn P={a=xp < X1 < Xo < --- < Xp_1 < Xp = b}
del intervalo [a, b], se definen las sumas inferiores y las sumas
superiores de Riemann mediante:

S(f.P)=> _mi(xi —xi—1) 'y S(f,P)=> M(x1 — Xi-1).
i— e
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DEFINICION DE INTEGRAL

Se dice que una funcién acotada es integrable en [a, b] si se
cumple que suppcy S(f, P) = infpey S(f, P) y este numero
comun se escribe fab f(x)dx .
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DEFINICION DE INTEGRAL

Se dice que una funcién acotada es integrable en [a, b] si se
cumple que suppcy S(f, P) = infpey S(f, P) y este numero
comun se escribe fab f(x)dx .

NOTA: Si f es integrable en [a, b] se tiene que

b n
/ f(x)ax = limg(py0 Y F(C)(X — Xi—1),
a i=1

para cualquiera que sea la eleccion de ¢; € [x;_1, Xj] .
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DEFINICION DE INTEGRAL

Se dice que una funcién acotada es integrable en [a, b] si se
cumple que suppcy S(f, P) = infpey S(f, P) y este numero
comun se escribe fab f(x)dx .

NOTA: Si f es integrable en [a, b] se tiene que
b n
/ f(x)ax = limgp)o Y F(C)(Xi — Xi1),
a i=1

para cualquiera que sea la eleccion de ¢; € [x;_1, Xj] .

TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES
Si f es continua en [a, b, existe ¢ € [a, b] tal que

/  H0)dx = f(e)(b— a).
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LONGITUD DE UNA CURVA.
La longitud de una curva puede
aproximarse por la longitud de una linea
quebrada que une los puntos (Xx;_1, f(Xj_1)
y (x;, f(xi), i=1,2,...,n.
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LONGITUD DE UNA CURVA.
La longitud de una curva puede
aproximarse por la longitud de una linea
quebrada que une los puntos (Xx;_1, f(Xj_1) e o] |
y (x;, f(x;), i=1,2,...,n. Lalongitud de 7

esta linea quebrada es: ol ax u m = x
n

z¢ = X2+ (F06) = FO 12 = 3 (6—xi )/ 1+ [F(e)]?,
i=1

con ¢; € [x;_1, Xj], por el Teorema del valor medio.
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LONGITUD DE UNA CURVA.
La longitud de una curva puede Y,
aproximarse por la longitud de una linea
quebrada que une los puntos (Xx;_1, f(Xj_1) e ;
y (x;, f(x;), i=1,2,...,n. Lalongitud de NI 7

esta linea quebrada es: of P NERE TR -
n n

S 06— X2 + (F(x) — F(xi1)2 = 3 (x—xi- )y /1 + ()2,
i=1 i=1

con ¢; € [x;_1, Xj], por el Teorema del valor medio.

LONGITUD DE UNA CURVA DERIVABLE

L(f [a b]) = /ab J1 + [7(x)Rdx .
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LONGITUD DE UNA CURVA.
La longitud de una curva puede
aproximarse por la longitud de una linea
quebrada que une los puntos (xj_+, f(xi_4) A | : |
y (x;, f(x;), i=1,2,...,n. Lalongitud de y I

esta linea quebrada es: R =gl

n

> \/(Xi = Xi-1)2 + (f(xi) — f(xi-1)2 = Y _(x=x-1)/1 + [F ()2,
i=1

i=1

con ¢; € [x;_1, Xj], por el Teorema del valor medio.

LONGITUD DE UNA CURVA DERIVABLE

L(f [a b]) = /: J1 + [7(x)Rdx .

Ejercicio 3. Las ecuaciones paramétricas de una cicloide son
x(t) = R(t —sent), y(t) = R(1 — cos t). Halla la longitud del
arco de cicloide entre los puntos A= (0,0) y B = (27R,0).
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VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION.

Por el principio de Cavalieri

V(:[a,b]) = = /a I Pox
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VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION.

Por el principio de Cavalieri

V(f:[a b]) = = /a lf0Rdx.

SUPERFICIE LATERAL DE UN SOLIDO DE REVOLUCION.

b
SL(: [a,b]) = 2r / F0)\/1 + [F(x)Rdx J

a
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VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION.

Por el principio de Cavalieri

V(f:[a b]) = = /a lf0Rdx.

SUPERFICIE LATERAL DE UN SOLIDO DE REVOLUCION.

b
SL(: [a,b]) = 2r / F0)\/1 + [F(x)Rdx

a

Ejercicio 4. Prueba que el volumen del sélido de revolucién
generado por la gréficade y = 1/x en [1, o00) es finito, pero su
superficie lateral no es finita.
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5.4.3. Calculo aproximado de la integral.

La regla del trapecio.
Si I(f) = fab f(x)dx no puede calcularse
mediante primitivas o con reglas de
integracion, una solucion es buscar una
aproximacioén. Con la aproximacion lineal

de la figura se obtiene la regla del
trapecio: Ty(f) = (b — a)w.
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5.4.3. Calculo aproximado de la integral.

La regla del trapecio.
Si I(f) = f: f(x)dx no puede calcularse
mediante primitivas o con reglas de
integracion, una solucion es buscar una
aproximacioén. Con la aproximacion lineal
de la figura se obtiene la regla del
trapecio: T;(f) = (b— a)w.

Si el intervalo [a, b] se divide en n subintervalos iguales cada
uno de longitud h = (b — a)/n se consigue la regla del
trapecio:

To(f) = ALRF(30) + F(30) + -+ Fxn—1) + 3 7(x)]

conx;=a+jh,j=0,1,2,...,n.
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5.4.3. Calculo aproximado de la integral.

La regla del trapecio.
SiI(f f f(x)dx no puede calcularse
med|ante primitivas o con reglas de
integracion, una solucion es buscar una
aproximacioén. Con la aproximacion lineal
de la figura se obtiene la regla del
trapecio: T;(f) = (b— a)w.

Si el intervalo [a, b] se divide en n subintervalos iguales cada
uno de longitud h = (b — a)/n se consigue la regla del
trapecio:

To(f) = ALRF(30) + F(30) + -+ Fxn—1) + 3 7(x)]

conx;=a+jh,j=0,1,2,...,n

Si f € C2([a, b)), |I(f) — Ta(F)] = E&=2"(c,) con ¢, € [a, b]. J
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La regla de Simpson (Thomas Simpson, 1710-1761).
Con una aproximacion cuadratica como en i
la figura se obtiene la regla del Simpson:

(b—a) a+b

So(f) = —5—[f(a) + 4f(=5—) + f(b)].
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La regla de Simpson (Thomas Slmpson 1710- 1761)
Con una aproximacion cuadratica como en
la figura se obtiene la regla del Simpson:

(b a) a+b

Sa(f) = [f(a) + 41(

) +f(b)].

Si el intervalo [a, b] se divide en 2n subintervalos iguales cada
uno de longitud h = (b — a)/2n se consigue la regla de
Simpson:

Sgn(f) = g[f(X0)+4f(X1 )—|-2f(X2)+4f(X3)—|— . -+4f(X2n_1 )+f(Xn))]

conx;=a+jhj=0,1,2,...,2n.
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La regla de Simpson (Thomas Slmpson 1710- 1761)
Con una aproximacion cuadratica como en
la figura se obtiene la regla del Simpson:

(b a) a+b

Sa(f) = [f(a) + 41(

) +f(b)].

Si el intervalo [a, b] se divide en 2n subintervalos iguales cada
uno de longitud h = (b — a)/2n se consigue la regla de
Simpson:

Sgn(f) = g[f(X0)+4f(X1 )—|-2f(X2)—‘r4f(X3)—|— . -+4f(X2n_1 )+f(Xn))]

conx;=a+jhj=0,1,2,...,2n.
ERROR

Si f e C*([a, b)), |I(f) — Sanl(f)| = 24852 £4)(c,) con c, € [a, b].
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5.4.4. El descubrimiento de Newton y Leibniz: el
teorema fundamental del calculo.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si f es continua en [a, b], la funcién integral F(x) = [ f(t)dt es
derivable en (a, b) y su derivada es F'(x) = f(x).
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5.4.4. El descubrimiento de Newton y Leibniz: el
teorema fundamental del calculo.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si f es continua en [a, b], la funcién integral F(x) = f; f(t)dt es
derivable en (a, b) y su derivada es F'(x) = f(x).

v

REGLA DE BARROW
Si f es continua en [a, b] y G( ) es una primitiva de f (es decir
G'(x) = f(x)) se tiene fa x)dx = G(b) — G(a).
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5.4.4. El descubrimiento de Newton y Leibniz: el
teorema fundamental del calculo.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si f es continua en [a, b], la funcién integral F(x) = f; f(t)dt es
derivable en (a, b) y su derivada es F'(x) = f(x).

v

REGLA DE BARROW
Si f es continua en [a, b] y G( ) es una primitiva de f (es decir
G'(x) = f(x)) se tiene fa x)dx = G(b) — G(a) .

CAMBIO DE VARIABLE EN LA INTEGRAL

Sifygson derlvables a partir de la regla de la cadena se
demuestra que f f(g(x))g'(x)dx = fgg((ab)) f(u)du, lo que se
interpreta como la sustitucion u = g(x), du = g’(x)dx .
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INTEGRACION POR PARTES

Si f y g son derivables, a partir de la derivada de un producto
se demuestra que

b b
/a )9 (x)dx = [F(x)g(x)]5 - / () (x)dx.
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INTEGRACION POR PARTES

Si f y g son derivables, a partir de la derivada de un producto
se demuestra que

b b
/a )9 (x)dx = [F(x)g(x)]5 - / () (x)dx.

Ejercicio 5. Calcula | = [ xIn(1 + x?)dXx.
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INTEGRACION POR PARTES

Si fy g son derivables, a partir de la derivada de un producto
se demuestra que

b b
| 1009 Godk = [H)g00ls ~ | g0r (o

Ejercicio 5. Calcula | = [ xIn(1 + x?)dXx.

Ejercicio 6. Dada la funcion f(x) = [ W x € R estudia

las asintotas y la monotonia de f Dibuja aproximadamente la
gréfica de f. (Oposicién Castilla y Leén, 2002)
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