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5.1.1. Las magnitudes variables: funciones.

F El concepto de fórmula en la que aparecen magnitudes
conectadas que van variando conjuntamente aparece en los
trabajos de Galileo (siglos XVI y XVII) sobre el movimiento de
los cuerpos.

F El concepto de función invade no solo la matemática sino
también otras muchas ciencias: biológicas, quimicas y, mucho
mas frecuentemente, físicas.

Ejemplos.
1. El espacio que recorre un objeto que cae libremente en el
vacio es proporcional al cuadrado del tiempo que ha estado en
movimiento: s = 1

2gt2 .
2. El área, de un hexágono regular es proporcional al cuadrado
de su lado: A = 3

2

√
3`2 .

3. Para un gas encerrado en un recipiente, el producto de la
presión por el volumen es constante (Ley de Boyle): p = c/v .

Eugenio Hernández 5.1. Funciones y límites



5.1.1. Las magnitudes variables: funciones.

F El concepto de fórmula en la que aparecen magnitudes
conectadas que van variando conjuntamente aparece en los
trabajos de Galileo (siglos XVI y XVII) sobre el movimiento de
los cuerpos.

F El concepto de función invade no solo la matemática sino
también otras muchas ciencias: biológicas, quimicas y, mucho
mas frecuentemente, físicas.

Ejemplos.
1. El espacio que recorre un objeto que cae libremente en el
vacio es proporcional al cuadrado del tiempo que ha estado en
movimiento: s = 1

2gt2 .
2. El área, de un hexágono regular es proporcional al cuadrado
de su lado: A = 3

2

√
3`2 .

3. Para un gas encerrado en un recipiente, el producto de la
presión por el volumen es constante (Ley de Boyle): p = c/v .

Eugenio Hernández 5.1. Funciones y límites



5.1.1. Las magnitudes variables: funciones.

F El concepto de fórmula en la que aparecen magnitudes
conectadas que van variando conjuntamente aparece en los
trabajos de Galileo (siglos XVI y XVII) sobre el movimiento de
los cuerpos.

F El concepto de función invade no solo la matemática sino
también otras muchas ciencias: biológicas, quimicas y, mucho
mas frecuentemente, físicas.

Ejemplos.
1. El espacio que recorre un objeto que cae libremente en el
vacio es proporcional al cuadrado del tiempo que ha estado en
movimiento: s = 1

2gt2 .
2. El área, de un hexágono regular es proporcional al cuadrado
de su lado: A = 3

2

√
3`2 .

3. Para un gas encerrado en un recipiente, el producto de la
presión por el volumen es constante (Ley de Boyle): p = c/v .

Eugenio Hernández 5.1. Funciones y límites



5.1.1. Las magnitudes variables: funciones.

F El concepto de fórmula en la que aparecen magnitudes
conectadas que van variando conjuntamente aparece en los
trabajos de Galileo (siglos XVI y XVII) sobre el movimiento de
los cuerpos.

F El concepto de función invade no solo la matemática sino
también otras muchas ciencias: biológicas, quimicas y, mucho
mas frecuentemente, físicas.

Ejemplos.
1. El espacio que recorre un objeto que cae libremente en el
vacio es proporcional al cuadrado del tiempo que ha estado en
movimiento: s = 1

2gt2 .
2. El área, de un hexágono regular es proporcional al cuadrado
de su lado: A = 3

2

√
3`2 .

3. Para un gas encerrado en un recipiente, el producto de la
presión por el volumen es constante (Ley de Boyle): p = c/v .

Eugenio Hernández 5.1. Funciones y límites



La representación gráfica de funciones se realiza en un
sistema de coordenadas cartesianas. El valor que toma la
variable dependiente, y , al dar un valor a la variable
independiente, x , se representa en el plano con el punto (x , y) .
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Una función puede tener dos (o más) variables independientes:
z = f (x , y) = x2 − y2 . Su representación gráfica se realiza
en un espacio de tres dimensiones. Sus curvas de nivel, es
decir las curvas planas que se obtienen para diversos valores
de z, nos pueden dar una idea del comportamiento de la
función (este tipo de representación es la que se usa en los
mapas cartográficos).
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5.1.2. Límites de sucesiones y de funciones.

La distancia recorrida por un objeto que cae libremente en el
vacío está dada por s = 1

2gt2 . Su velocidad media después de
haber recorrido t0 segundos es:

vm =
1
2gt2

0
t0

=
1
2

gt0

Su velocidad en el instante t0 es mayor.
¿Como se calcula?

v = l«ım
n→∞

1
2g(t0 + 1/n)2 − 1

2gt2
0

(t0 + 1/n)− t0
=

1
2g[2 t0

n + 1
n2 ]

1/n
= gt0 .
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LÍMITE DE UNA SUCESIÓN

Una sucesión a1,a2, . . . ,an, . . . tiene límite a cuando n tiende a
infinito, y escribimos l«ımn→∞ = a, si para todo ε > 0 se puede
encontrar un número entero N, que dependerá de ε, tal que
|an − a| < ε, para todo n ≥ N .

Ejercicio 1. Para la sucesion
an = n

n+2 hallar un valor de N que
valga según la definición de límite de
una sucesión para ε = 0,01 .
Demuestra que

l«ım
n→∞

n
n + 2

= 1 .

Eugenio Hernández 5.1. Funciones y límites



LÍMITE DE UNA SUCESIÓN

Una sucesión a1,a2, . . . ,an, . . . tiene límite a cuando n tiende a
infinito, y escribimos l«ımn→∞ = a, si para todo ε > 0 se puede
encontrar un número entero N, que dependerá de ε, tal que
|an − a| < ε, para todo n ≥ N .

Ejercicio 1. Para la sucesion
an = n

n+2 hallar un valor de N que
valga según la definición de límite de
una sucesión para ε = 0,01 .
Demuestra que

l«ım
n→∞

n
n + 2

= 1 .

Eugenio Hernández 5.1. Funciones y límites



Ejercicio 2. Con una tabla de valores de la sucesión
√

3, 4
√

3, 8
√

3, . . . , 2n√
3, . . .

conjetura cual es el límite de la sucesión y demuestra tu
conjetura.
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F La sucesión del ejercicio 1 es monótona creciente y la del
ejercicio 2 es monótona decreciente.

CONVERGENCIA DE SUCESIONES MONÓTONAS

Toda sucesión monótona de números reales que esté
acotada tiene límite en el conjunto de los números reales.

Ejercicio 3. Usando la definición de supremo de un conjunto
de números reales, demuestra que toda sucesión monótona
creciente que esté acotada superiormente tiene límite en el
conjunto de los números reales.

El número e
La sucesión an = 1 + 1

1! +
1
2! +

1
3! + · · ·+

1
n! es monótona

creciente. Además está acotada superiormente por B = 3
(pruebaló). Por el resultado sobre convergencia de sucesiones
monótonas, tiene límite y su límite es un número real:

e = 2,71828183....
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LÍMITE DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO

El límite de la función f (x) cuando
x tiende a a es `, y se escribe
l«ımn→a = `, si para todo ε > 0, existe
δ > 0 tal que para todo x 6= a que
satisface |x − a| < δ se tiene
|f (x)− `| < ε (Nota: el número δ
depende de ε.)

Ejercicio 4. Crea una tabla de valores de la función
f (x) = sen x

x para valores de x cercanos a cero y conjetura cual
es su límite. Demuestra tu conjetura.
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5.1.3. Funciones continuas.

FUNCIÓN CONTINUA EN UN PUNTO

Una función f es continua en el punto a si l«ımx→a f (x) = f (a) .
Por tanto, para todo ε > 0, existe δ > 0, que dependerá de ε, tal
que |f (x)− f (a)| < ε si se cumple |x − a| < δ .

TEOREMA DE BOLZANO

Si f (x) es una función continua definida en un intervalo cerrado
[a,b] y f (a) · f (b) < 0, existe al menos un número real s ∈ (a,b)
tal que f (s) = 0 .

D/. Usar el principio de los intervalos encajados. �

NOTA: Esta demostración del Teorema de Bolzano es el
principio del método de la bisección para hallar las soluciones
aproximadas de la ecuación f (x) = 0 cuando f es continua.
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Ejercicio 5. Demuestra que la ecuacion x3 + 5x + 1 = 0 tiene
alguna solución real y localizalá en un intervalo de longitud 0,1.

Ejercicio 6. Demuestra que las funciones f (x) = cos x y
g(x) = x se cortan en algún punto.

TEOREMA DE LOS VALORES INTERMEDIOS

Si f (x) es una función continua definida en un intervalo cerrado
[a,b] y c es un número cualquiera comprendido entre f (a) y
f (b), existe al menos un número real s ∈ (a,b) tal que f (s) = c .

D/. Es un corolario del Teorema de Bolzano considerando la
función g(x) = f (x)− c . �
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