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Ejercicio 1. (5 puntos) Desarrollar uno de los siguientes temas:

A. Aproximación de funciones mediante convoluciones.

Sea φ ∈ L1(Rn) con
∫

Rn φ(x) dx = 1, φ ≥ 0 , y de�nir φt(x) = 1
tn

φ(x
t
) .

1. Demostrar que si f es acotada y uniformemente continua en Rn, f ∗φt → f uniforme-

mente cuando t → 0+.

2. Demostrar que si f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞, f ∗ φt → f en la norma de Lp(Rn) cuando

t → 0+.

B. Series de Fourier

1. De�nición de serie de Fourier de una función. Las sumas parciales de la serie de

Fourier y el núcleo de Dirichlet.

2. Sumabilidad Cesàro de series de Fourier: el núcleo de Fejér.

Ejercicio 2. (1 punto)

1. Sea g(x) = 1 si 0 ≤ x < 1/2 y g(x) = 0 si 1/2 ≤ x < 1. Calcular los coe�cientes de

Fourier de g como función periódica de periodo 1.

2. Sea h = χ[0,1/2) de�nida en R. Calcular y dibujar h ∗ h.

Ejercicio 3. (2 puntos)

1. Hallar una base ortonormal de los polinomios de grado 1 en L2([0,∞]) con el producto

escalar dado por < f, g >=
∫∞

0
f(x)g(x) e−x dx .

2. Calcular min {
∫∞

0
|x3 − a− bx|2 e−x dx : a, b ∈ R} .

Ejercicio 4. (2 puntos)

1. Comprobar que Gt(x) = 1
(4πt)n/2 e−‖x‖

2/4t , x ∈ Rn, t > 0, satisface la ecuación ∂Gt(x)
∂t

=

∆xGt(x), donde ∆xu(x, t) =
∑n

i=1
∂2u
∂x2

i
es el Laplaciano de u.

2. Usar la transformada de Fourier para demostrar que la solución de la ecuación
∂u(x,t))

∂t
= ∆xu(x, t), x ∈ Rn, t > 0, puede escribirse de la forma

u(x, t) =
1

(4πt)n/2

∫
Rn

f(y) e−‖x−y‖2/4t dy .
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