VARIABLE REAL. 4° DE MATEMATICAS Curso 2005/06 (E. Herndndez)

HOJA 7 DE PROBLEMAS

1. Para una funcién f : R” — R se define la traslacién por y € R" como (T, f)(z) = f(x—y),
la modulacién por z € R™ como (M, f)(x) = e*™*= f(zx) y la dilatacién por una matriz de
orden n no singular A como (D4 f(z) = f(Ax). Demostrar
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2. a) Sea f(z) tal que f(f) = ne 2l ¢ 2 € R; demostrar que f(z) = ﬁ

b) Si f(x) = 1+$2, demostrar que f % f x f(z) = 3#2%%, z € R.
c) Sig(z) = 10””%—2, demostar que f (£) = Te 0=l 2, ¢ eR.
3. Sean f(x) = x[—1/2,1/2)(%) ¥ 9(z) = (1 — [2])X[=1,1]- Demostrar que
> Senmé ey [senTE 2
o=y 9(5)—( o)

4. El siguiente ejercicio ilustra el principio de que el decaimiento de festé relacionado con
la suavidad de f. Supongamos uqge f € L'(R) y que |f ()] < C/|¢|'T* cuando |¢] — oo
para algin a € (0,1). Demostrar que f satisface la condicién de Holder de orden «, es
decir [f(x 4+ h) — f(x)| < M|h|* para algin M > 0 y para todo z,h € R. (Indicacién: con
la férmula de inversién de la transformada de Fourier expresar f(z + h) — f(z) como una
integral que contiene a f y estimar esta integral separadamente en los conjuntos |£| < T h‘

y 1§l > W‘)

5. Sean f y g tales que |f(z)],|g(z)] < C/(1+ |jz])"**, z € R", @ > 0. Demostar que
If xg(x)] < C"/(1+ |z]|)"t*, (Indicacién: dividir la integral que define f x g(z) en dos
trozos correspondientes a ||y|| < ||z||/2 y |yl > ||z]//2.)

6. Sea Fr(t) = R (3n1iR Pt # 0y Fr(0) = R el nicleo de Fejér en la recta real.
TtR

a) Demostar que si f € Cy(R), entonces f x Fr converge uniformemente a f cuando
R — .

b) Demostar que si f € LP(R), entonces f x Fr converge a f en la norma de LP(R)
cuando R — o0.

(Indicacién: usar la funcién g del ejercicio 3 para demostrar que {Fr}r>o es una familia
de nicleos de sumabilidad cuando R — c0.)

7. Demuestra que la periodizacién del nicleo de Fejér Fy en la recta real (ver el ejercicio
anterior) coincide con el nicleo de Fejér para funciones periédicas de periodo 1, es decir

Y Fn(w+n)=Fy(x), N=1,23,...
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(Indicacién: usar la férmula de sumacién de Poisson y la funcién g del ejercicio 3.)

a) Aplicar la férmula de sumacién de Poisson a la funcién g del ejercicio 3 para obtener
1 2
ZZO:—OO (n+6)? = (senmg)? §ER, & ¢ Z.

b) Utilizar el apartado a) para demostar que Y oo (n-li-f) =m SERE ¢ 7.

Sea Gi(x) = iﬂt e /4 2 e R, t> 0 el nicleo de Gauss en R. Demostrar que Do(Gy) =

Viy Do(é\t) = \/E’ donde Dy(f) es la dispersién de f € L%(R) alrededor de z = 0, es

decir Do(f) = (J2%, a?1£(@) 2 dx)"" /£l (Indicacion: usar que (=) (¢) = =€" )

Sean A, y V, el drea y el volumen de la esfera unidad y de la bola unidad en R",
respectivamente. Usar el cambio a coordenadas polares en R™, es decir, fR” f(z)dx =

J5% (Jsn £(ry)r"~" do(y)) dr para probar que A, = 3uy v Vi = donde T(z) =
JoT e tt* 1 dt . (Indicacion: usar que [, emlel® g = 1)

/2
( +1)°

a) Sea T' > 0. Probar que existe ¢ € L'(R) tal que @ x f = f para toda f € L?(R) con
sop f C [-T,T7].
b) Probar que no existe ¢ € L'(R) tal que 1 x f = f para toda f € L?(R).

(Teorema de inmersién de Sobolev) Para a > 0, a € R, sea H*(R") = {f €
L2R™) : (14 ||€]|%) f (€) € L2(R™)} el espacio de Sobolev de orden a. Demostrar que si
f € H¥(R") con o > n/2, entonces f € Co(R"). (Indicacién: demostar que f € L*(R").)

(%) La ecuacién
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con u(x,0) = f(x) para 0 < x < oo y t > 0 es una variante de la ecuacién del calor. Para
resolver (1), hacer el cambio de variable x = e™¥ de manera que —oo < y < co. Sean
Uy, t) =u(e ¥, t) y F(y) = f(e™Y). Dernostrar que el problema se reduce a la ecuacién

o0*U 8U ou
2 — 1- —

con U(y,0) = F(y). La ecuacién (2) puede resolverse como la ecuacién del calor (el caso
a = 1) tomando transformadas de Fourier en la variable y. Se tiene entonces que calcular
la integral | fooo e(—Am*?+(1-a)2mit)t o2micv d¢ . Demostar que la solucién de (1) esta dada por

((L‘ t —(log(v/x)+(1—a)t)?/(4t) f( )
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