VARIABLE REAL. 4° DE MATEMATICAS Curso 2005/06 (E. Herndndez)

HOJA 6 DE PROBLEMAS

1. Sean {a,}72 y {bn}2 dos sucesiones de niimeros complejos. Sea By, = Zﬁzl b,y By = 0.

a) Demostar la férmula de sumacién por partes:

N N-1
§ anb, = anBy —apyBpy—1 — Z (anJrl - an)Bn

b) Deducir el criterio de Abel sobre convergencia de series: si las sumas parciales de
las serie b,, estan acotadas an} es una sucesién decreciente de nimeros reales
n
ue lim,, oo @y, = nton a nverge.
tal que lim,, . a, = 0, entonces ), a,b, converge

cos(x/2)—cos(n+1/2)x
2sen (/2) :

2. a) Demostrar la férmula )";_, senkz =

b) Utilizar la férmula del apartado anterior para demostrar que la expresién ‘ > gy sen k:a:‘
estd acotada, independientemente de n, para todo z € R.

sen(n+1/2)x
2sen (z/2)

‘%-i— > p_qcos k:x‘ estd acotada, independientemente de n, para todo = € R, x # 2k .

¢) Demostrar que % + > p_qcoskr = y usarlo para probar que la expresién

3. Sea f(x) = X[q,4(®) la funcién characteristica del intervalo [a,b] C [~7,7].

—1na76—znb inT

. . : b—a e
a) Demostar que la serie de Fourier de fes °2* 4+ 3, o S

b) Usar el criterio de Abel (ejercicio 1) para demostrar que la serie de Fourier de f
converge en todo punto.

4. Teorema de Weierstrass : toda funcion continua, f, definida sobre un intervalo [a,b]
puede ser aprozimada uniformemente por polinomios . ( Indicacién: Suponer primero que
f es continua y periédica y aproximarla uniformemente por polinomios trigonométricos.
Usar a continuacién que se tiene, uniformemente sobre compactos, e = >"2° | L (in)kz*.)

5. Nicleos de sumabilidad con pardmetro continuo en L!(T). Dado el intervalo J =
(a,b) (finito o no), se dice que la coleccién de funciones 1-periédicas {K,},c; C L}(T) es
un NUCLEO DE SUMABILIDAD para r — a* si se cumplen:

i) 3C < oo tal que fiﬁz |K,.(t)|dt < C, Vr e J.

it) 17, Ko (t)dt =1, Vr € J.
iii) Para todo 0 < 0 < 1/2, lim,_, .+ f5<\tl<1/2 |K,-(t)|dt = 0.

De forma similar se definen los nicleos de sumabilidad para r — b.
Probar que si {K,},cs es un nicleo de sumabilidad para r — a™ entonces

a) K, * f — f uniformemente cuando r — a™, Vf 1-periédica y continua.

b) K, * f — f en norma L? cuando r — a™, Vf € LP(T), 1 < p < oo.



6. (%) Dados ntumeros reales a¢,, con t € (a,b) y n = 0,1,2,3,...(6 n € Z) el conjunto
A = {as,} es de sumabilidad cuando t — b~ si

i) lim; ;- a;,, = 0 para todo n.
ii) >, a¢n =1 para todo t € (a,b).
iii)) -, |at,n| < C, con C independiente de t.

(NOTA: Definicién anédloga puede hacerse si t — at. También a = —oco0 6 b = oo son
validas. Ademds, t puede pertenecer a un conjunto discreto de indices, por ejemplo t € N
y en este caso t — 00.)

Dada una sucesién s = {s, : n=0,1,2,...}, se define
Ai(s) = Z At n Sp, -
n

Decimos que la sucesién s = {s,} es A-sumable cuando ¢t — b~ si existe lim;_,,— A;(s).

6.A. Demostrar que si lim, .~ s, = 5, entonces lim;_,;,- A(s) = 5.

6.B. Tomar a,,, = % si0<n<myap,=0sin>mconn=20,1,23,..., para

demostrar que si lim, .~ s, = S, entonces la sucesion {s,} es también Cesaro sumable.

6.C. Tomar @y, = (1 —=r)r" con 0 < r < 1,n = 0,1,2,3,... para demostrar que si
lim,, o0 S, = S, entonces la sucesion {s,} es también Abel sumable.

6.D. Dada la serie ) _.° jag, sean s, = ag+ a1 +ag + -+ a,, n=0,1,2,... sus sumas

parciales. Demostrar que
oo o0
(I1-7r) g s, = E r'a,.
n=0 n=0

6.E. Sea {s,} sumable segiin Cesaro con limite S. Demostrar que {s,} es también Abel
sumable y con limite S. (Indicacién: usar el ejercicio 6.D para escribir A,(s) en funcién de
las medias de Cesaro o, = W y aplicar el resultado del ejercicio 6.A.)



