VARIABLE REAL. 4° DE MATEMATICAS Curso 2005/06 (E. Herndndez)

HOJA 4 DE PROBLEMAS

1. a) La expresiéon < f,g >= fol f(z)g(x) dx define un producto escalar en C([0,1]). De-
mostrar que C([0, 1]) con este producto escalar no es un espacio de Hilbert.

b) La expresién < f,g >= [; f(x)g(x)dz define un producto escalar en C.(R). De-
mostrar que C.(R) con este producto escalar no es un espacio de Hilbert.

2. Demostrar que en un espacio pre-Hilbert (H, <, >) si ||z]| = ||y|| =1 y @ # v, se cumple
llx + y|| < 2. (Indicacién: usar la regla del paralelogramo.)

3. Demostrar que en un espacio pre-Hilbert se cumple la identidad de polarizacion:

<zy>==[lz+y|? - |z —yl* + iz +iy|* —i]lz —iy|*] .

> =

4. Si (H, <, >) es un espacio pre-Hilbert, demostrar que para todo x € H se cumple

|z|| = sup | <z,y>]|.
lyl=1

5. a) Demostrar que la norma ||f||o definida en L*°([0, 1]) no puede provenir de un pro-
ducto escalar.

b) Demostar que L2(]0,1]) es el tinico espacio de Hilbert de entre todos los espacios
LP([0,1]), 0 < p < 0.
(Indicacién: probar que no se cumple la ley del paralelogramo)

6. Demostrar que el conjunto
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es una base ortonormal de L?([—7, 7). (Indicacién: usar que {\/%ei””"}nez es una base

n=1

ortonormal de L?([—7, 7).
7. Demostrar que cada uno de los conjuntos
1 [2 > 2 >
U, = ,\/7(zosn$ y Uy = \/786H7”Ll‘
N s
n=1 n=1

es una base ortonormal de L?([0, 7]). (Indicacién: como en el ejercicio anterior.)

8. Sea C’éN) = (i ey ) y C’IEN) = (cos(k’ﬂmﬂ))N_1 k=1,...,N — 1. Demostrar
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que los vectores
forman una base ortonormal de R . (Indicacién: Demostrar 3~ —1 cos( 3 <5 ) = 0 para
k=1,2,...,2N — 1 usando la férmula 2 cosa = €'® + e7'?)




9. Sea Ty, (x) el polinomio de Chevyshev de grando n, es decir,
To(z) =1, T, (z) = 2" " cos(narccosz), n=1,2,3,....

a) Demostrar que T, (z) es un polinomio de grado n.

b) Demostrar que {T},}°°, es un sistema ortogonal de L?([—1, 1]) con el producto escalar

dado por
1 — 1
<f,g>=/_1f($)9($)md$~

¢) Demostrar que {¢,}°°, es una base ortonormal de L?([-1,1]), donde
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To(z), n=1,2,3...

10. Los polinomios de Legendre se definen mediante

1 d"
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(2 —1)", n=1,2,3,...
a) Demostrar que {P, : n = 0,1,2,...} forman un sistema ortogonal de L?([-1,1]).
(Indicacién: usar integracién por partes para probar fil Py(z)z™dx=0sin>m)
b) Demostrar que
1 1 (n|)2 92n+1
1—a? ”d:rz/ l-2)"(1+2)"dr = —F———
[t = [ ey aran= gire
usando integracién por partes.

¢) Usar los apartados anteriores para demostrar que {y/n —1—% P,:n=012...}

forman un sistema ortonormal de L?([—1,1]).

11. Calcular min {f_ll |23 —a—bx —cx?®|?dz : a,b,c € R}. (Indicacién: usar una base ortonor-
mal de los polinomios de grado 2 en L?([—1,1]) - ver el ejercicio anterior.)

12. Calcular min { [° |2® —a—bz|* e * dx : a,b € R} . (Indicacién: hallar una base ortonormal
de los polinomios de grado 1 en L?([0,00]) con < f,g >= [;° f(z)g(x)e *dx.)

13. Sea (H, <, >) un espacio de Hilbert.

a) Si M is un subespacio vectorial cerrado de H, demostar que (M*)+ = M.

b) Sea U = {uq}o un sistema ortonormal no finito. Demostrar que U es un conjunto
cerrado y acotado, pero no compacto.

¢) Sixzg € Hy M es un subespacio vectorial cerrado de H, demostar que

min{on—xH:xEM}:maX{]<:Uo,y>\:yEML,Hyﬂzl}.

14. (%) Demostrar que cualquier espacio de Banach complejo con una norma || || que satisfaga
la ley del paralelogramo es un espacio de Hilbert con el producto escalar definido por

1 o o
<,y >= 7 [le+yl? = o =yl +ills +iy|* — ille —iy)?] -

y se tiene < x,z >= ||z|%.



