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1.1 Sea f continua en x0 ∈ Rn. Demuestra que

lim
r→0+

1

|Br(x0)|

∫
Br(x0)

f(y) dy = f(x0) ,

donde Br(x0) = {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ ≤ r}.

2.1 a) Prueba que (
sen

πx

L

)3
=

1

4
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L
− sen

3πx

L
]

b) Demuestra que g(x) =
(
senπx

L

)2
no puede escribirse como una combinación lineal �nita

de armónicos simples un(x) = sennπx
L

, a pesar de que f(x) es periódica de periodo 2L.

2.2 Con x = r cos 2πθ, y = sen 2πθ, demuestra que

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
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∂2u

∂r2
+

1
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∂u
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2.3 a) Usando la suma de una progresión geométrica demuestra que

DN(x) ≡
N∑

n=−N

e2πnx =
sen π(2N + 1)x

sen πx

b) Prueba que
∫ 1

0
DN(x) dx = 1 .

c) Dibuja, con ordenador, las grá�cas de DN(x) para N = 1, 2, 3, 4, 5 .

2.4 Demuestra que

| 1

sen πt
− 1

πt
| ≤ π2

24
si − 1

2
≤ t ≤ 1

2

(Sugerencia: Comienza demostrando que | x− sen x |≤ |x|3
6

si −π
2
≤ x ≤ π

2
.

3.1 a) Usando la fórmula para la suma de una serie geométrica demuestra que

Pr(θ) ≡
n=∞∑

n=−∞

r|n|e2πinθ =
1− r2

1 + r2 − 2r cos(2πθ)
, 0 ≤ r < 1, −1

2
≤ θ ≤ 1

2
.

b) Demuestra que
∫ 1/2

−1/2
Pr(θ) dθ = 1 .

c) Dibuja Pr(θ) en [−1
2
, 1

2
] para r = 1

2
, 3

4
, 7

8
.
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3.2 a) Demuestra que

FN(t) ≡ 1

N + 1

N∑
k=0

Dk(t) =
1

N + 1

(sen π(N + 1)t

sen πt

)2
, N = 0, 1, 2, ....

b) Prueba que
∫ 1/2

−1/2
FN(t) dt = 1 .

c) Dibuja FN(t) en [−1
2
, 1

2
] para N = 2, 4, 6, .

3.3 a) Demuestra que Pr(θ) (véase el ejercicio 3.1) es un núcleo de sumabilidad en T =

[−1
2
, 1

2
] para r → 1− .

b) Demuestra que FN(t) (véase el ejercicio 3.2) es un núcleo de sumabilidad en T = [−1
2
, 1

2
]

para N →∞, .

3.4 Usar la de�nición de σNf(t) (véase el ejercicio 3.2), la de�nición de DNf(t) como

combinación lineal de exponenciales, e intercambiar el orden de sumación, para probar

σNf(t) =
k=N∑

k=−N

(1− |k|
N + 1

)f̂(k)e2πikt .

3.5 a) Demuestra la identidad de polarización

4 < u, v >= ‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2 + i‖u+ iv‖2 − i‖u− iv‖2 ,

válida para cualquier producto escalar.

b) Usa la identidad de polarización y la igualdad de Plancherel para demostrar la igualdad

de Parseval: si {un : n ∈ N} es una base ortonormal de un espacio de Hilbert (H,<,>) y

u, v ∈ H se tiene

< u, v >=
∑
n∈N

û(n)v̂(n) .

4.1 Sea 0 < p ≤ ∞ y T un operador de�nido en Lp(Rn) con valores en el conjunto de

funciones medibles de Rn en R ( o en C). Si 0 < q < ∞, T se dice que es de tipo débil

(p, q) si existe una constante C tal que

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤
(C‖f‖Lp(Rn)

λ

)q
, ∀f ∈ Lp(Rn) .

Demuestra que si T está acotado de Lp(Rn) en Lq(Rn) (se dice, en este caso, que T es de

tipo fuerte (p, q)), entonces T es de tipo débil (p, q).

4.2 Si 0 < p <∞, demuestra que

‖f‖Lp(Rn) = p

∫ ∞

0

λp−1σf (λ) dλ ,

donde σf (λ) = |{x ∈ Rn : |f(x)| > λ}| es la función de distribución de f. (nota: en la

igualdad anterior puede reemplazarse Rn por cualquier espacio de medida.)



4.3 Siguiendo la demostración del teorema de diferenciación de Lebesgue hecha en clase,

demuestra el resultado enunciado como teorema 3 en la sección 1.5.

Teorema 3, Sección 1.5 (Convergencia en casi todo punto). Sea 0 < p <∞ y {Tr : r ∈
I}, I intervalo en R, una familia de operadores lineales de�nidos en Lp(Rn) con valores en

el conjunto de funciones medibles de Rn en R ( o en C). Se de�ne el operador maximal

asociado a esta familia como

T ∗f(x) = sup
r∈I

|Trf(x)| .

Supongamos que r0 ∈ I y que

(a) T ∗ es de tipo débil (p, q) para algún q ∈ (0,∞).

(b) Existe un conjunto D denso en Lp(Rn) para el que si f ∈ D, limr→r0 Trf(x) = f(x)

para todo x ∈ Rn (el límite se considera lateral si r0 es un extremo de I).

Entonces, si f ∈ Lp(Rn),

lim
r→r0

Trf(x) = f(x) para casi todo x ∈ Rn .

4.4 DescribeMf(x) para todo x ∈ R, cuando f es la función característica de un intervalo

I = (a, b) ∈ R . (Sugerencia: estudiar por separado los casos x ∈ (a, b), x ≥ b y x ≤ a.)

4.5 Demuestra el teorema de interpolación de Marcinkiewicz, enunciado como teorema 2

en la sección 1.6, para el caso p1 <∞

Teorema 2, Sección 1.6 (Marcinkiewicz) Sean 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ y T un operador

sublineal de�nido en Lp0 + Lp1 con valores en el conjunto de funciones medibles de Rn en

C. Supongamos que T es tipo débil (p0, p0) y tipo débil (p1, p1). Entonces, T es tipo fuerte

(p, p) para todo p tal que p0 < p < p1.

5.1 a) Demuestra que

f̂(0) = 1/2 y f̂(k) =
2 sen2 (πk/2)

k2π2
si k 6= 0,

cuando f(t) = 1− 2|t|, t ∈ [−1/2, 1/2]. Utiliza este resultado para probar que

i)
∑
k∈Z

1

(2k + 1)2
=
π2

4
ii)

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
iii)

∑
k∈Z\{0}

(−1)k+1

k2
=
π2

6

b) Demuestra que

ĝ(k) =
(−1)k

1 + k2

senh π

π

para g(t) = cosh (2πt), t ∈ [−1/2, 1/2]. Utiliza este resultado para calcular
∑

k∈Z
(−1)k

1+k2 .



5.2 Considera las siguientes operaciones sobre funciones de�nidas en Rn:

Traslación: (Tyf)(x) = f(x− y), y ∈ Rn

Dilatación: (DAf)(x) = f(Ax), con A ∈ GL(n,R) no singular.

Modulación: (Mzf)(x) = e2πix·zf(x), x ∈ Rn

Reflexión: f̃(x) = f(−x)
Demuestra:

a) (̂Tyf)(ξ) = (M−yf̂ )(ξ) b) (̂DAf)(ξ) =
1

|det(A)|
(D(A−1)t f̂ )(ξ)

c) (̂Mzf)(ξ) = (Tzf̂ )(ξ) d) ̂̃f(ξ) = f̂(−ξ) =
˜̂
f(ξ)

5.3 Si

Gt(x) =
1

(4πt)n/2
e−|x|

2/4t , x ∈ Rn t > 0

demuestra que

(̂Gt)(ξ) = e−4π2|ξ|2t .

(Sugerencia: usa que ĝ (ξ) = e−π|ξ|2 cuando g(x) = e−π|x|2 .)

5.4 a) Construye una función ϕ ∈ C∞
c (Rn) con soporte en [−1, 1] tal que

∫
Rn ϕ = 1.

(Sugerencia: comienza en dimension 1 con la función η(x) = e−1/x para x > 0 y η(x) = 0

para x < 0, que es C∞(R).)

b) Construye una función ψ ∈ C∞
c (Rn) tal que ψ(x) = 1 en el anillo 1 ≤ |x| ≤ 2 y

ψ(x) = 0 si |x| ≤ 1
2
ó |x| ≥ 4. (Sugerencia: comienza en dimensión 1 de�niendo la función

h(x) =
∫ x

−∞ ϕ, donde ϕ es la función construida en a) para n=1.)

5.5 Sean f, f1, f2, . . . fk ∈ S(Rn). Si fk → f in S(Rn) cuando k → ∞, demuestra que

fk → f en Lp(Rn) cuando k →∞ y 0 < p ≤ ∞.

6.1 Si f ∈ L2(Rn), comprueba que la de�nición dada de f̂ no depende de la sucesión

elegida para aproximar f .

6.2 Prueba la desigualdad de Young para la convolución: sean f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn),

1 ≤ p, q ≤ ∞. Si 1
r

= 1
p

+ 1
q
− 1 se tiene que f ∗ g ∈ Lr(Rn) y

‖ f ∗ g ‖Lr(Rn)≤‖ f ‖Lp(Rn) ‖ g ‖Lq(Rn) .

(Sugerencia: aplica el teorema de interpolación de Riesz-Thorin una vez probadas las de-

sigualdades

‖ f ∗ g ‖Lp(Rn)≤‖ f ‖Lp(Rn) ‖ g ‖L1(Rn) (Minkowski)

y

‖ f ∗ g ‖L∞(Rn)≤‖ f ‖Lp(Rn) ‖ g ‖Lp′ (Rn) (Hölder). )



6.3 Sea Gt(x) = 1√
4πt
e−x2/4t , x ∈ R , el núcleo del calor o núcleo de Gauss. Recuerda que

(̂Gt)(ξ) = e4π2ξ2t , ξ ∈ R , (véase el ejercicio 5.3). Demuestra que

D0(Gt) =
√
t y D0(Ĝt) =

1

4π
√
t
.

(Nota: D0(f) = 1
‖f‖2

( ∫ ∞
−∞ x2|f(x)|2 dx

)1/2
es la dispersión de f alrededor de x = 0.)

7.1 Sea f ∈ L2(R) y 0 < α < 1. Supongamos que existe C1 > 0 tal que∫
2k≤|ξ|≤2k+1

|f(ξ)|2 dξ ≤ C12
−2αk, k = 0, 1, 2, . . .

Demuestra que existe C > 0 tal que ‖f(· + h) − f(h)‖L2(R) ≤ C|h|α, para todo h ∈ R .

(Sugerencia: imita la demostración del teorema 1 de la sección 2.6.)

7.2 a) Para n = 1 demuestra que limR→∞ σRf = f en norma Lp(R), 1 ≤ p < ∞ y en

norma L∞(R) si f ∈ C0(R), donde

σRf(x) =
1

R

∫ R

0

Stf(x) dt .

(Sugerencia: demuestra que {FR : R > 0} es una familia de sumabilidad cuando R → ∞ y

usa resultados probados en la sección 1.3. Aqui FR es el núcleo de Fejer en R.)
b) Para n = 1 demuestra que limR→∞ σRf = f c.t.p., cuando f ∈ Lp(R), 1 ≤ p < ∞

(Sugerencia: probar que

supR>0 |σRf(x)| ≤ CMf(x)

donde M es la función maximal de Hardy-Littlewood. Aplicar los resultados de la sección

1.5.)

7.3 Si f ∈ S(Rn), demuestra que δx0 ∗ f es la función x → f(x − x0), x0 ∈ R. Es decir

δx0 ∗ f = Tx0f , donde T es el operador de traslación.)


