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1.1 Sea f continua en zy € R™. Demuestra que

im —— [ ) dy = f(x).

r=0+ | B (0)| J B, (20)

donde B, (zg) = {x € R": ||z — || < r}.

2.1 a) Prueba que
1 T 3rw

(sen—) 4 [3se en— — senT]

b) Demuestra que g(x ( en’’ ) no puede escribirse como una combinacién lineal finita

TLTI'CC

de armonicos simples un( ) , a pesar de que f(x) es periodica de periodo 2L.

2.2 Con x = rcos 2m6, y = sen 276, demuestra que

0%u N 0%u B 0%u L1 10u n Li@
dx2 Oy Or2  ror  Am2r200%

2.3 a) Usando la suma de una progresion geométrica demuestra que

N

Dy(z) = Z 2T _ sen(2N + 1)x

sen wx
n=—N

b) Prueba que fo Dy(z)dr =1.
c¢) Dibuja, con ordenahdor7 las graficas de Dy(z) para N =1,2,3,4,5.

2.4 Demuestra que
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sen 7t 7rt| =2

<t<

[\DIH
N —
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(Sugerencia: Comienza demostrando que | z — sen z |< % si —F<x<7.

3.1 a) Usando la formula para la suma de una serie geométrica demuestra que

iy : 1—r? 1
P. 9) = In| ,2ming __ 0<r<l1 —=
(6) Z ne 1+ 72— 2rcos(2m0)’ =TSy

n=-—oo

b) Demuestra que f 1 Pr(0)do =1.

c) Dibuja P,(6) en [—1, %] parar =33 T



3.2 a) Demuestra que

N
1 senm(N +1)t\2
Fy(t) = Di(t) = N=0,12,...
w(?) N+1Z (t) N+1( sen t )" 0,1,2,

3.3 a) Demuestra que P,(0) (véase el ejercicio 3.1) es un nicleo de sumabilidad en T =

[—3, 3] parar — 1 — .
b) Demuestra que Fy(t) (véase el ejercicio 3.2) es un nicleo de sumabilidad en T = [—1, 1]

para N — o0, .

3.4 Usar la definicion de oy f(t) (véase el ejercicio 3.2), la definicion de Dy f(t) como

combinacion lineal de exponenciales, e intercambiar el orden de sumacion, para probar
k=N

oxf) = Y (1 o).

't N+1
3.5 a) Demuestra la identidad de polarizacion

4 <u, v >= llu+ol* = [lu— vl +illu+vl|* —ifu—iv]?,

valida para cualquier producto escalar.
b) Usa la identidad de polarizacion y la igualdad de Plancherel para demostrar la igualdad
de Parseval: si {u, : n € N} es una base ortonormal de un espacio de Hilbert (H,<,>)y

u,v € H se tiene

4.1 Sea 0 < p < oo y T un operador definido en LP(R™) con valores en el conjunto de
funciones medibles de R” en R ( 0o en C). Si 0 < ¢ < oo, T se dice que es de tipo débil

(p, q) si existe una constante C' tal que

Cll fllze@nya
_— 7 LP(R"™).
\ )Y, VfeLP(RY)

Demuestra que si T esta acotado de LP(R™) en LI(R"™) (se dice, en este caso, que T es de

{z e R": |Tf(x)] > A} < (

tipo fuerte (p,q)), entonces T es de tipo débil (p, q).

4.2 S5i 0 < p < 00, demuestra que

|mmm@=p/ N\ dA,
0

donde o;(\) = [{x € R" : |f(x)| > A}| es la funcién de distribucién de f. (NOTA: en la

igualdad anterior puede reemplazarse R por cualquier espacio de medida.)



4.3 Siguiendo la demostracion del teorema de diferenciacion de Lebesgue hecha en clase,

demuestra el resultado enunciado como teorema 3 en la seccién 1.5.

TEOREMA 3, SECCION 1.5 (Convergencia en casi todo punto). Sea 0 <p < oo y{T, :r €
I}, I intervalo en R, una familia de operadores lineales definidos en LP(R™) con valores en
el conjunto de funciones medibles de R" en R (o en C). Se define el operador maximal

asociado a esta familia como
T f(z) = sup|T, f(z)].

rel
Supongamos que 1o € I y que

(a) T* es de tipo débil (p,q) para algin q € (0, 00).

(b) Eziste un conjunto D denso en LP(R") para el que si f € D, lim,_,, T,.f(z) = f(z)
para todo x € R™ (el limite se considera lateral si o es un extremo de I).

Entonces, si f € LP(R"),

lim 7, f(x) = f(x) para cast todo v € R™.

r—TrQ

4.4 Describe M f(z) para todo x € R, cuando f es la funcién caracteristica de un intervalo

I = (a,b) € R. (Sugerencia: estudiar por separado los casos x € (a,b), z > by x < a.)

4.5 Demuestra el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz, enunciado como teorema, 2

en la seccion 1.6, para el caso p; < 0o

TEOREMA 2, SECCION 1.6 (MARCINKIEWICZ) Sean 1 < pg < p; < oo y T un operador
sublineal definido en LP° 4+ LP' con wvalores en el conjunto de funciones medibles de R™ en
C. Supongamos que T es tipo débil (po,po) y tipo débil (pi,p1). Entonces, T es tipo fuerte
(p,p) para todo p tal que py < p < py.

5.1 a) Demuestra que

foy=1/2 y f(k):w si k#£0,

k272

cuando f(t) =1 —2|t|, t € [-1/2,1/2]. Utiliza este resultado para probar que

. 1 s o1 7 (=1)* 72
OV Dk LDV
keZ k=1 keZ\{0}

b) Demuestra que

. (—=1)* senhm
k) = —_—
9(k) 1+k2

para g(t) = cosh (27t), t € [-1/2,1/2]. Utiliza este resultado para calcular ), _,

(=D*
1+k2 °



5.2 Considera las siguientes operaciones sobre funciones definidas en R":
TRASLACION: (T, f)(z) = f(zr —y), y € R"
DILATACION: (Daf)(z) = f(Ax), con A € GL(n,R) no singular.
MODULACION: (M, f)(z) = e*™@* f(z), x € R"
REFLEXION: f(z) = f(—x)

Demuestra:
a) (,NE) = (M_,F)(©) b) @(&FW( - F)E)
o) (VLNE) = (T.)(©) d) (€)= J(-€) = (o)
5.3 Si
Gy(r) = (M;n/ze—lz%, rER' 50

demuestra que
(Gr)() = eI,
—mlz|? )

(Sugerencia: usa que g (&) = e~ cuando g(x)=e

5.4 a) Construye una funcion ¢ € C°(R") con soporte en [—1,1] tal que [, ¢ = 1.

“U% para x > 0y n(z) =0

(Sugerencia: comienza en dimension 1 con la funciéon n(z) = e
para z < 0, que es C*(R).)

b) Construye una funcion ¢» € C°(R") tal que ¢¥(z) = 1 en el anillo 1 < |z| < 2y
Y(x) = 0si|z| < 5 6 |z] > 4. (Sugerencia: comienza en dimension 1 definiendo la funcion

h(z) = [* ¢, donde ¢ es la funcion construida en a) para n=1.)

5.5 Sean f, fi1, fo,... fr € S(R"). Si f — f in S(R") cuando k& — oo, demuestra que
fr — fen LP(R™) cuando k — oo y 0 < p < 0.

6.1 Si f € L*(R"), comprueba que la definicion dada de fno depende de la sucesion

elegida para aproximar f.
6.2 Prueba la desigualdad de Young para la convolucion: sean f € LP(R"), g € LY(R"),
1<p,q<cc. Si%:%—1—%—1setienequef*gGL”(]R”)y

| f*gller@y <l f llze@ny || 9 llzo@ny -

(Sugerencia: aplica el teorema de interpolacion de Riesz-Thorin una vez probadas las de-
sigualdades

| f*gllze@) < f llze@n) [l 9 |21 @ (Minkowski)

1 f g e < fllee@wn I 9 [l @ey  (Hélder).)



6.3 Sea Gy(z) = e /% xR, el nicleo del calor o nicleo de Gauss. Recuerda que

Viamt
(Gy)(€) = ™€t ¢ e R, (véase el ejercicio 5.3). Demuestra que

1
47r\/1_f '

(NOTA: Dy(f) = ||f1|\2 ([0 2% f(2)]* dx) "2 s la dispersion de f alrededor de z = 0.)

Do(Gt) = \/¥ y DO(a\t) =

7.1 Sea f € L*(R) y 0 < a < 1. Supongamos que existe C; > 0 tal que
[ ierdsea . k=oz..
2k <Jg|<2k+1

Demuestra que existe C' > 0 tal que || f(- + h) — f(h)[|r2(ry < C|h|*, para todo h € R.

(Sugerencia: imita la demostracion del teorema 1 de la seccion 2.6.)

7.2 a) Para n = 1 demuestra que limg .o ogf = f en norma LP(R), 1 < p < oo y en
norma L®(R) si f € Cy(R), donde
1 (R
orf(x) = }_%/o Sif(x)dt.
(Sugerencia: demuestra que {Fg : R > 0} es una familia de sumabilidad cuando R — oo y
usa resultados probados en la seccion 1.3. Aqui Fjg es el nticleo de Fejer en R.)
b) Para n = 1 demuestra que limg ., orf = f c.t.p., cuando f € LP(R), 1 < p < o0
(Sugerencia: probar que
suprso |orf ()| < CM f(x)
donde M es la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Aplicar los resultados de la seccién
1.5.)

7.3 Si f € S(R™), demuestra que d,, * f es la funcion z — f(z — z¢), o € R. Es decir
Opo * [ = Ty f, donde T es el operador de traslacion.)



