CArLcuro 1. 1° MATEMATICAS. Curso 2003/2004.

Hoja 1 de Problemas

1.- Demostrar por induccion

() 142+ +n =20 (iv) 14+3+---+(2n—1) =n

(i) 124224 ... 4 n? = 2ol@nED) (v) Vn > 10, 2" > n®.

(i) B+22+ - +nd=(1+2+---+n) (vi) z*™ — y?" es divisible por = + y.

(vii) (a+b)" = Zn: ( . ) a*b"*  siendo ( . ) - k'(+lk)'

k=0 ’
(viii) El nimero de rectas determinado por n > 2 puntos, de los cuales ningtin trio pertenece

a la misma recta, es in(n — 1).

(ix) 4(1+5+5%+---+5") +1 =5

1 1 1 1 1 1 1 1
&) s tapt o tam=logtg—at o tag

(xi) Si m no es multiplo de 4 la suma 1" 4+ 2™ 4 3" + 4" es multiplo de 10. (Comprobarlo
para n = 1,2,3 y demostrar que si es cierto para n, lo es para n + 4.)

(xii) n(n*+5) es divisible por 6.
(xiti) 1+1-1'4+2-2143-31+---+(n—1)(n—1)! =n! paran > 2.
(xiv) sen (%) (senz + sen(2z) + - - - +sen(nz)) = sen (%) sen (% z).

2

2.- Demostrar por induccién sobre n que

1— Tn+1

1+r—|—7’2+---+r"=ﬁ, sir# 1.

3.- Encontrar el supremo y el infimo de los siguientes conjuntos de numeros reales. ;Son
maximo o minimo en algun caso?

(i) A={:+1:neN}, (v) E={r: 2% <4},
(i) B=AU{1}, (vi) F={x:a2 >4},
(iii) ¢ ={+ —(=1)":n e N}, (vil) G = {z: 2? < 4},
(iv) D={x€Q:z>0,2* <3}, (viii) H ={z:2 < z? <4}

4.- Si el conjunto A tiene un supremo, ;jqué podemos decir sobre —A = {—z : x € A}?.



5.- Describe explicitamente los siguientes conjuntos. Estudiar su supremo, infimo, maximo,
minimo.

(i) |z —2] <3, (vii) 2= >0,

(ii) |3z —2| < 1, (viil) [(z —2)(z —3)] <1,
(iii) |2z + 5| > 3, (ix) |z — 1|+ ]z —2] > 1,
(iv) 2* — 4z +6 < (x) |z =3[+ |z +1| <1,
(v) |22 —3| <1, (xi) &= > |,

(vi) 2* +2 <2, (xif) 25> 1.

6.- Estudiar el limite de las siguientes sucesiones

(o) {325} () { o ) (@) {72

@ {5 ) {£me) ) )

() { G () {0 0 {(3)")
G {(3)") (k) {35 W) { e}
( {

{

m) {4 - = () {VatT-va} ()
@) {(VaFT-va=Tni} () {Vi@+2n-n} ()

(5) {+ &+ -+ %) (1) {L2teenn 2o

1
7.- Encontrar una expresion de Z m como cociente de dos polinomios en n. (Indica—
1 TN
cion: m =7 k‘——l—1> Como aplicacién calcular el limite de la sucesién S,,, donde
Sp = ! + ! + ot !
"T1-2 0 2-3 nn+1)
8.- Calcular
I n+1+n+2+ +n—|—n
1m .. .
n—co \n24+1 n?242 n?+n

9.- Sea a > 1, se define por recurrencia la sucesién {a,} por la relacién a, = /a - a,_1,
= y/a. Probar que es una sucesién mondtona creciente y acotada. Hallar su limite.

10.- Sea {a,} una sucesién de numeros reales definida por a; un nimero mayor que —%

y i1 = V/2a, + 3. Demostrar que la sucesién converge y calcular su limite. Indicacion:
distinguir el caso a1 >3y a1 < 3.



11.- Sea a; = 1. Definimos las siguientes sucesiones por recurrencia:

, 1 g 1 n
(1) apy1 = 7 (11) apy1 = e (11) apyy = m——

a, v ()ap = 5 n + 1.

Probar que cada una de ellas es acotada y mondtona. Hallar el limite. (En alguno de los
casos puede ser interesante escribir de forma explicita la expresién que tiene la sucesién).

12.- Se define recurrentemente la sucesion a1 =a >0y a, = a,_1 + . . Es convergente la

sucesion?.

an—1

13.- Interpretar las expresiones siguientes como el limite de una sucesién definida de forma
recurrente:

@\/14‘\/1—1—\/1—1—..., (z¢)1+;1, y (m‘)u%

1 2
+l+~~~ +2_|_...

Probar que esos limites existen y calcular su valor numérico.

14.- Demostrar que si a,, — oo cuando n — 0o, entonces
1\ I\ 1
lim (1+—) =e y lim (1——) = —.
n—00 A, n—0o0 (07% €

15.- Calcular, si existen, los limites de las sucesiones que tienen como término general

n? 4+ 1 2n%2-3 n?—1 2n243 1
Uy = : by = Y o n=ant -

n? n? n

16.- Probar por inducciéon que paran =1,2,...,
2 lpl <t < e lnl.

Como aplicacién probar las siguientes afirmaciones:

lim — =0 y lim (n')% = 00,

n—oo N n—oo
17.- Hallar los siguientes limites
lim (n3—1)3in N lim n((n—i—l)%—n%).

n—oo n—~oo

18.- Demostrar que si A C R estd acotado superiormente, existe una sucesién {a, } con a,, € A
y tal que lim,, .., a, = sup A.

19.- La sucesion de término general a,, = 1 + % + % + -+ % cumple que, dado € > 0, existe
no tal que |a,41 — a,| < € para n > ng. Demostrar que, sin embargo, la sucesién no es de
Cauchy.



20.- Sean A y B dos subconjuntos no vacios de ntimeros reales tales que a < b para todo
a € Ay bée B. Demostrar que existen sup A, inf B, y que ademds, sup A < inf B. Dar un
ejemplo donde estos dos valores coincidan.

21.- Para A y B dos subconjuntos no vacios de R, definimos C' = {a+b:a € A, b€ B}. Si A
y B estan acotados superiormente, probar que C' también lo esta y que sup C' = sup A+sup B.
. Puede darse un teorema analogo para el producto? ;Y si A, B son conjuntos de ntimeros
positivos?

22.- Sea A C R. Probar que s = sup A, si y sélo si, para todo n natural s — % no es cota
superior de Ay s + % es cota superior de A.

23.- Donde esta el fallo en los siguientes razonamientos:
(a) Seax =y, entonces > =xy y 2> -y =zy—v>: Asi, (v +vy)(r—y) =y(x —vy), es
decir, x +y = y. De aqui se sigue que 2y = y y por lo tanto 2 = 1. Contradiccién!!!

(b) Vamos a hallar los = que verifican
r+1 -1

r—1—

Esta desigualdad es equivalente a x +1 > x — 1, o lo que es los mismo 1 > —1. Como esto
es cierto para todo = € R, se sigue que el conjunto de valores que verifican la desigualdad

anterior es R. De esta forma, tomando en particular x = —1 obtenemos
—-1+1 . e
0= . > 1. Contradiccién!!!



