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Introducciéon

El objeto de la Geometria Diofantica es el estudio de las ecuaciones diofanticas,
es decir, el estudio de las soluciones racionales a ecuaciones polinémicas. En este
empeno, dos ramas de las matematicas nos proporcionan muchas de las herramientas
necesarias: por un lado la Teoria de Numeros Algebraicos, que describe los anillos y
cuerpos a los que estas soluciones pertenecen y, por otro, la Geometria Algebraica,
ya que un sistema de ecuaciones polinémicas describe una variedad algebraica.

El caso més sencillo de ecuacion diofantica es una ecuacién polinémica en una
variable,

ant" + an_ 12"+ .+ ax + ag = 0.

Suponiendo que ay, ..., a, son enteros, ;cémo podemos encontrar todas las solu-
ciones racionales de esta ecuacién? La respuesta es sencilla, ya que si (p,q) =1y
x = £ es una solucién, entonces p|ag y q|a,.

Cuando estudiamos ecuaciones en dos variables, la situaciéon cambia totalmente.
Dado un polinomio f(z,y) con coeficientes racionales queremos estudiar las solu-
ciones racionales de la ecuacion f(x,y) = 0. Para ello se estudia el siguiente proble-
ma equivalente: encontrar las soluciones [X,Y, Z] € P?(Q) no nulas de la ecuacién
F(X,Y,Z) =0, donde F(X,Y,Z) es el polinomio que se obtiene homogeneizando
f(z,y). A partir de aqui nos podemos hacer las siguientes preguntas:

e ,hay soluciones racionales?
e ,cuantas hay?, en particular, ;hay infinitas soluciones racionales?

El conjunto de soluciones [X,Y, Z] € P?(C) de la ecuacién F(X,Y, Z) = 0 describe
una curva en el plano proyectivo P?(C). Para una ecuacién lineal es facil responder
a nuestras preguntas, siempre hay infinitas soluciones racionales.

Para ecuaciones polinémicas de grado 2 es méas delicado, pero no mucho més.
Puede que no haya ninguna solucién racional, pero si encontramos una, entonces
tendremos infinitas. Mas atn, el Principio de Hasse-Minkowski nos dice que si
tenemos un polinomio homogéneo cuadratico con coeficientes enteros, entonces tiene
una solucién racional no nula si y sélo si existe una solucion real no nula y una en
los niimeros p-adicos para todo p.

El caso de ecuaciones de grado 3 es totalmente distinto a los anteriores. En
primer lugar no es facil, en general, encontrar soluciones racionales como ocurria
en el caso de ecuaciones lineales. Ademads, no se tiene un andlogo al Principio de
Hasse-Minkowski para polinomios de grado 3, como demostré Selmer ([SEL]) viendo
que la ecuacién 3X3 +4Y3 + 573 = 0 tenfa una solucién no nula en R y sobre los
p-adicos para cada p, pero ninguna solucién racional.

Es el momento de presentar un importante concepto de la Geometria Alge-
braica, el género, que es un invariante de una curva. Las curvas que estan definidas
por polinomios de grados 1 6 2 tienen género 0, por lo que son birracionalmente
equivalentes a la recta proyectiva. Para curvas definidas por polinomios de grado 3
la situaciéon cambia, ya que hay curvas que son birracionalmente equivalentes a la
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v Introduccién

recta proyectiva y otras que no lo son. Por lo que el grado no es buen criterio para
clasificar las curvas; de ahi que hayamos introducido el género.

En el caso de curvas de género > 1 el Teorema de Faltings ([FAL1]) (anteriormen-
te Conjetura de Mordell) asegura que el conjunto de puntos racionales de curvas de
género > 1 es finito.

Para las curvas de género 1 todo lo anterior cambia, pudiéndose dar los tres casos,
es decir, que no tengan puntos racionales, que el conjunto de puntos racionales sea
finito o que éste sea infinito. De ahi que el estudio de curvas de género 1 sea el mas
interesante desde el punto de vista de la Geometria Diofantica. Nos limitaremos a
estudiar aquellas curvas de género 1 que contienen algiin punto racional, las llamadas
curvas elipticas. La teoria de curvas elipticas es rica, variada, e increiblemente vasta.
Ademas, esta teoria proporciona técnicas que pueden ser aplicadas con éxito al
estudio de curvas de género mayor y de variedades (abelianas) de mayor dimensién.

Si tenemos una curva eliptica podemos introducir una operacién y asi dotar al
conjunto de puntos racionales de la curva de una estructura de grupo abeliano.
Esta operacion, dada por el llamado método de las secantes y de las tangentes,
fue introducida por Poincaré, aunque seguramente Fermat ya la conocia mucho
tiempo atras. Ademas Poincaré, en 1901, conjeturé que este grupo era finitamente
generado; en 1923 Mordell lo demostré: si tenemos una curva eliptica E'y denotamos
por E(Q) al conjunto de puntos racionales de E, entonces F(Q) = E(Q)rs ® Z7,
donde E(Q)ors €s el subgrupo de torsién de E(Q), que es finito, y r es el rango. La
parte de torsion es facil de calcular utilizando el Teorema de Nagell-Lutz. Ademaés
ha sido totalmente clasificada mediante el Teorema de Mazur. Sin embargo el rango
no es tan sencillo de calcular, incluso para una curva eliptica dada. Menos atn
se conocen los posibles rangos que pueden darse. Se conjetura que existen curvas
elipticas de rango arbitrariamente alto. De ahi que esta memoria esté especialmente
orientada a describir los ultimos avances en la obtencién de curvas elipticas de rango
alto.

Las curvas elipticas adquieren gran interés en otras ramas de las matematicas,
COmo son:

e Estudio del nimero de clase de cuerpos cuadréaticos imaginarios (en relacién
con la conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer ([GOL])).

e Aplicaciones a la criptografia ([KOB|):

— Factorizacién (H. W. Lenstra).
— Primalidad (Atkins, Morain).

— Criptosistemas basados en curvas elipticas (Koblitz).

e Ultimo Teorema de Fermat (en relacién con la conjetura de Shimura-Taniya-
ma-Weil ([WIL])).

No hay ninguna pretension de originalidad en la memoria, ya que todos los resul-
tados son conocidos. Sin embargo, la memoria aporta algunas demostraciones que
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no aparecen completas en la literatura y también alguna forma nueva de demostrar
resultados conocidos, en particular en los capitulo 1y 7.

En el primer capitulo veremos una serie de conceptos basicos de la teoria de
curvas planas. En concreto, enunciaremos el Teorema de Bézout, que sera funda-
mental en la teoria desarrollada en este capitulo. Estudiaremos las curvas definidas
por polinomios cubicos irreducibles de grado 3. Haremos un desarrollo cuidadoso
y completo del que llamaremos “algoritmo de Weierstrass”, asi como un estudio
completo de cuando se puede aplicar. Es decir, veremos cuando una curva cibica
irreducible puede ser expresada en una forma de Weierstrass. También haremos
un estudio de las curvas dadas en una forma de Weierstrass, para asi obtener una
primera definicién de curva eliptica.

Posteriormente consideraremos una operacién (que daremos explicitamente) que
dotara al conjunto de puntos racionales de una curva eliptica de una estructura de
grupo abeliano.

El capitulo 2 recoge los resultados que necesitamos de los capitulos 1y 2 de [SIL],
aunque hemos desarrollado completamente algunos ejemplos y hemos incluido de-
mostraciones de algunos teoremas que consideramos importantes y que no aparecen
en [SIL]. Daremos una nueva definicién de curva eliptica y comprobaremos que es
equivalente a la formulada en el capitulo anterior.

El capitulo 3 estd dedicado a la demostracion del Teorema de Mordell. Hemos
utilizado como modelo la demostracién de [KNA] que tiene la ventaja de ser “ele-
mental”. Knapp demuestra completamente el caso en que E(Q) tiene tres puntos de
orden 2, y da una idea de cémo probarlo en general. En la memoria desarrollamos
completamente este caso general. Por ultimo, enunciaremos distintas generaliza-
ciones de este teorema.

El capitulo 4 trata sobre el subgrupo de torsion de una curva eliptica definida so-
bre Q. El resultado principal sera el Teorema de Nagell-Lutz, que permite obtener
explicitamente el subgrupo de torsion de una curva eliptica dada. Para su de-
mostracion introduciremos los niimeros p-adicos y la filtracién p-ddica.

Se calcularan explicitamente los subgrupos de torsion de algunas curvas y fami-
lias de curvas. En el caso de las familias se utilizara la reciprocidad cuadratica, asi
como el Teorema de Dirichlet de los niimeros primos en una progresion aritmética.

Enunciaremos el Teorema de Mazur que clasifica por completo los subgrupos
de torsién de las curvas elipticas definidas sobre Q. Por tultimo consideraremos
curvas elipticas definidas sobre cuerpos de numeros, resaltando los avances mas
importantes que se han hecho en torno a la Conjetura de acotacién uniforme hasta
llegar a su demostracion por Merel. Queda pendiente el problema del estudio del
rango, y a €l estan dedicados los tres ultimos capitulos.

En el capitulo 5 veremos que el rango no es facil de calcular en la practica.
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Se obtendra una cota para él, que hacemos explicita en todos los casos ([KNA]
se limita a curvas elipticas con 3 puntos de orden 2) en funcién de los primos de
mala reduccion. Veremos que para buscar curvas elipticas con rango alto habra
que considerar curvas elipticas con discriminante muy grande. Y que las curvas
elipticas tienden a tener rango pequeno. De hecho se conjetura que el rango medio
es menor que 1 ([B-M]). Brumer y McGuinness calcularon el rango para 310716
curvas elipticas (para todas las curvas elipticas definidas sobre QQ de conductor primo
< 10®) y obtuvieron que el rango medio es 0.98.

El capitulo 6 esté dedicado a enunciar algunas de las conjeturas mas importantes
de la teorfa de curvas elipticas, como son la de Birch-Swinnerton-Dyer y la de
Shimura-Taniyama-Weil. La primera nos es de gran interés ya que determina ctal
es el rango de una curva eliptica (comentaremos los ultimos avances realizados
en torno a ella). También se enuncia una conjetura sobre la existencia de curvas
elipticas de rango arbitrariamente grande.

El ultimo capitulo es la parte principal de esta memoria, y esta dedicado a las
curvas elipticas de rango alto. En él se explican los métodos mas relevantes que
se utilizan para obtenerlas. Este capitulo estd basado principalmente en varios
articulos y trabajos de Nagao, Mestre y Fermigier.

En primer lugar, aportaremos una demostracién detallada de por qué la criba
que utiliza Nagao es una buena aproximacién del rango. Para ello se supondran
ciertas las conjeturas de Birch-Swinnerton-Dyer y la de Sato-Tate. Con esta criba
se obtendran curvas elipticas de rango alto definidas sobre Q.

Después haremos un breve estudio de las superficies elipticas, para obtener teo-
remas de especializacion sobre éstas y asi conseguir curvas elipticas definidas sobre
Q(T) de rango alto. Aportaremos un resultado que nos asegura que si tenemos sec-
ciones dependientes en una superfie eliptica, entonces al especializarlas, obtenemos
puntos dependientes en la especializacion de la superficie eliptica en un determi-
nado punto. Ademds, comentaremos un resultado de Silverman que asegura que
el rango de la curva obtenida al especializar es mayor que el rango de la curva
eliptica definida sobre Q(7") en casi todo punto. Asi, construyendo curvas elipticas
definidas sobre Q(7') de rango alto, tendremos muchas posibilidades de encontrar
curvas elipticas definidas sobre Q de rango muy elevado.

Se define una nueva criba, también debida a Nagao, pero esta vez para curvas
elipticas definidas sobre Q(7"). Con ella enunciaremos la Conjetura de Nagao, y
mencionaremos algunos casos en los que esta conjetura es verdadera.

En [MES1], Mestre proporciona un método para obtener curvas elipticas defini-
das sobre Q(7') de rango > 11 e incluye un ejemplo explicito. Nosotros detallaremos
su prueba y daremos una nueva demostracién que hace uso de la especializaciéon de
superficies elipticas.

Posteriormente explicaremos un nuevo método de Mestre, mucho mas potente
que el anterior, para obtener curvas elipticas definidas sobre Q(7") de rango al
menos 12. Expondremos varios ejemplos, uno de Mestre de rango > 12 y otro de
Nagao con rango > 13 (este ultimo obtenido usando la criba para curvas elipticas
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definidas sobre Q(7")). Adema&s daremos un ejemplo de una curva eliptica definida
sobre Q(u, v)(T") de rango al menos 13.

Por ltimo, consideraremos dos ejemplos de curvas elipticas definidas sobre Q.
El primero, de Nagao, define una curva eliptica de rango > 21; y el actual récord,
debido a Fermigier, con una de rango > 22, obtenida a partir de la curva eliptica
definida sobre Q(u,v)(T") de rango > 13 dada por Mestre.

Hay que resaltar que tanto Nagao como Fermigier, como Mestre hacen uso de
computadoras de gran potencia para obtener estos ejemplos. Como se puede obser-
var, los coeficientes y las coordenadas de los puntos son astronémicamente grandes,
de ahi que se necesite usar computadoras capaces de manejar niimeros de muchas
cifras. En la memoria, varios de los cédlculos se han realizado mediante computado-
ras, usando programas matematicos especialmente orientados al manejo de grandes
cifras, como es PARI. También se hizo uso del paquete APECS de MAPLE para el
calculo simbdlico orientado a las curvas elipticas y del paquete Elliptic Curve Cal-
culator para MATHEMATICA, con el que se obtuvieron las graficas que aparecen
en el capitulo 1.

Getafe, Madrid.
Enero de 1998.



Capitulo 1

Curvas cubicas y curvas elipticas.

En este primer capitulo desarrollaremos técnicas bésicas sobre curvas proyectivas
planas. Su parte principal es el estudio de cubicas irreducibles. Veremos cuando
una cubica irreducible definida sobre un cuerpo K tiene asociada una ecuacion de
Weierstrass.

Definiremos curva eliptica en estos términos. Veremos, ademas, como ésta tiene
asociada una ley de grupo, que dota al conjunto de puntos racionales de una curva
eliptica de una estructura de grupo abeliano.

1.1 Conceptos basicos.

En este primer apartado introducimos la nocién de curva proyectiva en P?(K), con
K un cuerpo algebraicamente cerrado (por ejemplo Q,C,F,,... ).

Notacién: Denotaremos por P? al plano proyectivo P*(K), definido sobre el cuerpo
K; y por A% al plano afin A%(K).

Definicién. Sea F(z,y, z) un polinomio homogéneo de grado d > 0 con coeficientes
en K, sin factores repetidos. Se define la curva proyectiva plana C' dada por
F(z,y,2) como

C ={[z,y,2] € P*: F(z,y,2) = 0}.

Definicién. El grado de una curva proyectiva plana C', definida por el polinomio
F, es el grado de F. La curva C se dice irreducible si F' es irreducible.

Definicién. Un punto P = [z, Yo, 20| de una curva proyectiva plana C, definida
por el polinomio F, se dice punto singular s:

OF , _OF , _OF

8—56( )—@(P)—g(P):O-

Una curva se dice que es no-singular (o lisa) si no tiene puntos singulares.

1



2 Capitulo 1. Curvas cuibicas y curvas elipticas.

Definicién. La recta tangente a una curva proyectiva plana C, definida por el
polinomio F', en un punto no singular P € C' es la recta de ecuacion

OF oF OF

5o (P)- X+ 5P Y () Z =0,

Definicién. Sea f(x,y) un polinomio de grado d > 0 con coeficientes en K. Se
define la curva afin plana C definida por f(x,y) como

C" = {(x,y) € A*: f(x,y) = 0}.

A partir de una curva afin C’ obtenemos una curva proyectiva C' anadiéndole a
C" “puntos en el infinito”.

Si identificamos A? con el abierto U = {[z,y,z] € P? : 2 # 0} en la forma
habitual, es decir, mediante la funcién

o : U — A?

Ty
[Zlf,y,Z] DR R
z Z

cuya inversa es
ot A2 — U
(@,y) — [z,y,1],
podemos relacionar una curva afin plana C’ con una curva proyectiva plana C'.

El complementario de U en P? es la recta proyectiva definida por z = 0 que
puede identificarse con P! via la aplicacién:

{z=0} — P!

[2,9,0] — [z,y].
Sea F(x,y,z) un polinomio homogéneo de grado d > 0. Bajo la identificacién de
U con A? anteriormente descrita, la interseccién de U con la curva proyectiva C

definida por F(z,y, z) es una curva afin en A? definida por el polinomio en dos
variables

flz,y) = F(x,y,1).
Si zJF(x,y, z), el polinomio f tiene grado d. Reciprocamente, si f(x,y) es un
polinomio de grado d, es decir,

f(x,y) = Z Qij z'y,
i+j<d

entonces la curva afin C” definida por f(z,y) es la interseccién de U con la curva
proyectiva plana C' definida por el polinomio homogeneizado

zdf (—, Q) = Z a;; o'y’ 24—,

z Z =
i+j<d



1.2. Teorema de Bézout. 3

La interseccion de esta curva proyectiva con la recta del infinito z = 0 es el conjunto
de puntos

{[x,y,0] € P?: Z aigir'y? =0}

0<i<d
Por ser K algebraicamente cerrado, se tiene que 3 «;, 5; € K tales que

Z Qg vy = H (aiz + Biy)-

0<i<d 0<i<d

Llamaremos asintotas de la curva afin plana C’ definida por f a cada una de las
rectas oz + By = 0. Cuando se identifica la recta z = 0 en P? con un P!, estas
rectas corresponden a los puntos [—[3;, o;], que son precisamente los puntos de C'\ C".

Observacién 1.1.1 Hemos conseguido una correspondencia biyectiva entre las cur-
vas afines C’ en A? y las curvas proyectivas C' en P? que no contienen la recta z = 0.

Observacién 1.1.2 Con las notaciones anteriores se tiene que
C lisa = (' lisa.

El inverso no es cierto en general, ya que C' puede tener singularidades en la recta del
infinito 2 = 0. Lo que si podemos decir es que si C' = {[z,y, 2] € P?: F(z,y,2) = 0}
es una curva proyectiva plana, entonces

[0, Yo, 1] € C no singular <= (z, y9) € C’ no singular.

con C' = {(z,y) € A?: F(z,y,1) = 0}.

1.2 Teorema de Bézout.

En esta seccién enunciaremos el Teorema de Bézout, un resultado basico en la teoria
de curvas planas.

Sean F(x) = ag + a1z + ... + a,a" con ag,...,a, € K,a, # 0,y G(z) = by +
biz+...+b,z™ con by, ..., b, € K, b, # 0, dos polinomios de K[z]. Y denotemos
por K, al espacio vectorial de polinomios de K[z] de grado < m. Consideramos la
aplicacion

® KpxKy, —  Kmin
(p,¥) = Fo+Gy.

Definicién. Se define la resultante de F'y G, R, como

RF,G = det(@)



4 Capitulo 1. Curvas cuibicas y curvas elipticas.

Si tomamos la base natural de salida
(1,0),...,(z™1,0),(0,1),...,(0,2"1),

y la de llegada

1 Im—l—n—l
deducimos

ag a; ... a, 0 0 ... 0
0 ay a a, O 0
10 0 ... 0 a a ... ... Qg
Rra = bo by T S | 0
0 by b b, O 0
0 ... 0 b b .. by,

Si

F(l’,y,Z) = ao(x,y) +a1(£E,y)Z—|— cee +a'n(x7y)zn
y

G(z,y,2) =bo(z,y) + bi(z,y)z + ... + bp(x,y)2™

son polinomios en las variables z,y, z, entonces la resultante

RF,G(Ia y)

de 'y G con respecto a z se define de manera andloga al determinante Rpq
sustituyendo a; y b; por a;(z,y) y bj(z,y) coni=1,...,nyj=1,...,m.

Antes de enunciar el teorema de Bézout debemos definir el nimero de inter-
seccién Ip(C, D) en un punto P = [a, b, ¢|] de dos curvas planas C'y D. Si C'y D
estan definidas por los polinomios F(x,y, z) v G(z,y, z), definiremos el nimero de
interseccion usando la resultante de F' y G en un cierto sistema de coordenadas.
Para ver que la definicién es independiente de la eleccién de las coordenadas, vamos
a mostrar que estda univocamente determinado por las propiedades enunciadas en el
siguiente teorema.

Teorema 1.2.1 Hay un inico nimero de interseccion Ip(C, D) definido para todas
las curvas planas C' y D que satisface las siguientes seis propiedades:

(i) In(C, D) = Ip(D,C).

(i1) Ip(C,D) = oo si P pertenece a una componente comin de C' y D; en otro
caso, Ip(C, D) es un entero no negativo.
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(11i) Ip(C,D) =0 siy sdlosi P& CND.

(iv) Para dos rectas distintas el inico punto de interseccion tiene nimero de in-
terseccion igual a 1.

(v) Si Cy y Cy estan definidas por polinomios homogéneos Fi(x,y, z) y Fy(z,y, 2)
y C estda definida por

F(l’,y,Z) = Fl(l’,y,Z) . Fg(x,y,z)

entonces

Ip(C, D) = Ip(C1, D) + Ip(Cy, D).

(vi) Si C'y D estan definidas por polinomios homogéneos F' y G de grados n y
m respectivamente, y E estd definida por FR + G donde R es un polinomio
homogéneo de grado m — n, entonces

Ip(C, D) = Ip(C, E).

Demostracion: Ver [KIR], Teorema 3.18.

Teorema 1.2.2 Si C' y D no tienen componentes comunes y si elegimos coorde-
nadas proyectivas tales que satisfagan las condiciones

(i) [0,0,1] no pertenece a C' U D;

(i1) [0,0,1] no pertenece a ninguna recta que contenga dos puntos de interseccion
distintos de C' N D;

(i7i) [0,0,1] no pertenece a la recta tangente a C' 0 a D en cualquier punto de
CnND;

entonces el ndmero de interseccién [p(C,D)de C'y D en P, con P = [a,b,c] €
C'ND, es el mayor entero k tal que (ay — bx)* divide a la resultante Rpc(x,y). Es
decir,

Ip(C, D) = ordy—te)Rrc(z,y).

Demostracion: Ver [KIR], Teorema 3.18.

Teorema de Bézout. Sean C y D curvas proyectivas planas, de grados m y n
respectivamente, sin componentes comunes. FEntonces hay m - n puntos de inter-
seccion, contando multiplicidades. Es decir,

Z Ip(C,D) =m-n,

PeCnD

con Ip(C, D) la multiplicidad de interseccion en el punto P.
Demostracion: Ver [KIR], Teorema 3.1.

Corolario. Todo par de curvas se cortan en al menos un punto.
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Proposicién 1.2.3 (i) Toda curva plana proyectiva lisa C' es irreducible.

(i1) Toda curva plana proyectiva irreducible C' de grado d tiene a lo mds d-(d—1)

puntos singulares.

Demostracion:

(i) Sea C = {[z,y,2] € P?: F(x,y,2)}, y supongamos que C es reducible, diga-

mos

F(x7y72> = G(a:,y,z) ’ H(x,y,z),

con G y H polinomios homogéneos de grado > 0. Por el corolario anterior,
AP = [x0, Yo, 20] perteneciente a la interseccion de las curvas definidas por
H(x,y,z)y por G(x,y, z), es decir,

H (20,0, 20) = 0 = G(x0, Y0, 20)-

Ahora P es un punto singular de C, ya que

( OF OH 9G
5 (P) = S(P)-G(P)+ H(P)- 2(P) = 0
OF OH G
5y () = 5, (PGP +H(P)-5(P) = 0
OF OH 9G

| 5,(P) = S(P)-G(P)+H(P)-ZT(P) = 0.

Luego C' no puede ser lisa.

Sea C = {[z,y, 2] € P?: F(z,y,z) = 0} una curva proyectiva definida por un
polinomio F(x,y, z) homogéneo de grado d > 0. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que [0,0,1] ¢ C. En tal caso se tiene que el coeficiente de
2% es distinto de 0. Por lo tanto,

oF
Fz(xaya Z) = a(flﬂya Z)

es un polinomio homogéneo de grado d — 1 que no es idénticamente cero. Sea
D ={[r,y,2] € P?: F.(x,y,2) =0}

la curva proyectiva plana definida por F,. Como C' es irreducible y de grado
d, y D es de grado d — 1, no tienen componentes comunes. Aplicando el
Teorema de Bézout a C'y D tenemos que a lo més se tienen d - (d — 1) puntos
de interseccién de C'y D. Ahora bien, como todo punto singular de C' es un
punto perteneciente a C' N D, tenemos el resultado deseado.
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1.3 Puntos de inflexion.

Damos a continuacion dos definiciones de punto de inflexién, una geométrica y otra
algebraica. Veremos que son equivalentes.

Definicién. Sea C una curva proyectiva plana, P € C' un punto no singular y L
la recta tangente a C' en P. Diremos que P es un punto de inflexion de C si

Ip(L,C) > 3.

Para la definiciéon algebraica usaremos el concepto de hessiano de un poli-
nomio F(z,y,z) en un punto P, que se define como el determinante
0PF 0PF 0PF
—(P P
8x2( ) 8x8y( ) 8x8z( )

OPF O*F O*F
OyOx (P) Oy? (P) Y0z (P)
OPF O*F O?F
0z0x (P) 0z0y (P) 922 (P)

Definicién. Un punto no singular P de una curva proyectiva plana C, definida
por un polinomio homogéneo F(x,y, z) de grado d > 0, se dice que es un punto de

inflexion de C si
Hp(P)=0.

Ejemplo 1.3.1 Sea C una curva proyectiva plana de grado d.
Si d =1 = Todos los puntos de C' son de inflexién.

Vamos a demostrar que esta afirmacion es cierta en ambas definiciones:

(i) Se tiene que la recta tangente L a C' en cualquier punto P de C' es la misma
curva C. Por lo tanto:
Ip(L,C) =00 > 3.

Con lo que todo punto de C' es de inflexion.

(ii) Ahora utilizamos la segunda definicién de punto de inflexién. Por ser F'(z,y, 2)
de grado 1 tenemos que
O*F

82152821} j

(P)=0 VP ux;,z;€{x,y,z2}.

Entonces Hp(P) = 0 VP € C, y por lo tanto, todo punto de C' es punto de
inflexién.
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De hecho se tiene el siguiente resultado:

Lema 1.3.1 Sea C = {[x,y,2] € P? : F(z,y,z) = 0} una curva proyectiva irre-
ducible de grado d. Entonces,

todos los puntos de C son de inflexion <= d = 1.
Demostracion: Ver [KIR], Lema 3.32.

Lema 1.3.2 Sea C = {[x,y,2] € P? : F(z,y,z) = 0} una curva proyectiva irre-
ducible de grado 2. Entonces C' no tiene puntos de inflexion.

Demostracion: Vamos a verlo con las dos definiciones.
(i) Por el Teorema de Bézout, dada cualquier recta L en P2, tenemos que
Ip(C,L) <2 VPeCNL.

Y en particular para las rectas tangentes a C' en cualquier punto P de C. Por
lo tanto no hay ningiin punto de inflexién en la curva C'.

(ii) Ahora utilizamos la segunda definicién de punto de inflexién. F'(z,y, z) es un
polinomio homogéneo de grado 2, por lo que es de la forma

F(x,y,z2) = az? 4 2bxy + 2cxz + dy? + 2eyz + f2°.

El polinomio homogéneo F' tiene asociada una forma cuadrética que tiene
como matriz

a b c
A= b d e
c e f

Por ser C' irreducible, tenemos que la forma cuadratica asociada es no dege-
nerada (para ver una demostracién de esta afirmacién ver [HER], Capitulo

13) y por lo tanto
det(A) # 0.

Por otra parte,
Hp(P) = det(A) VP eC.
Por lo tanto,

Hp(P)#0 VP e C;

esto es, C no tiene puntos de inflexion.
([

Si C es una curva proyectiva dada por un polinomio homogéneo F'(x,y, z), hemos
visto que si el grado de F' es 1 entonces todos los puntos de C' son de inflexion, y
si es 2 entonces C' no tiene puntos de inflexiéon. Por lo tanto parad =1y d = 2 los
puntos de inflexién obtenidos por ambas definiciones coinciden. Veamos ahora que
ambas definiciones de punto de inflexién son equivalentes:
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Proposicién 1.3.3 Sea C = {[x,y,2] € P? : F(x,y,2) = 0} una curva proyec-
tiva lisa de grado d > 3. Entonces las dos definiciones de punto de inflexion son
equivalentes.

Antes de la demostracién haremos algunas observaciones.

Observacién 1.3.4 (i) Si F(z,y, 2) es un polinomio homogéneo de grado d > 2
entonces los términos de la matriz del hessiano de F' son homogéneos de grado
d — 2. Por lo que Hp(z,y, z) es un polinomio de grado 3 - (d — 2).

(ii) El ser un punto de inflexién es independiente de la eleccion del sistema de
coordenadas de P2,

Ahora si vamos con la demostracion de la proposicién.

Demostracion: Elijamos un sistema de coordenadas proyectivas tal que P sea el
origen y la recta tangente a C' en P sea el eje x. La ecuacién afin de la curva en
este sistema de coordenadas sera

F(z,y,1) = f(z,y) =y + folz,y) + ...+ falz,y),
donde fi(x,y) i=2,...,d, son polinomios homogéneos de grado i. En particular,
fo(z,y) = ax® + 2Bxy + vy~
Por la primera definicion,
P es punto de inflexién <= a = 0.

Por otra parte, la ecuacién proyectiva de C' en el correspondiente sistema de coor-
denadas proyectivas es

F(z,y,2) = 2"y + 2772 fo(z,y) + ...+ fa(z,y) = 0.

Y el hessiano de F'en P = [0,0,1] es

20 20 0
Hr(0,0,1)=|28 2y d—1|=-2(d-1).
0 d—1 0

Ahora, por la segunda definicién,
P es punto de inflexién <= F(P) = Hp(P) =0<= a =0.
Con lo que hemos visto que ambas definiciones son equivalentes.
O

Ahora vamos a ver un resultado que nos va decir cuantos puntos de inflexién
posee una curva plana proyectiva lisa.
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Proposicion 1.3.5 Sea C' una curva plana proyectiva lisa de grado d > 2. En-
tonces C' tiene exactamente 3d(d—2) puntos de inflexion, contando multiplicidades.

Demostracion: Por el lema 1.3.2, el caso d = 2 estd demostrado. Para d > 3, por
la observacién 1.3.4, Hp(z,y, z) es un polinomio homogéneo de grado 3(d — 2) > 0,
ya que d > 3. Asi Hp define la siguiente curva

D ={[r,y,z] € P*: Hp(z,y,2) = 0}.
Puesto que C es lisa aplicando la Proposicién 1.2.3 tenemos que es irreducible.

Ademéas C' y D no tienen componentes comunes. Si no fuera asi, si C'y D
tuvieran componentes comunes, 'y Hr tendrian factores comunes, de donde todo
punto de C seria de inflexion. Pero esto no puede ser, ya que el Lema 1.3.1 nos dice
que entonces seria d = 1, en contradiccion con la hipdtesis de que d > 2. Aplicando
ahora el Teorema de Bézout tenemos que

Y Ip(C, D) = (grado C)(grado D) = 3d(d — 2).

prPeCnD

Por lo tanto, el niimero de puntos de inflexion, contando multiplicidades, es igual a
3d(d — 2).

1.4 Forma de Weierstrass de cubicas irreducibles.

En esta secciéon K es un cuerpo, no necesariamente algebraicamente cerrado, y K
una clausura algebraica fija.

A partir de ahora, diremos que C' es una curva plana definida sobre K si es
una curva proyectiva plana e irreducible sobre K, dada por un polinomio homogéneo
F(z,y,2) € K[z,y,2].

Los elementos P € C'(K) se llaman puntos racionales de C sobre K.

Si tenemos una curva plana C' definida sobre K de grado 3, en determinadas
condiciones veremos que podremos escribir C' como una curva proyectiva con un
unico punto en el infinito. Mas atin, podremos encontrar un isomorfismo definido
sobre K de tal forma que nuestra curva C' sera isomorfa a otra con ecuacién de la

forma

y2z + a1xYyz + a3y22 =3 + agllsz -+ a4:1722 + aﬁzs,

con ay, as, as, as,as € K. Asi, el tinico punto en el infinito serd el [0,1,0]. A esta
ecuacién se le llama forma de Weierstrass de la curva cibica C dada.
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1.4.1 Algoritmo de Weierstrass.

En este apartado conseguiremos un algoritmo para poner en determinadas condi-
ciones una curva cubica en su forma de Weierstrass.

Vamos a ver cuales son estas condiciones. Se distinguen dos casos:
1.Curva cibica C'y P € C(K) punto de inflexion.

Se consigue mediante un automorfismo del plano, mandando P al punto [0, 1, 0]
y la recta tangente en P a la recta del infinito, esto es z = 0. Comprobémoslo:

Supongamos que C' estd dada por F' = 0 con F' € K[z, y, z] homogéneo de grado
3, digamos

F(z,y,2) = ax® + bxy + cay® + dy® + ex®z + foyz + gy’z + haz® + ky2? + 125,

con a,b,c,d,e, f,g,h, k,l € K.

Sea L la recta tangente a P € C(K), punto de inflexiéon de C. Hacemos el
siguiente cambio:

Hemos transformado linealmente el polinomio F(z,y, z) a Fi(z,y, z). Tenemos asi:
Fi(x,y,2) = d2® +V2?y+ oy’ + d'y* + 2?2+ floyz + gy? 2+ Wa? + kyz? +12°,
cona b, c,d e f,g, VK I €K.

Vamos a ver qué han de cumplir los coeficientes de Fi(x,y, 2):

1. [0,1,00 € C = {[z,y,2] € P*: Fy(x,y,2) = 0} = [d' = 0]

2. La recta tangente en [0,1,0] a C' es

8F1 8F1 aFﬂl .
E(O,l,O) T+ a—y(O,l,O) Y+ E(O’LO) -z =0.

Es decir,
dr+3dy+g'z=0.

Sabemos que la recta tangente a C' en [0,1,0] es z = 0. Usando que d’ = 0,
se tiene

d=0] y |g#0

3. Tenemos que [0, 1,0] es un punto de inflexién de C, por lo tanto,

Hp, (0,1,0) = 0.
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Es decir,
20 2¢ f
2¢ 6d 2g | =24Vd'k +8cg f —6f*d + 8¢V + 8K'¢* = 0.
f/ 29/ 2]{3/

Usando 1y 2 obtenemos que
V=0

Ahora utilizando lo anterior tenemos que como ¢’ # 0 podemos dividir por ¢,
teniendo la misma curva, pero ahora dada por el polinomio:

Fy(x,y,2) = Ax® + Ex?z + Goyz + y*z + Hoz? + Ly2* + M2°

con A,E,G H, L,M € K. Ademas se tiene que A # 0, ya que de lo contrario
podriamos escribir

Fy(z,y,2) = z-G(x,y, 2)
con G(z,y,z) € K[z,y, z| homogéneo de grado 2. Pero esto contradiria la hip6tesis

de que C' era irreducible.

Hagamos ahora el siguiente cambio:

r — Az
y — A%y

z — oz
Asi obtenemos
Fy(x,y,2) = A'2® + EA* 0?2 + GA’vyz + APz + HAz2* + LA%y2* + M 2>,

Si finalmente dividimos por A* y cambiamos el nombre de los coeficientes obtenemos
que nuestra curva es

C ={[z,y,2] € P*: 2+ ayayz + azyz*> = 2° + apr’z + ayxz® + ag2® a; € K},

como queriamos.
2.Curva cibica C'y P € C(K) punto no singular y no de inflexion.

En este caso, si car(K) # 2, podemos utilizar un argumento algo més compli-
cado, ideado por Nagell ([NAGI1]), para reducir a una ecuacion de Weierstrass de
la forma

2y? = 2 4+ ax’z + bxz® + c2® cona,b,c€ K,

que se denomina forma normal de Weierstrass.
Lema 1.4.1 Sea C' una cibica definida sobre K, y sean P,Q € C(K). Sea L la

recta que une Py Q. Entonces el tercer punto de corte de C con L (contando
multiplicidades) es tambien racional.
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Demostracion: Supongamos que C' estd dada por un polinomio homogéneo F' €
Klz,y,2]. Se tiene que la recta L que une a P con @ estd definida sobre K, y
podemos suponer que su parte afin esta dada por y = mz +n con m,n € K. Los
puntos C(K) N L cumplen F(z,mz + n,1) = f(z,mz + n) = 0, si tenemos P =
(zp,yp), Q = (29, vq) € C(K)NLentonces f(z,mz+n) = c(z—zp)(z—2q)(z—zr)
y por lo tanto el punto (zg,zpm +n) € C(K)N L ya que f(z,mz + n) € K[z].

a

Sea L la recta tangente a C' en P; como P no es un punto de inflexién se tiene
que Ip(L,C) = 2. Ademas, por el Teorema de Bézout, debe existir un punto Q # P
tal que @ € C(K)N L. Por el Lema 1.4.1, tenemos que ) € C(K).

Ahora, hacemos cambios de coordenadas lineales de tal forma que

{ Q@ —— [0,0,1]

L — z=0.

De esta forma P sera un punto en la recta 2 = 0, distinto de [0,1,0] ya que si no C
seria reducible. Ademds, el coeficiente de 22 es 0.

Al tomar la parte afin de C, es decir,
C'={(z,y) € K*: F(z,y,1) =0},

estamos en la situacién siguiente

La curva C' viene dada por f(z,y) = F(z,y,1) = 0, donde
f(.??,'() = fl(:v)y) + f2(33,y) + fS(xay)7

con fi(x,y) polinomios homogéneos de grado i.
El eje y corta a la curva C' en P = (0,yo) para algin yo € K, y en (0,0).

Ademds yo # 0 ya que P no era punto de inflexién de C' y por lo tanto tampoco
(0,90) lo es de €. Busquemos los puntos de ¢’ N {z = 0}:

O:.f(())y) = fl(ovy) + fZ(an) + f3(07y):
= y-f(0,1) + ¥ £2(0,1) + ¥ f5(0,1) = (1.1)
=y [fi(0,1) + y-f2(0,1) + y*- f3(0,1)].



14 Capitulo 1. Curvas cuibicas y curvas elipticas.

Por otra parte, sabemos que C' N {x = 0} = {P,Q} con @ simple y P doble (por
ser {x = 0} la tangente a C’ en P). El punto ) = (0,0) corresponde a la solucién
y = 0 en la ecuacién (1.1). El punto doble P = (0, o) es raiz doble de la ecuacién
cuadratica

F10,1) +y - £2(0,1) + 42 - f3(0,1) = 0.

Tenemos asi que el discriminante es 0, esto es,

[£2(0,1)]* = 4£,(0,1) f5(0,1) = 0. (1.2)
Ahora si consideramos el corte de la recta y = tx con C”, obtenemos
0= f(z,tx) = filz,tz) +  folwtz) +  folw,to) =

= l’fl(l,t) + l’z'fg(l,t) —+ 1’3'f3(1,t):
= X [fl(l,t) + x- fg(l,t) + x? - fg(l,t)]

Descartando el caso x = 0, obtenemos:

o —ht) = VIR OP — A1 8f(1,1)
2f3(1>t)

Si hacemos el cambio
s =2f3(1,t)x + f2(1,1),
obtenemos
s = [fo(L,0)]? = 4f1(1,8) fs(1,1) = G(2).
En principio el grado de G(t) es 4, pero vamos a ver que realmente es 3. Para ello,
primero veamos que el coeficiente de t* es 0.

Sea f(2,4) = ful2.4) + faley) + fuly) con f,(z,y) polinomios homogéneos
de grado i, es decir,
f3(z,y) = az® + bry? + cx’y + dy?,
folz,y) = ex® + fry + gy,
fi(z,y) = hx + ky.
Entonces,
f3(1,t) = a + bt* + ct + dt3,
f(1,t) = e+ ft+ gt
El coeficiente de t* en G(t) es
g% — 4kd.

Obsérvese que es identicamente igual a (1.2), por lo que

92 —4dkd = [f2(07 1)]2 - 4f1(07 1)f3(07 1) =0.

Y con esto hemos visto que el coeficiente de t* es 0. Ahora hemos de ver que el
coeficiente de grado 3 es distinto de 0. Tenemos la curva afin dada por

f(z,y) = ax® + bay? + ca’y + dy® + ex® + fay + gy* + ha + ky + L.
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(i) El punto (0,0) pertenece a C', por lo tanto f(0,0) = 0, es decir,
=0
como ya sabiamos.

(ii) El punto (0,y0) es no singular. Ademdas podemos suponer sin pérdida de
generalidad que
haciendo un simple cambio lineal de coordenadas.
(iii) El punto (0,0) es simple, por lo que se tiene
F0,y) = dy’ + gy* + ky = y - (dy* + gy + k),
y en consecuencia . Ya que de lo contrario tendriamos
f0,9) =y*- (dy +g)

y (0,0) seria un punto doble, en contra de las hipétesis. Por ser k # 0,
podemos dividir por d sin variar la curva. O lo que es lo mismo, tomar

=1}

(iv) Tenemos (0, —1) € C. Es decir,

0=f(0,~-1)=-d+g—k=[g=k+d|

(v) Ademés tenemos la condicion
g* —4kd = 0.
Juntando las condiciones (iv) y (v), obtenemos la condicién
(k—d)? =0.

Por lo tanto k = d. Por la condicién (iv) obtenemos g = 2k. Y uniéndolo con el
hecho de que k =1

k= = d

(1.3)

= =

Ahora, el término de ¢3 en G(t) es
2fg — A(hd + kb).

Queremos ver que es distinto de 0. Y para comprobarlo, supongamos lo contrario,
es decir, que 2fg — 4(hd 4+ kb) = 0. Uniendo esto con (1.3), deducimos

f=h+b. (1.4)
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Tenemos

0
a—i(x, y) = 3ax? + by® + 2cxy + 2ex + fy +h

0
8—f(x, y) = 2bxy + cx® + 3dy* + fx + 29y + k.
Y
Si imponemos las condiciones (1.3) y (1.4) en el sistema, y lo evaluamos en el punto
no singular (0, —1) conseguimos

af B
ge =0
aof B
a—y(o,—1) =0

lo cual contradice la hipétesis de que el punto (0, —1) es no singular. Por lo tanto
el coeficiente de grado 3 en G(t) es distinto de 0.

Hemos obtenido que
s> =at® + bt* +ct +d.

s =a%y
t = ax,

Y haciendo el cambio

la curva C' viene dada por
y? =2° + A2® + Bo + C.

Ahora homogeneizando, es decir, haciendo el cambio

tenemos nuestra curva dada por la forma de Weierstrass

Y27 = X3+ AX?Z + BXZ*+CZ3.

1.4.2 Condiciones necesarias y suficientes para aplicar el
algoritmo de Weierstrass.

Tenemos una curva C' proyectiva plana irreducible definida por un polinomio ho-
mogéneo de grado 3 sobre K. Ahora nos preguntamos:

., Cuando puedo encontrar un isomorfismo, definido sobre K, de tal forma que
C 2 {[r,y,2] € P?: y?2 + a12yz + azyz? = 23 + ap2?z + agx2® + ag2® a; € K}?
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Una condicion necesaria y suficiente para poder encontrar dicho isomorfismo es que
C(K) # 0.
El algoritmo de Weierstrass nos muestra que la condicion es suficiente ya que:
(i) Si P € C(K) es un punto de inflexién podemos aplicar 1 del algoritmo.
(ii) Si P no es de inflexién y es no singular aplicamos 2.

(iii) Si P es singular entonces es un punto doble (como veremos en la seccién
§1.1.5). Por el Teorema de Bézout existe Q € C(K) (corte de cualquier recta
que pase por P con C) no singular. Ademés, por el Lema 1.4.1, Q € C(K) y
entonces aplicamos el algoritmo a Q).

Distinguiremos dos casos, cuando K es algebraicamente cerrado y cuando no lo es.
1. K algebraicamente cerrado.

Se tiene el siguiente hecho importante:
K=K = #C(K) = c0.

Por ser C' una curva irreducible el nimero de puntos singulares es finito, por la
Proposicion 1.2.3. Entonces podemos coger un punto no singular de C'(K) y aplicar
el apartado 2 del algoritmo de Weierstrass para asi conseguir poner C' en su forma
de Weierstrass.

En particular si C' es no singular, C' tiene un punto de inflexién, por la Proposi-
cion 1.3.5. Entonces en este caso también podemos aplicar el apartado 1 del algo-
ritmo de Weierstrass para conseguir poner C' en su forma de Weierstrass.

En definitiva, si K es algebraicamente cerrado, siempre podemos encontrar una
ecuacion de Weierstrass para C.

2. K no algebraicamente cerrado.

En este caso no siempre vamos a poder poner la curva C' en su forma de Weiers-
trass. Por ejemplo si K = Q, que es el caso que mas nos interesa, Selmer did el
siguiente ejemplo:

C(Q) = {[r,y,2] € P*(Q) : 32° + 4y® + 52° = 0}

y demostré que #C(Q) = (. Para ver la demostraciéon de este hecho ver [SEL] o
[CAS], Capitulo 18. En este caso no podemos aplicar el algoritmo de Weierstrass.

De hecho es claro que no podemos ponerlo en la forma de Weierstrass, ya que
no tiene ningtin punto y la forma de Weierstrass siempre tiene el punto [0, 1, 0].



18 Capitulo 1. Curvas cuibicas y curvas elipticas.

1.5 Curvas en forma de Welierstrass.

En esta seccion supondremos que ya tenemos una curva C' dada por una ecuacién
de Weierstrass. Como hemos visto en la seccién §1.4.2 basta con que C(K) # ().

Consideremos una curva de la forma

C = {[z,y,2] € P*: y?*2 + ayzyz + azyz® = 2° + apx’z + ay22* + as2’}.

Diremos que C' esta definida sobre K si ay, as, a3, aq, ag € K y lo denotaremos por
C/K. Asi, O =0,1,0] € C es un punto de inflexién de C'. Si tomamos coordenadas

no homogéneas

obtenemos la curva afin dada por
2 _ .3 2
Y+ a2y +asy = x° + a2x” + a4 + ag.
Podemos reducir aun esta ecuacién:

e Si car(K) # 2, hacemos el siguiente cambio

{x —
y — 5y —az—as),

y conseguimos describir la curva con la ecuacion

y2 = 4(133 + bg.ﬁ(]z + 2()4213‘ + bﬁ

donde
b2 = CL% + 4&2,

b4 :2a4 + aas,
bﬁ :a§ + 4&6.

e Si car(K) # 2,3. En la ecuacién (1.6), hacemos el cambio

xr — 3b2
X
36
v
y 216°

obteniendo la ecuacién

y? = 4a3 — 27c,x — Hdcg |,

con
Cy = b% — 24b4,
Ceg = bg + 36b2b4 - 216b6

(1.5)
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Y podemos hacer un cambio para dejar mas simplificada atin la ecuacién,
Tz — 4z,
42
y = Z,

y asi tenemos que C esta dada por la ecuacién

y? =24+ A2+ B (1.10)
con
7
- —4_3047
(1.11)
27
SRR

Nota: A partir de ahora car(K) # 2,3.

Observacién 1.5.1 Si tenemos una curva C' definida sobre R, en particular sobre
Q, dada por una ecuacién de Weierstrass, podemos ver graficamente cémo va a ser
la parte real de C.

Si
C'={(z,y) e R* 1 y* = 2° 4+ Az + B},

va a haber cuatro tipos de graficas de C’, dependiendo de cémo son las raices de

f(z) = 2® + Ax + B. Si escribimos

f(z) = (z = a)(z = B)(z - ),
se va a tener la situacidn siguiente

. Sia € Ry 3,7 ¢ R, entonces C' es graficamente de la forma:
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2. Si o, 0,7 € R distintas.

3. a=p=~v€eR.

Capitulo 1. Curvas cibicas y curvas elipticas.
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4. o,8,7v € R «a = 3 # v. Tenemos dos posibilidades dependiendo de si las
tangentes al punto singular son reales o complejas.

Veremos que los casos 1 y 2 son el caso de una curva lisa, mientras que los casos
3 y 4 son curvas singulares.

Supongamos que tenemos un punto P = (zg,yo) que satisface la ecuacién de
Weierstrass en su forma afin,

fly) =y + arwy + asy — 2° — ap2® — aqr — a6 = 0.

Asumimos que P es un punto singular de la curva definida por los puntos que
satisfacen f(z,y) = 0. Por ser punto singular satisface que

af

5;(53(»90) =0,
0
gg(iﬂnyyo) = 0.

Hacemos el desarrollo de Taylor de f(z,y) en P = (20, y0)

Fay) =y = o) = oz —20)] - [(y = wo) = Bz — o)) = (x —20)”  (1.12)

para algunos o, € K.

Definicién. Sea P = (zo,yo) un punto singular de una curva cibica irreducible
afin. Diremos que

e P es unnodo sia# (3 en (1.12).

o P ¢s una cispide si o = 7 en (1.12).
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Es decir tenemos:
e En el caso de un nodo. Hay dos rectas tangentes, que son:
{ Y — Yo = a(z — xo),
Y —yo = Bz — z0).
e En el caso de una cispide. Hay una recta tangente doble que es:

y—yoza(x—xo).

Ahora veremos que en una curva cubica irreducible sélo hay, como mucho, un
punto singular.

Proposicion 1.5.2 Sea C' una curva ciubica proyectiva irreducible. Entonces C
tiene como mucho un punto singular.

Demostracion: Supongamos que hay mas de un punto singular. Sean P y () puntos
singulares distintos. Consideremos la recta L que pasa por ambos puntos. Por ser
P y @ puntos singulares se tiene que

Ip(C, L), Io(C, L) > 2.

Como (' es irreducible, entonces C' y L no tienen componentes comunes. Por lo que
podemos aplicar el Teorema de Bézout

3 = (grado(C)) - (grado(L)) = Y Ip(C,L) > Ip(C,L) + Io(C,L) > 4.

Por lo tanto como mucho existe un punto singular.

Definicién. Sea C' = {[x,y, 2] € P?: y?2 = 2® + Azx2® + Bz3}. Definimos:
e FEldiscriminante de C es A := —16(4A4% + 27B?).
(44)°
N
Observacion 1.5.3 Supongamos que tenemos, como al principio del apartado, una
curva C' definida por una ecuacién de Weierstrass,

e [linvariante j de C es j := 1728

C = {[z,y,2] € P*: y?2 + ayzyz + azyz® = 2° + a2’z + ay22® + ag2”}.

Entonces el punto O = [0, 1, 0], que jugara un importante papel en los apartados
siguientes, es un punto no singular de '; més aun, es un punto de inflexién de C.
Con esto tenemos que el inico punto en el infinito de C' es O. Y escribimos

C(K) ={(z,y) € A% : Y’ + aray + azy = 2° + a20” + asx + ag} U {O}.
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Comprobemos estas tltimas afirmaciones:

e O es no singular. Es fécil verlo, ya que si definimos

F(z,y,2) = v*2 + ayayz + azyz® — 2° — a2’z — ayx2® — ag2”

Y

23

entonces OF
5(0) # 0.
e O es punto de inflexion. Se tiene que
OF OF OF
Ox? (P) 0xdy (P) 0x0z (P)
0 0 a
OF OF oF !
Hp(P) = Py —(P Py|=10 0 2 |=0.
F( ) ayax( ) ayg( ) ayaz( ) o 5 2@3
OF OF oF
0z0x (P) 020y (P) ﬁ(P )

También podemos verlo con la otra definicién de punto de inflexién. Es decir,
viendo que el tnico punto de corte con la recta tangente es J. La recta

tangente a C'en O es z = 0. Y tenemos
CNn{z=0} ={[z,y,2] € P*: F(x,9,0)} = 2°* = 0.

Por tanto, el tinico punto de corte es O = [0, 1, 0].

Ahora supongamos que nuestra curva es de la forma
y* = f2) = (z — )2 — as)(z — as)
con ai, s, a3 € K. Definimos el discriminante de f como
d=(a; — ) (g —a3)? - (g — a3)”.
Y si f(x) esta dado en la forma
f(x)=2"+ Az + B
entonces, mediante un sencillo célculo llegamos a que
d=—4A® —27B>
Por lo tanto, si nuestra curva es
C={(r,y) € A*:y* =2° + Az + B} n {0},

entonces

A =24

Con esto vamos a clasificar nuestras curvas cibicas irreducibles.

(1.13)
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Teorema 1.5.4 Sea C' una curva cubica irreducible dada por su ecuacion normal
de Wezierstrass,
C:y*=f(z) =2+ Az + B.

Entonces
C es singular <— A =0.

— d=0.
<= f tiene raices repetidas.

Demostracion: Es obvio, por la definiciéon del discriminante, que d = 0 es equi-
valente a que f(z) tenga raices repetidas. También es obvio que A =0 <= d =0,
por la relacién (1.13). Por lo tanto, sélo nos queda ver que C' es singular si y sélo
si d = 0. Nuestra curva viene dada por

C:zy* =12° + Ar2® + B>

Pongamos F(z,y,2) = 2y* — 2® — Axz? — B2®. Sabemos que el tinico punto de
interseccion de C' con la recta del infinito, z = 0, es O. Y ademas hemos demostrado
que no es singular. Por lo tanto, si un punto P = [x¢, Yo, 20] € C es singular se
tiene que zy # 0. Asi que podemos suponer que zp = 1. Ahora bien, si un punto
P = [x0, 40, 1] € C es singular se ha de tener que

oF oF oF
%(fﬂo,yo, 1) = a—y(ﬂfo,ym 1) = g(!ﬁo,yo, 1)=0.
Es decir,
—32—-A =0, (a)
2y0 = 07 (b)

ye—2A—-3B = 0. (¢

La ecuacién (b) nos dice que yp = 0. Ahora vamos a distinguir dos casos, cuando
A # 0y cuando A = 0.

1. A#0.
3
Entonces por (c¢) tenemos xy = —5 sustituyendo esto en (a) obtenemos
1 2 3
2. A=0.
Tenemos

31’0:0<:>LL’0:O,
3B =0 B = 0.

Con lo que llegamos a que esto ocurre si y sélo si d = 0.
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Observacién 1.5.5 Vamos a clasificar las ciibicas definidas sobre R, en particular
sobre Q, que tienen una ecuacion de Weierstrass de la forma

C:y*=2+Ax + B.
Para ello vamos a utilizar el discriminante de C'. Van a ocurrir varios casos. Sea
flx)=2*+ Az + B
y A el discriminante de la curva definida por
C={(z,y) € A*:y* =2°+ Az + B} U{O}.
1. A # 0= C es lisa. Se tienen los dos casos siguientes:

(a) A < 0= La ecuacién f(x) = 0 tiene una sola raiz real, y el grafo real
afin de la curva tiene una séla componente conexa.

(b) A > 0 = La ecuacién f(x) = 0 tiene tres raices reales distintas, y el
grafo real afin de la curva tiene dos componentes conexas: una no com-
pacta, que es la componente de la curva cuyo cierre proyectivo contiene
a O, y una compacta, de forma oval.

2. A = 0 = (C es singular y contiene un sélo punto singular. Este caso se divide
en tres subcasos. Como el polinomio f(x) tiene al menos una raiz doble,
escribimos f(z) = (z — a)*(z — 3) y como f(x) = 2* + Ax + B obtenemos que
2a+ =0, por lo tanto f(z) = (x — a)?*(z + 20).

(a) @ > 0 = El grafo real afin tiene una tnica componente conexa, que
posee un punto doble en x = «. Las tangentes en el punto doble tiene
pendientes reales distintas.

(b) @ < 0 = El grafo real afin tiene dos componentes conexas: una no
compacta, y un punto aislado de coordenadas (c, 0). De hecho este punto
es de nuevo un punto doble, pero con tangentes distintas de pendientes
complejas.

(¢) a =0 = La curva tiene una cispide en (0,0), es decir las tangentes en
el punto singular (0,0) son la misma.

A las curvas que cumplen las condiciones de 2(a) y 2(b) las llamaremos ciibicas de
degeneracién multiplicativa y al caso 2(c¢) cibicas de degeneracién aditiva.
El porqué de estos nombres se vera claro al ver la proposiciéon 1.6.7. Para diferenciar
los casos de degeneracién multiplicativa, llamaremos degeneracion multiplica-
tiva split al caso 2(a) y degeneracién multiplicativa no split al caso 2(b).
Todo esto se resume en la siguiente tabla:
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C lisa C singular
A#0 A=0
f(z) = (2 = a)(z = B)(z — ) f(z) = (z - a)’(z + 20)
aFp#y
A<O A>0 a#0 a=0
aeR,6,7¢R a, B,y €R Degeneracién Degeneracién
multiplicativa aditiva,

split no-split

a>0 a <0

El caso de degeneraciéon multiplicativa tambien se conoce con el nombre de
clibica nodal y al caso de degeneracién aditiva con el de ciibica cuspidal.

Definicién. Sean Cy y Cy curvas proyectivas planas irreducibles. Una aplicacién
racional entre 1 y Cy es una aplicacion de la forma

QS 00— C,
¢="[fo, f1, fo]

donde fo, f1,f2 € K(z,y,2) (el cuerpo de fracciones de K[z,y,z]) tienen la pro-
piedad de que para todo P € Cy en donde fo, fi, fo estén definidas,

¢(P) = [fo(P), f1(P), fo(P)] € Cy.

SiIN e K tal que Mo, M1, A € K(z,y,z) entonces diremos que ¢ estd definida
sobre K.

Diremos que 'y y Cy son birracionalmente equivalentes si eriste una apli-
cacion racional de Cy en Cy con inversa racional.

Ahora vamos a ver un resultado relacionado con esta tiltima definicién que serd
importante en lo que definiremos como curva eliptica.

Proposicién 1.5.6 Sea C' una curva cibica proyectiva dada por una forma de
Weierstrass. Si C' es singular = C es birracionalmente equivalente o P,
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Demostracion: Sea

C ={[r,y,2] € P?: y?z + ayzyz + azyz* = 2% + ar?z + ay22* + a2’} =
{(z,y) € A2 : 42 + qyzy + asy = 23 + axa® + asx + ag} U {O}.

y P = (x¢,10) el punto singular de C'. Hacemos el cambio siguiente:

r —— T+ Xy,
y = Y+

Con él obtenemos que (0,0) es el punto singular. Y la parte afin de C' viene dada
por
v+ by = 2 + bya?,

3

va que si f(z,y) = y* + aixy + azy — 13 — ax? — ayx — ag obtenemos:

e (0,0) e C = f(0,0) =0=ag = 0.

e P es singular: %(0,0) = %(0,0) =0= b, =03=0.
Asf obtenemos que C' = {(z,y) € A% : y> + bizy = 23 + by} U {O}. Y podemos

construir la siguiente funcién racional:

¢p: C — P!
(z,y) — [z,y]
con inversa
ot P — C
[1,t] —— (2 + byt — by, 3 + byt? — bat).
Por lo tanto P! y C son birracionalmente equivalentes.

|

Definicién. Una curva eliptica es una curva proyectiva plana E lisa de grado 3
Junto con un punto O € E. Lo denotaremos por (E,O).

La curva eliptica (E,O) es definida sobre K, y escribiremos E/K, si E estd
definida sobre K y O € E(K). A los puntos P € E(K) les llamaremos puntos
racionales sobre K.

Con esta definicién hemos excluido a las curvas cibicas singulares. En el capitulo
2 daremos una nueva definicion de curva eliptica que sera totalmente equivalente a
esta definicion. En la proposicion 1.5.6 vimos que una cubica singular es birracional-
mente equivalente a P!. Esta sera la razén por la que excluimos las curvas ctibicas
singulares. Ya que como veremos en el capitulo 2 una curva eliptica es una curva
lisa de género! 1. Y con esta definicién excluimos el caso de curvas birracionalmente
equivalentes a P!, que tienen? género 0.

Vamos a utilizar el invariante j para clasificar las curvas elpticas.

IPara ver la definicién de género ver el capitulo 2.
2Ver ejemplo 2.5.4.
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Teorema 1.5.7 Dos curvas elipticas son isomorfas (sobre K ) si y solo si tienen el
mismo tnvariante j.

Demostracién: Supongamos® que car(K) # 2,3. Sean C} y Cy las curvas elipticas
dadas por

Cr:y*=2>+Ar+ B

C2 . (y/)2 — (SL’/)?’ —|—AII, + B/.

Como veremos en el teorema 2.6.1, el inico cambio de variables fijando [0,1,0] y
preservando la forma de Weierstrass de la ecuacion de la curva es de la forma

r =u?r +r,
y = udy +ulsr +t,

con u,r,s,t € K,u+# 0. Asi, si C7 y Cs son isomorfas, una se transforma en la otra
mediante un cambio de la forma anterior. Y un sencillo calculo nos muestra que si
denotamos por j; al invariante j de C; y js al de C5 obtenemos que

J1 = Ja
Supongamos ahora que j = j; = jo. Entonces

(14 Ay

AA3 1 27B? ~ 4(A)3 +27(B')?’

y simplificando obtenemos
A3(B/>2 — (A/)3B2.

Buscamos un isomorfismo de la forma (z,y) = (u?2’,uy’) y consideramos tres
Casos:

1. A=0. Entonces j =0y B # 0 ya que A # 0. Obtenemos un isomorfismo
usando u = (B/B')"/S.

2. B =0. Por tanto 7 = 1728. Entonces A # 0 ya que A # 0. Consegimos un
isomorfismo usando u = (A/A")Y/4.

3. AB # 0. Por lo que j # 0,1728. Entonces A'B’ # 0 ya que si uno es
cero el otro también y entonces A = 0, contradiccién. Entonces tomando
u=(A/A)* = (B/B")"% obtenemos un isomorfismo.

Teorema 1.5.8

{ Curvas elipticas definidas sobre K} /{Isomorfismos} = K.

3Para los casos car(K) = 2,3 ver [SIL], Apéndice A, Proposicién 1.2,b.
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Demostracion: Basta con ver que para jo € K existe una curva eliptica (definida
sobre K(jp)) con invariante j igual a jo, asi obtendremos la sobreyectividad. La
inyectividad nos la da el teorema anterior.

Supongamos que jo # 0, 1728 y tomemos la curva

36 1

C :y? =23 — - )
R | TR Lo

Calculando obtenemos:

Jo®
A= —" = Jo.
Go — 17288 ¥ =0
Entonces C' es la curva eliptica que buscdbamos (en cualquier caracteristica) para
Jjo # 0,1728. Para completar la lista usamos las curvas

C:y>+y=2a° A= -27 j=0;
C:y’=a+x A = —64 j =1728.

Hacemos notar que en caracteristica 2 y 3, 1728 es igual a 0. En ambos casos una
de las dos curvas es no singular.

1.6 Grupo abeliano asociado a una curva eliptica.

Vamos a dotar a una curva eliptica de una estructura de grupo abeliano.

Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo K, con un punto O € E(K).
Consideramos P y Q € E(K), y tomemos la recta que los une. Entonces, por
el Lema 1.4.1, se tiene que el tercer punto de corte, que denotaremos por P * (),
pertenece a E(K). En el caso P = @, tomaremos la recta tangente a E(K) por P,
y esta recta cortard (de nuevo usando el Teorema de Bézout y utilizando el hecho
de que F es lisa) a E en otro? punto de F(K), que denotaremos por P * P.

Asi se obtiene una ley de composicién .

4En el caso de que P sea un punto de inflexién de E, el tercer punto de corte es el mismo P.
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Px(@Q con P#Q

C
P« P

Observacién 1.6.1 Se verifican de forma inmediata las siguientes propiedades de
la ley de composicion *.

i) PxQ=Q*P YPQe€ E(K).
(ii) (P*xQ)*xQ =P VPQ € B(K).

Ahora vamos a considerar todos los puntos racionales de una curva eliptica
definida sobre K. Y vamos a dar una ley de composicién en E(K) para dotarlo de
estructura de grupo. Dados cualesquiera dos puntos P,Q € E(K), tenemos definido
un tercer punto P+ (@) € E(K). Y ahora nos preguntamos qué estructura algebraica
tiene E(K') junto con la ley de composicién *. Por ejemplo,

ies (E(K),*) un grupo?

Desafortunadamente, no es un grupo en general, ya que no hay un elemento
identidad. Pero modificando un poco esta ley de composicién, podemos conseguir
que E(K) sea un grupo (haremos que O € E(K) sea el elemento neutro de nuestra
proxima ley de grupo). La ley de grupo, a la que denotaremos por @, va a ser:
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Ley de grupo: Sean P,Q € E(K), L la recta que une P,Q (recta tangentc en P
a B(K)si P=(@Q)y P*Q el tercer punto de interseccién de L con E(K). Sea L'
la recta que une P * @) con O. Entonces P & Q es el tercer punto de interseccién

de L'y E(K). Es decir,

POQ =0 (Px*xQ)

Graficamente,

P& Q con P#Q

PoP

Antes de estudiar las propiedades de @, recordamos el siguiente teorema:

Teorema 1.6.2 Sean Py, ..., Py, 8 puntos de P* en posicién general (es decir, no
hay cuatro de los puntos en una recta y no hay siete de los puntos en una conica).
Entonces existe un noveno punto () tal que toda cibica que pase por Py, ..., Py pasa
por Q).
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Demostracion: Una cubica plana viene dada por

C={[x,y,2] € P*: F(a,y,z) =0},
con F(x,y,z) € K|z,y, z] homogéneo de grado 3. Es decir F' es de la forma
F(z,y, 2) = a12° +aox®y+asr’z+asxy’ +asr02* +agy’ +ary° 2 +agy 2> +ag 2> + a0y 2

con aq,...ap € K. Vemos que F tiene 10 coeficientes.

Por estar los 8 puntos en posicién general, las condiciones lineales F/(P;) = 0,
1 =1,...,8 sobre los coeficientes de F' son independientes. Por tanto las cibicas
planas que pasan por P, ..., Py forman un espacio vectorial de dimension 2.

Sean C; y (5 dos cibicas independientes tales que Py, ..., Ps € C; N Cy. Sean
F\,F, € Klz,y, z] los polinomios homogéneos de grado 3 que definen las curvas C
y (5 respectivamente. Entonces, cualquier ciibica que pase por P, ..., Py estard
definida por un polinomio homogéneo con coeficientes en K de grado 3 de la forma

F(l’,y,Z):)\Fl(l',y,Z)‘l‘,UFQ(l',y,Z) )\,,UEK. (114)

Por el Teorema de Bézout, C; y Cs tienen 9 puntos en comun, por lo que existe un
noveno punto ¢ € C; N Cy tal que @Q # P;, © = 1...8. Por lo tanto toda cibica
definida por (1.14) pasa por el noveno punto (). Y esto demuestra el teorema.

Ahora veamos las propiedades de .

Propiedades de @®:
(i) PoO =P VP € E(K).
(i) PeQ=Qa® P VP Qe E(K).

(i) VP € E(K),3P" € E(K) tal que P@® P’ = O. A P’ lo denotaremos por SP.
Y de hecho se tiene
oP =(0x0)x*P.

(iv) VP,Q, R € E(K) se tiene
(PPQ)®R=P® (Q®R).

Demostracion:

(i) Por definicién,

PO :=0x%(Px0,).

Utilizando la observacién 1.6.1 tenemos que

Ox(PxO)=(Px0)«x0=0.



1.6.

Grupo abeliano asociado a una curva eliptica. 33

(ii) Es obvio por la construccién de @ y por la observacién 1.6.1 que

(iii)

(iv)

PeQ=0%x(PxQ)=0%x(Q*xP)=Q&P.

Definimos 6P := (O % O) * P. Entonces utilizando de nuevo la observacion
1.6.1 y la definicién de @,

P®(©GP)=0%[(0x0)«xP)«xP|=0%(0O*x0)=0.

Sean P,Q, R € E(K). Consideramos el diagrama siguiente

" P £ H
Fe
s Q R G
r D FE @)
l m n

En el diagrama r,s,t,l,m,n son rectas y el resto de las letras son puntos
de E(K). Dichos puntos son intersecciones de dos de las rectas excepto, en
principio, F' e I. (P ® Q) @ R es el tercer punto de interseccién de la recta
que une F' con O, con E. Similarmente, P ® (Q & R) es el tercer punto de
interseccion de la recta que une I con O, con F.

Para probar la asociatividad, hemos de mostrar que F' e I no son como muestra
la anterior figura, sino que coinciden con el punto de interseccién de las rectas
m y t. Se tiene por la definicién de & que

H = Q@®R,
E = PoQ.

Consideramos las ciibicas

{Gl = r-s-t,

Gy = l-m-n.
Se observa que P,Q, R,G,D,E,O,H € G; N Gy. Ademas

FEGQ,
I € Gy.



34

Capitulo 1. Curvas cuibicas y curvas elipticas.

Queremos demostrar que I = F', y lo haremos por reduccién al absurdo.
Supongamos que I # F. Si suponemos que F' € Gy e I € G5 tenemos que
#G;, N E(K) =10, 1 = 1,2 en contradiccién con el Teorema de Bézout que
nos dice que es igual a 9. Por lo tanto,

Fe¢G 6 I¢G,.

Para ver que F' = [ utilizaremos el teorema 1.6.2. Tenemos que G; y Gs
pasan por 8 puntos de F(K) C P2, Estos 8 puntos estdn en posicién general
ya que:

— Si cuatro puntos estan en una recta L, como ademds pertenecen a E(K),

Y. Ip(B(K),L) >4,

PeLNE(K)

en contradiccion con el Teorema de Bézout.

— Si siete puntos pertenecen a una conica, como también pertenecen a
la curva eliptica E(K), contradirian el Teorema de Bézout. Ya que si
denotamos por C' a la cénica, obtenemos

> Ip(BE(K),C)=2-3=6<T.
PeCNE(K)

Por lo tanto estamos en las hipdtesis de el Teorema 1.6.2. GG; y G5 pasan por
los 8 puntos y un noveno distinto de I y F', en contradiccién con el Teorema
de Bézout. Esto nos dice que I = F'. Ya que por el teorema 1.6.2, dadas dos
cibicas en P? que tienen 8 puntos en comun entonces tienen un noveno en
comun. Por lo tanto hemos demostrado que

(PeQ)*R=(Q®R)x*P. (1.15)
Y obtenemos usando la identidad (1.15) junto con la propiedad (ii) que

(PEQ)®R = Ox[(POQ)*R] = O«[(QOR)+P] = (Q8R)©P = PO(QOR).

O

Las propiedades de & nos van a dar el siguiente resultado:

Proposicién 1.6.3 Sea (E,O) una curva eliptica definida sobre K. FEntonces

(E(K),®) es un grupo abeliano con elemento neutro O.

Demostracion: Es una consecuencia de las propiedades de @, debido a que éstas
nos indican que:

(i) O es el elemento neutro de (E(K), ®).

(ii) @ es conmutativa.
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(iii) Todo elemento P € E(K) tiene un inverso con respecto a @. Dicho elemento
es OP y se tiene que
P@(oP)=0.

(iv) @ es asociativa.
O

Observacién 1.6.4 Si O’ € E(K) podemos formar el grupo abeliano (E(K), &').
Definimos, de forma andloga a @, la ley de grupo &'

P&'Q = 0"« (P *Q).
Pero,
i, qué relacion existe entre (E(K),®) y (E(K),®') ?

Queremos comparar

PeQ = Ox(PxQ)

PO'Q = O *(PxQ).

Tenemos

(PO =P Q

ya que
(PHQ)DO = (O'+(PxQ)) O = Ox[(O'+(PxQ))x O = O (PxQ) = P& Q.

Por lo tanto,

P®'Q=P & Q& (00)
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O/
Pe
P3Q
Qe
PxQ PEBQ 5

La relacién por la que nos preguntabamos antes esta recogida en la siguiente
proposicion.

Proposicién 1.6.5 (E(K),®) = (E(K),d').

Demostracion: La siguiente aplicacién:

p: (B(K),®) — (EK)®)
P — P

es isomorfismo de grupos. Primero vamos a ver que es un morfismo de grupos:

P(PDQ) =(PoQ)00' =Pa0)®(Qa0)a (00) =
p(P) @ p(Q) & (80") = p(P)d'¢(Q),

p(O)=000" =0
Ahora veamos que ¢ es biyectiva:

e Inyectiva:

p(P) =0 =PpO0 =0"=P=0.
e Sobreyectiva:
Q€ (BE(K), @) = ¢(Q® (00)) =Q & (00)a 0" =Q.
Entonces si P = Q @ (60') € (E(K),®), se tiene

e(P)=Q.
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Observacién 1.6.6 Si O es un punto de inflexién® de E(K), se tiene

Ox0 =0,
y por lo tanto,
oP=Px0.
Y ademas
P®»Q®R=0 <= P,Q,R estan alineados.
Veamoslo:

PORQBR=0<+=R=0(FPaQ)=(PoR)+0=(0x(PxQ))+x0=PxQ,

donde en la ultima igualdad hemos usado la observacion 1.6.1.

1.6.1 Forma explicita de la ley de grupo.

Es conveniente tener la ley de grupo en forma explicita y en este apartado vamos a
hallarla.

Una curva eliptica E es una curva proyectiva lisa definida por un polinomio
homogéneo de grado 3 junto con un punto O € E. Vimos que en estas condiciones
podiamos encontrar, utilizando el algoritmo de Weierstrass, un isomorfismo de tal
forma que

E(K) 2 {[r,y,2] € PX(K) : y*2 + ayxyz + azyz® = 2° + ao2’2 + ay22* + ag2"}.

También vimos que el inico punto en el infinito de una ecuaciéon de Weierstrass era
O = [z,y, z]. Por lo que podiamos poner

E(K) ={(z,y) € K* :y* + ayzy + agy = 2° + aga® + asx + ag} U {O}.
Vimos en la seccién anterior que la ley de grupo era
PoQ=0x%(PxQ).
Al tener E(K) en forma de Weierstrass, vamos a poder escribir de forma sencilla y
explicita la ley de grupo en F(K).

Nota : Vamos a considerar® car(K) # 2.

Considerando la nota anterior, £(K) va a ser de la forma:

E(K)={(z,y) € K*:y* = 2° + az® + bx + ¢} U {[0,1,0]}.

5Es el caso que mds nos va a interesar, ya que cuando tengamos a E en su ecuacién de
Weierstrass, el punto [0, 1,0] que denotdbamos por O serd un punto de inflexién.
6Para el caso especial en el que car(K) = 2 ver [SIL], Apéndice A.
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La ley de grupo cuando E(K) estd dada de esta forma va a ser graficamente

Vimos en la observacion 1.5.3 que el punto O = [0, 1, 0] siempre era un punto de
inflexién de E(K') cuando E(K) venfa dada por una ecuacién de Weierstrass. As{
si P = (20,y0) € E(K) se tiene que

OF = (20, —y0).

Graficamente,

Ahora, si P; = (z1,y1) y P, = (23,y2) con P, # P, denotaremos
Py Py = (503,?/3).

Vamos a hallar (z3,ys). Primero hallamos la recta que une (z1,y1) con (z3,y).
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Esta recta tiene como ecuacién

Y2— W1

A= ,

y=Ar+vr, con Ty — I
v=y1 — Ay =Yy — Aza.

Por construccion, la recta interseca a la cibica en tres puntos, (z1,y1), (22, %) v
(23, ys3). Sustituyendo tenemos

v =Mz +v) =24 ax? + ba + ¢,

es decir,

2’ + (a— M)z + (b— 2 )z + (¢ — V) = 0.
Esta es una ecuacién ciibica en x, y sus tres raices son zy, T, Ta:
2° +(a—A)a? + (b—2\)z + (¢ — V%) = (& — 21)(z — z2) (2 — 23)

por lo que podemos hallar 3 igualando los coeficientes. Si igualamos los coeficientes
de 2% en ambos lados, obtenemos

s = AN —a—2] — 2y
Ys = Azz +v

Analizaremos ahora el caso P; = P,. Llamemos P, = (zo,y0) y calculemos
2]Py = Py @ Py. Como z; = x5 e y; = ¥y, no podemos usar la férmula anterior
para A, por lo que debemos tomar la recta tangente a E(K) que pasa por Py. De
la relacién y* = f(z) = 2® + a2? + bz + ¢, derivando implicitamente, obtenemos

dy _ f'(z)

dx 2y
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Denotando [2]Py = (z([2] Py), y([2]P)) y v = yo — Azg, obtenemos

A —a — 2z,

——
/\&%
=
S
I

S1 escribimos de forma explicita el valor de A, esto es,

_ 322 4+ 2ax + b
- o

A

3

conseguimos una férmula explicita de [2] Py = (2([2]Fo), y([2] Pb)):

zg — 2bzl — 8cag + b? — dac

423 + daxk + 4bzy + 4c

322 4+ 2ax0 + b 322 + 2ax0 + b
y([2] Ro) = ( . 5 : )J’([?]PO)JF?JO - ( . . o
Yo 2Yo

z([2]Po) =

Por lo tanto, si nuestra curva eliptica £ estd dada por y* = f(z) = 2® + az?® +
b +cysi Py = (x1,11), P, = (22,12), P ® Py = (23, y3) entonces

270 4 p £ P,
To9 — IT1
23 = M —ag—2—2 A= ‘
'3 — - - L1 — IT9 , . ‘
{ Ys = Azz + v con f—;—y—f—) s1 P =P (1‘16)
V=191 — Ay =Yy — A2y
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1.6.2 Ley de grupo en una cubica irreducible singular.

Para completar nuestro estudio general de las ctibicas irreducibles, en este apartado
estudiaremos las cibicas irreducibles singulares. Introduciremos una ley de grupo
en la parte no singular de una cubica irreducible singular dada por una ecuacién de
Weierstrass.

Definicién. Sea C una curva cibica (puede ser singular) dada por una ecuacion
de Weierstrass. La parte no singular de C, que denotaremos por C,, es el
conjunto de puntos no singulares de C'.

Similarmente, si C' estd definida sobre K, entonces Cpns(K) es el conjunto de
puntos no singulares de C(K).

Vamos a dotar a C,s(K) de estructura de grupo. Vimos que O € C,,(K) C
C(K). Si P,Q € Cys(K) nos preguntamos:

PxQ e Chs(K)?

La respuesta es que si: supongamos que P x () es singular, y sea L la recta que une
P,y Px(@. Por el Teorema de Bézout,

Y Ip(LC(K)) >4,

P'eLNC(K)

con lo que llegamos a una contradiccién. Pero si C' es singular vamos a poder decir
aln mas.

Proposicion 1.6.7 Sea C' una curva ciubica dada por una ecuacion de Weierstrass
con discriminante A = 0. FEs decir, C' es singular y por lo tanto C tiene un unico
punto singular S. Entonces la ley de composicion @,

P3Q:=0x%x(PxQ) P,Q € C,(K),

convierte a (Cps(K),®) en un grupo abeliano. Ademds podemos decir cémo va a
ser la estructura de grupo en K.

(i) Supongamos que S es un nodo, y sean
y=ar+f e y=omr+
las dos rectas tangentes a C(K) en S. Entonces la aplicacion

Cos(K) — (K,

y—aiz+p
(l’, y) y—aax+F2

es un isomorfismo de grupos abelianos.
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(i) Supongamos que S es una cispide, y sea y = az + ( I’ recta tangente a
E(K) en S. Entonces la aplicacion

Cos(B) — (K7, 4)
(2,9) — 2%

es un tsomorfismo de grupos abelianos.

Demostracién: Ver [SIL], Capitulo III, Proposicién 2.5.

Observacién 1.6.8 La proposicién anterior nos dice:

7Si S es un nodo las dos rectas son distintas, mientras que si S es una cuspide sélo hay una
recta tangente.



Capitulo 2

Geometria algebraica y curvas
elipticas.

En este capitulo desarrollaremos una serie de conceptos generales de Geometria Al-
gebraica. Con ellos daremos una definicion mas general de curva eliptica. Veremos
que la teoria desarrollada en el capitulo anterior no es mas que una aplicacion de la
teoria expuesta aqui. Ademds veremos que la definicién de curva eliptica como una
curva cubica proyectiva lisa junto con un punto perteneciente a ella, es equivalente
a la que daremos en este capitulo.

La mayor parte de este capitulo serd una mera resena de definiciones y re-
sultados, en su mayor parte sin demostracion, que necesitaremos para probar la
equivalencia entre la definicién de curva eliptica dada aqui y la que dimos en el
capitulo anterior.

2.1 Variedades algebraicas.

Sea K [z] :_?[xl, ..+, @] el anillo de los polinomios en n variables, con K un cuerpo
perfecto y K un cierre algebraico fijo de K. Sea I C K|x] un ideal. A cada ideal I
le asociamos el conjunto

Vi={PeA": f(P)=0 VYfel}

con A" ={P = (z1,...,2,) :7; € K Vi}.

Definicién. Un conjunto algebraico (afin) es cualquier conjunto de la forma
Vi. StV es un conjunto algebraico afin, el ideal de 'V estd dado por

IV)={feKlz]: f(P)=0 VPecV}

Observacién 2.1.1 Sea J C K|z] un ideal, entonces

I(V}) = radical(J) = {f € K[z] : 3n € N tal que " € J}.

43
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Observacion 2.1.2 El teorema de las bases de Hilbert nos dice que todo ideal de
K[z] y de K|x] estd finitamente generado. En particular, I(V') estd finitamente
generado.

Un conjunto algebraico afin se dice definido sobre K si su ideal I(V) puede
ser generado por polinomios en K[z]; lo denotaremos por V/K. Si definimos

I(V/E)={f € K[z] : f(P)=0VYP €V} =I(V)NK]a],

entonces

V definido sobre K <= I(V) = I(V/K)K]|x].
Si V esta definido sobre K, el conjunto de puntos racionales de V sobre K es
V(K)=VNA"(K),

donde A"(K) = {P € A" : x; € K VYi}. En este caso, si fi,...,f, € K|x] son
generadores de I(V/K), entonces

V(K)={z=(21,...,2,) € A"(K) : fi(z) = ... = fu(z) = 0}.

Observacién 2.1.3 El grupo de Galois de K sobre K, denotado por Gal(K/K),
actiia en A"; sea 0 € Gal(K/K)y P = (z1,...,2z,) € A", entonces
P? = (2,...,20) = (o(x1),...,0(z,)).

rn

Entonces A"(K') puede ser caracterizado por
A"K)={PeA":P"=P VocGal(K/K)}.
Ademss, si tenemos f(z) € K|x] y P € A", entonces para cualquier o € Gal(K /K),
f(P?) = f(P).

Entonces, si V' es un conjunto algebraico definido sobre K, la accién de Gal(K/K)
en A" induce una acciéon en V', y se obtiene

V(K)={PeV:P" =P VYoec Ga(K/K)}.

Definicioén.  Un conjunto algebraico afin V- se dice que es una variedad alge-
braica (afin) si I(V) es un ideal primo en K|x].

Definicién. Se define el anillo de coordenadas afines de V/K como
K[V] = Klz]/I(V/K).

Este es un dominio, su cuerpo de cocientes se denota por K(V) y se denomina
cuerpo de funciones de V. Definiciones andlogas se tienen para K[V] y K(V),
reemplazando K por K.

Definicion. Sea V' una variedad algebraica. La dimensién de V', denotada por
dim(V'), es el grado de trascendencia de K (V') sobre K.
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Observacion 2.1.4 Si V C A" esta dada por una sdla ecuaciéon polinémica no
constante f(xi,...,x,) = 0, entonces

dim(V)=n—1.
El reciproco también es cierto.
Definicién.  Sea V una variedad algebraica, P € V y fi,..., fm € Klz] un

conjunto de generadores de I(V'). Decimos que V' es no singular (o lisa) en P si
la matrizm X n

dfi . .
<0xj (P)) o tiene rango n — dim(V').

Jj=1, ...,n

Si V' es no singular en todo punto, diremos que V' es lisa.

Ejemplo 2.1.1 Sea V = {z € A"(K) : f(z) = 0}; entonces dim(V) =n—1y
ademas

P €V es singular <= (P)=0 Vi=1,...,n.

03:,-

Podemos hacer otra caracterizacion de suavidad en términos de las funciones en
la variedad V. Sea P € V', y definamos el ideal Mp en K[V] mediante

Mp :={f € K[V]: f(P)=0}.

Se obtiene que Mp es un ideal maximal y que Mp/Mp® es un K-espacio vectorial
de dimensién finita.

Proposicion 2.1.5 Sea V' una variedad algebraica. Entonces

P €V es no singular <= dimg (Mp/Mp*) = dim(V).

Demostracion: Ver [HAR], Capitulo I, Teorema 5.1.

Definicion. Sea V' una variedad algebraica y P € V. Llamaremos el anillo local
de V en P, denotado por K[V]p ¢ Oyp, a la localizacion de K[V] en Mp. Es
decir,

K[V]p:={FeK(V):F=f/gconfgeK[V]yg(P)#0}.

Si = f/g € K[V]p, entonces F(P) = f(P)/g(P) estd bien definida. Las fun-
ciones de K[V]p se llaman regulares (o definidas) en P.
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2.2 Variedades proyectivas.

Definicién. Un polinomio f € K[z] = K|xg ..., z,] es homogéneo de grado d
51

f(Axo, ..., zo) = Nof(zg,...,2,) VAEK.

Un ideal I C K|x] es homogéneo si estd generado por polinomios homogéneos.
A cada ideal homogéneo I, le asociamos el subconjunto de P”

Vi={PeP": f(P)=0 Vf €& Ihomogéneo}.

Definicién. Un conjunto algebraico proyectivo es cualquier conjunto de la
forma V7.

Si V es un conjunto algebraico proyectivo, el ideal homogéneo de V es el
ideal, denotado por I[(V'), generado por

{f € K[x]: f es homogéneo y f(P)=0 VP eV}.

V' es definido sobre K, y lo denotaremos por V/ K, si su ideal I1(V') estd generado
por polinomios homogéneos en Klz|. Si tenemos V/K, el conjunto de los puntos
racionales de V es

V(K)=VNnP"K).

Ejemplo 2.2.1 Una recta en P? es
L:={[z,y,2] €P*:ax+by+cz=0, a,bccK notodos0}.
En general, el equivalente en P" a una recta en P2, un hiperplano en P" es
H = {[xo,...,2,] €P" :apzo+ ...+ anz, =0, aqg,...,a, €K no todos 0}.
Definiciéon.  Un conjunto algebraico proyectivo V' se dice que es una variedad
proyectiva si su ideal homogéneo 1(V') es un ideal primo en K|x].

Observacién 2.2.1 El grupo de Galois actua en P" mediante la accion sobre las

coordenadas homogéneas; sea P = [zg,...,2,] € P" y 0 € Gal(K/K), entonces
[0, ...y @n)” = [z, ..., 2]
Sean

(yla"'ayn) = [yla"'7yi—1>1ayi>"'7yn]-

Con estas aplicaciones vemos que P" tiene varias copias de A".
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Sea H; el hiperplano de P™ dado por x; = 0, y consideramos
UZ’:P”\HZ':{[I(),...,I”] EP”SL’Z%O}
Se tiene entonces una biyeccién natural

¢ Ui — A" i=0,...,n.

— (2 Ticl Titl Zn
[T1, ..., Ty) (mi,..., m’m"“’m)

Sea V' un conjunto algebraico proyectivo con ideal homogéneo I(V'), entonces VNA"
(e.d. ¢; (VN U;)) es un conjunto algebraico afin con ideal

I(VNA") C Kyl = K[y, -]
dado por
IVA™Y) ={f(W1,- - Yie1, L, Yis -y Un) = [0, ..., 20) € I(V)}.

Observamos que por la definicién del conjunto U; se tiene que

o
=0

Entonces toda variedad proyectiva V' tiene un cubrimiento por subconjuntos de la
forma V N Uy,...,V NU,. Cada uno de ellos es una variedad afin via la aplicacion
#; ! correspondiente.

El proceso de reemplazar f(zg,...,z,) por f(y1,...,%i-1,1,Yi, ..., Yn) se deno-
mina deshomogenizacion con respecto a ;. El proceso inverso es el siguiente:

dado f(y) € K|y] de grado d, definimos

X Ti—1 X €
f*(xo,...,l’n>:.§lfidf(x—o',..., 21, H_l,... _n)
i

X Z; 7 Z;

Decimos que f* es una homogenizacion de f con respecto a x;.
En lo que sigue, fijamos i.

Definicién. Sea V' un conjunto algebraico afin con ideal I(V). Consideramos
V' como un subconjunto de P" mediante la_aplicacion ¢ : V. C A" — P". La
clausura proyectiva de V', denotada por V, es el conjunto algebraico proyectivo

cuyo ideal homogéneo I(V') estd generado por el conjunto

{f*(x) - feI(V)}.
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Proposicion 2.2.2
(i) Sea V una variedad afin. Entonces V es una variedad proyectiva y ademds

V=VnNA"

(ii) Sea V una variedad proyectiva. Entonces V N A" es una variedad afin y se
tiene

VNA"=0 6 VNAr»=1V.

(ii) Si una variedad afin (respectivamente proyectiva) V estd definida sobre K,
entonces V' (respectivamente VN A™) estd definida sobre K.

Demostracion: Ver [HAR], Capitulo I, Corolario 2.3.

Observacion 2.2.3 La proposicién anterior nos dice que cada variedad afin esta
identificada con una tnica variedad proyectiva.

Sea V una variedad afin y V su clausura; entonces diremos que V ~. V son los
puntos en el infinito de V.

Definicién. Sea V/K una variedad proyectiva, y elijamos un representante de A"
dentro de P tal que V N A™ # (). Definimos la dimensién de V', denotada por
dim(V'), como

dim(V) = dim(V N A").

El cuerpo de funciones de V', denotado por K(V'), es el cuerpo de funciones de
V NA"™ (de forma andloga para K(V)). Sea P € V tal que P € A". Se dice que V
es no singular (o lisa) en P si VN A" es no singular en P. El anillo local de
V en P, denotado por K[V]p, es el anillo local de VNA™. Una funcion F € K(V)
es regular (o definida) en P si F € K[V]p.

Observacén 2.2.4 El cuerpo de funciones de P™ puede ser descrito como el sub-
cuerpo de K(xo,...,x,) de funciones racionales F'(x) = f(z)/g(x) con f y g poli-
nomios homogéneos del mismo grado.

Igualmente, el cuerpo de funciones de una variedad proyectiva V' es el cuerpo de
funciones racionales F'(z) = f(z)/g(z) tales que:

(i) f y g son polinomios homogéneos del mismo grado.
(i) g & I(V).

(iii) Dos funciones f/gy f'/q¢" estén identificadas si f¢' — f'g € I(V).
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2.3 Aplicaciones entre variedades proyectivas.

En este apartado generalizaremos la nocion de aplicacién racional entre curvas,
dada en la seccion §1.5, a variedades proyectivas arbitrarias. Y veremos algunos
resultados sobre éstas.

Definicién. Sean V; C P™ y Vo C P™ wvariedades proyectivas. Una aplicacién
racional entre Vi y V5 es una aplicacion de la forma

¢:Vi— V5
¢:[.f07"'afn]7

donde fy,...,f, € K(V1) tienen la propiedad de que para todo P € Vi donde
fo, -+, fn estén definidas

¢(P) = [fO(P)>>fn(P)] € Va.

Ademds si IX € K tal que Mfy,...,\f, € K(V4), entonces se dice que ¢ estd
definida sobre K.

Observacién 2.3.1 Una aplicacién racional ¢ : Vi — V5 no esta necesariamente
definida en todos los puntos de V;. Sin embargo, a veces es posible evaluar ¢ en
puntos P de Vj donde algin f; no es regular, reemplazando f; por ¢f;, con una
funcién apropiada g € K (V1).

Definicién. Una aplicacion ¢ = [fo, ..., fo] : Vi — Vi se dice que es regular (o
definida) en P € V}, si 3g € K(V1) tal que:

(i) Cada gf; es reqular en P.

(i1) Para algin i, (gf;)(P) # 0.

Si dicha g existe, tendremos ¢(P) = [(gfo)(P),...,(gfn)(P)]. A veces serdn nece-
sarias diferentes aplicaciones g para diferentes puntos. Una aplicacion racional que
es reqular en todo punto se dice que es un morfismo.

Sean V; C P™ y Vo, C P” variedades proyectivas. Sabemos por la observacién
2.2.4 que las funciones en K (V) pueden ser descritas como cocientes de polinomios
homogéneos de K[z, . . ., Z,] del mismo grado. Entonces, si tenemos una aplicacién
racional ¢ = [fo, ..., fa], multiplicando las componentes de ¢ por el minimo comin
multiplo de los denominadores de fy, ..., f,, quitamos denominadores y asi obte-
nemos la siguiente definicién alternativa de aplicacién racional
Una aplicacién racional ¢ : V; — V, es una aplicacion de la forma ¢ =

[bo(),. .., dn(x)] tal que:

(i) ¢i(z) € K|x] = K[z, ..., 2m) son polinomios homogéneos, no todos en I(V}),
con el mismo grado.
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(ii) Para todo f € I(Vs), f(do(x), ..., dn(x)) € I(V}).

Ast ¢(P) esta bien definido siempre que ¢;(P) # 0 para algin i. Ademés si
¢:(P) = 0 Vi es posible, a veces, “alterar”¢ para que tenga sentido ¢(P). Mas
precisamente, una aplicacién racional ¢ = [¢y, ..., ¢,] : Vi — V3, como antes, es
regular (o definida) en P € V] si existen polinomios homogéneos vy, ..., ¢, €
K|x] tales que

(i) %o, ..., 1, tienen el mismo grado.
(i) @iy = @jvi(mod I(V4)) para 0 < i, 5 < n.
(iii) ¥:(P) # 0 para algun 7.

Entonces, ¢(P) = [¢o(P), ..., Yn(P)].

Observacion 2.3.2 Sea ¢ = [¢g,...,¢n] : P — P una aplicacién racional,
donde ¢; € K[x] son polinomios homogéneos del mismo grado. Como K|z] es un
D.F.U., podemos asumir que los ¢; no tienen factores comunes. Entonces obtenemos
los siguientes resultados:

(i) ¢ es regular en P <= algtn ¢; # 0.
Ya que como I(P™) = (0) no hay forma de alterar los ¢;.

(ii) ¢ es un morfismo <= los ¢; no tienen ceros comunes en P
Por lo anterior.

Definicién. Sean ¢, p : Vi, — V4 dos aplicaciones racionales. Diremos que son
equivalentes, ¢ ~ ¢, si para todo abierto U C V) distinto del vacio en el que ¢ y
@ estén definidas se tiene que ¢ly = ¢|u.

Definicién. Sean Vi y V5 variedades proyectivas. Diremos que Vi y Vo son birra-
cionalmente equivalentes si eristen aplicaciones racionales ¢ : Vi — V5 y
VY Vo — Vi tales que pop ~ 1y, y poth ~ 1y,.

Ademds diremos que Vi y V5 son birracionalmente equivalentes sobre K si
¢ y Y estan definidas sobre K.

Diremos que Vi y Vo son isomorfas, V) =2 V;, si Vi y V4 son birracionalmente

equivalentes y las aplicaciones ¢ y ¢ son morfismos. Y diremos que son isomorfas
sobre K, Vi /K =V, /K, si ¢ y 1 estin definidas sobre K.

Observaciéon 2.3.3 Si ¢ : Vj; — V5 es un isomorfismo definido sobre K, entonces
¢ identifica V1(K) y Vo(K). En particular para estudiar problemas diofanticos es
suficiente estudiar cualquier variedad en una clase de Q-isomorfismos de variedades.
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2.4 Aplicaciones entre curvas.
En esta seccion, curva querré decir variedad proyectiva de dimension 1.

Proposicion 2.4.1 Sea C' una curva y P € C un punto no singular. Entonces
K[C]p es un anillo de valoracion discreta, con valoracion:

ordp : K[Clp — {0,1,2,...} U{oco}
ordp(f) =max{d € Z : f € MZ}.

Ademds definiendo
ordp(f/g) = ordp(f) — ordp(g),

podemos extender ordp a K (C),
ordp : K(C)p — Z U {o0}.
Demostracion: Ver [A-M], Proposicién 9.2.

Definicién. Un pardmetro uniformizante para P € C es una funcion t €
K(C) con ordp(t) = 1. Es decir, t es un generador de Mp.

Proposicién 2.4.2 Sea C'/K una curva y t € K(C) un pardmetro uniformizante

en algin punto no singular P € C. FEntonces K(C) es una extension finita y
separable de K(t).

Demostracion: Ver [SIL], Capitulo II, Proposicién 1.4.

Proposicién 2.4.3 Sea C una curva, V C PN una variedad proyectiva, P € C un
punto no singular, y ¢ : C — V una aplicacion racional. Entonces ¢ es reqular
en P. En particular, si C es lisa, entonces ¢ es un morfismo.

Demostracion: Sea ¢ = [fo,..., fn] con fi € K(C), y t € K(C) un pardmetro
uniformizante para C' en P. Y sea

n = min {ordp(f;)}.

0<i<N
Entonces
ordp(t™f;) >0 Vie{l,...,N} y ordp(t™" f;) = 0 para algtn j.

Por lo tanto t~" f; es regular en Py t~" f;(P) # 0, esto es, ¢ es regular en P.

Teorema 2.4.4 Sea ¢ : C7 — Cy un morfismo de curvas.

constante
Entonces ¢ es 0
sobreyectiva.
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Demostracion: Ver [HAR|, Capitulo II, Proposicion 6.8.

Si tenemos dos curvas C1 /K y Cy/K y una aplicacién racional ¢ : C; — C5 no
constante definida sobre K, ¢ induce una aplicacién entre los cuerpos de funciones
de C1/K y Cy/ K. Efectivamente, tenemos definido

" K(Cy) — K(C))
f— ¢ (f)=fo0.

Teorema 2.4.5 Sean C1/K y Cy/K dos curvas y sea ¢ : C; — Cy una aplicacion
racional no constante definida sobre K. Entonces K(C) es una extensidon finita de

¢ K(Cy).
Demostracion: Ver [HAR], Capitulo II, Proposicién 6.8.

Definicién. Sea ¢ : Cy — C5 una aplicacion de curvas definida sobre K. Vamos
a definir el grado de ¢ como:

0 st ¢ es constante

deg(¢) = { [K(CY) : ¢*K(Cy)] si ¢ no es constante

Se dice que ¢ es separable (inseparable , puramente inseparable) si la
extension K(Cy)/¢*K(Cy) tiene la correspondiente propiedad.

Por el teorema 2.4.5 se tiene que deg(¢) < oo, y contadas adecuadamente (ver
proposicion 2.4.7), el grado de ¢ nos dice cuéntas imagenes inversas por ¢ tiene un
punto de Cj.

Proposicion 2.4.6 Sean Cy y Cy curvas lisas y sea ¢ : C; — Cy una aplicacion
ractonal.
Si deg(¢p) =1 = ¢ es un isomorfismo.

Demostracién: Ver [SIL], Capitulo II, Corolario 2.4.1.

Definicién. Sea ¢ : C; — C5 una aplicacion no constante de curvas lisas, y sea
P € (). El indice de ramificaciéon de ¢ en P estd dado por

ey(P) = ordp(d™tsp)),

donde typy € K(C3) es un pardmetro uniformizante en ¢(P). Se tiene que eg(P) >
1, y se dice que ¢ no ramifica en P siey(P) = 1.

Proposicién 2.4.7 Sea ¢ : C; — Cs una aplicacion no constante de curvas lisas.
Entonces para todo QQ € Cs,

deg(¢) = > ey(P).

Pep=H(Q)

Demostracion: Ver [SHA], Capitulo III, Seccién 2, Teorema 1.
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2.5 Divisores, diferenciales y el teorema de Rie-
mann-Roch.

En esta seccién “curva” querrd decir curva lisa.
2.5.1 Divisores.

Definicién. Sea C' una curva. El grupo de divisores de C', denotado por
Div(C), es el grupo abeliano libre generado por los puntos de C. FEs decir, un
divisor D € Div(C) es una suma formal

D=> np-(P),

connp € Z ynp = 0 para todo P excepto un nimero finito. El grado de D estd
definido por

deg(D) = Z np.

pPeC

Si C estd definida sobre K, entonces Gal(K/K) actia sobre Div(C) de la forma
stquiente:
D° = Z np-(P’) con o€ Gal(K/K).
PeC

Diremos que D estd definido sobre K si D° = D, Vo € Gal(K/K).

Definicién. Sea C una curva lisa, y sea f € K(C)*. Asociamos a f el divisor
de f definido como

div(f) =Y ordp(f)- (P).

pPeC

Definicién.  Un divisor D € Div(C) es principal si 3f € K(C)* tal que
div(f) = D. Dados Dy,Dy € Div(C), diremos que son linealmente equiva-
lentes, denotado por Dy ~ Do, si Di — Dy es principal. El grupo de clases de
divisores (o grupo de Picard) de C estd definido por el cociente

Pic(C) := Div(C)/ ~

Proposicién 2.5.1 Sea C una curva lisa y f € K(C)*. Entonces,
deg(div(f)) = 0.

Demostracion: Ver [HAR], Capitulo II, Corolario 6.4.



54 Capitulo 2. Geometria algebraica y curvas elipticas.

Ejemplo 2.5.1 Sea C la curva definida sobre K, con car(K) # 2, por
C:y?=(r—e)(z—e)(xr —e3) conepenes € K distintos.

Vamos a hallar div(z—e;), i = 1,2, 3y div(y). Tenemos que en P2, el homogeneizado
T — ez

de x —e; es
z

Sea P = [a, 3,1] distinto de P, = [e;,0,1] i = 1,2, 3; entonces

ordp (I — 6iz) =0.
z
3

Para P,, tenemos que y es un parametro en P,. Ademds como y* = H(x — i),
i=1

entonces
(—e)=y> J] (@-e)™"
j=1,2,3
JF

Como (x — e;) # 0 en P; tenemos:

ordp, (x _ eiz) = ordp,(x —¢;) = 2.

z
Ahora nos queda el punto P, = [0, 1,0]:

Y’z = (z —e12)(x — ex2)(x — e32)

z (m z) (x z) (x z)
=Tt (e n ) [ = —e3— ).
Yy Yy Yy Yy Yy Yy Yy

Sabemos que la funcién £ tiene un cero en P, = [0, 1,0] y por lo tanto, como t = £
Y Yy
es un parametro en P, tenemos

gztsf con f € K[Clo v f(Ps) # 0. (2.1)

Entonces . B
r—ez Gy t—etdf 1

= =59
z 3 2
z - t3f t
con g € K[Olp, v g(Px) # 0. Por lo tanto,
ordp, (x —e;) = —2.

Entonces

div(z —e;) = 2(F;) — 2(Px)




2.5. Divisores, diferenciales y el teorema de Riemann-Roch. 55

Calculemos finalmente div(y). Se tiene que si P = [«, 3,1] # P; i = 1,2, 3 entonces
ordp(y) = 0.

Ademads, como y es un parametro en P;, se tiene que
ordp,(y) = 1.

Nos queda por ver Py, = [0, 1,0]:

-1
Y _ (f) =t 3f 1 =¢t3h,
z Y

con h € K[C]p,, v h(Ps) # 0. Entonces

ordp, (y) = —3.

Y podemos concluir que

div(y) = (P) + (Py) + (P3) — 3(Px)

2.5.2 Diferenciales.

Definicién. Sea C' una curva. El espacio de formas diferenciales meromor-
fas en C', denotado por Qc, es el K(C)-espacio vectorial generado por simbolos de
la forma dx para v € K(C),cumpliendo las siguientes propiedades:

(i) d(x +vy) =dx +dy, Vr,yec K(C).
(ii) d(xy) = ydx + zdy, Vz,y € K(C).
(iii) da =0, Va€ K.

Sea ¢ : C; — (5 una aplicacién no constante entre curvas. Entonces la apli-
cacion natural ¢* : K(Cy) — K (C}) induce una aplicacién entre espacios de formas
diferenciales

¢* . QC2 e ch

¢* (32, fidxi) = 32, (67 fi)d(¢"x:)
Proposicion 2.5.2 Sea C una curva. Entonces,

(ii) Seax € K(C). El conjunto {dx} es una K(C)-base para Q¢ <= K(C)/K(z)
es una extension finita y separable.
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Demostracion:

(i)

(i)

Se tiene que ()¢ es isomorfo al dual del espacio tangente a C'. Por tanto, como
dim T = 1, obtenemos dim Q¢ = 1.

F_( )/K () es una extensién finita y separable, entonces todo elemento
€ K(C) satisface una relacién de la forma

Si
fe

donde F € K|T, z] es separable en T. Por tanto

oF oF
es decir,
9L (f,x)
df = =92y,
=™

Se tiene que oF (f x) # 0, ya que F' es separable en T. Y por lo tanto dz es
una K(C’)—base de Qc.

Ahora vamos a ver que si dr es una K (C)-base de Q¢ entonces K (C)/K ()
es una extensiéon finita y separable.

(1) Finita:

Por ser K(C') cuerpo de funciones de una curva, su grado de trascenden-
cia es 1, y por tanto se tiene la siguiente torre de extensiones

K(C)

finita
o
/

K
donde t es una variable.

Queremos ver que la extension K (C)/K(x) es finita, para ello conside-
ramos
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K(C)wa
(z,1)
finita
\ K(x

Por ser la extension K (z,t)/K(t) finita, existe un polinomio con coefi-
cientes en K tal que

Z aijxitj = O,

]

=

)

es decir,

( J
Para algin j # 0 existe 7 tal que a;; # 0, ya que de lo contrario

tendrfamos que x serfa algebraico sobre K; de modo que z € K y dx = 0,
pero esto es imposible por ser dx base. Por tanto ¢ es raiz de un polinomio

no nulo,
Z (Z aijl’i> tj = 0,
j i
con lo que K (x,t)/K(z) es finita. Por tanto tenemos que K(C)/K ()
es finita.

Separable:

En primer lugar, si la extension no es separable se tiene que car(K) =
p > 0.

Sea f € K(C) no separable sobre K (z). Entonces existe un polinomio

de la forma ;

F(z,T) =) q(x)T"",
i=0
con ¢;(z) € Klx] tal que (qo,...,q) = 1, F(x, f) = 0 y tal que el grado
de F' en T es minimo entre los polinomios para los que f es una raiz
(F es el polinomio primitivo asociado al polinomio minimo de f sobre

K(x)). Tomamos derivadas y obtenemos

d

0=d(F(x,[) =) di(x)f"dr.

1=0
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d
Por tanto Z ¢.(x) f7* = 0, ya que dx es una base. Sea
=0

d

Gla,T) = qi(x)T",

1=0

queremos ver G = 0. Supongamos lo contrario, entonces G(z, f) = 0y
por la definicién de F se tiene

G(2,T) = g(x) - F(x,T)

con g € K[r]. Comparando los grados en x observamos que esto es
imposible. Por tanto G = 0, es decir, g;(z) = 0, de modo que ¢;(z) €
K[zP]. Asi obtenemos

p
F(x,T) =Y aya"iTr = (Z \/E:HT> :
i, Y]

en contradiccion con la irreducibilidad de F'.

O

Proposicién 2.5.3 Sea C' una curva, P € C y sea t € K(C) un pardmetro uni-
formizante en P.

(i) Para todo w € Q¢ existe una tunica funcién g € K(C), dependiendo de w y t,
tal que
w = gdt.

_ d
(ii) Sea f € K(C) regular en P. Entonces d_J; es también regular en P.

(i1i) Si definimos el orden de w en P como
ordp(w) := ordp(g),

se tiene que solo depende de w y P, es decir, es independiente de la eleccion
del parametro uniformizante t.

(iv) Para todo P € C, salvo un nimero finito,

ordp(w) = 0.

Demostracion:

(i) Usando la proposicién 2.4.2 tenemos que ¢ esta en las condiciones de aplicar
la proposicién 2.5.2 y por lo tanto dt es una K (C')-base de Q¢.

(ii) Ver [ROB], Capitulo II, Proposicién 3.10.
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(iii) Sea t’ otro parametro uniformizante en P. Entonces por (i), dt/dt' y dt'/dt
son ambas regulares en P, entonces ordp(dt’/dt) = 0. Como

dt
w=gdt' =g (E) dt,

se obtiene el resultado deseado.

(iv) Sea z € K(C) tal que K(C)/K(x) es separable, y escribimos w = fdz. Por
la Proposicién 2.2,a del Capitulo IV de [HAR], la aplicacién x : C — P!
ramifica en un nimero finito de puntos de C. Entonces descartando a un
nimero finito de puntos, podemos restringirnos a puntos P € C tal que
f(P) # 0,00,2(P) # oo, y x : C — P! no ramifica en P. Pero las dos
ultimas condiciones implican que x — z(P) es un parametro uniformizante en
P,y por tanto

ordp(w) = ordp(fd(z — x(P)) = 0.

O

*

Al igual que asociamos un divisor a toda funcién f € K(C)
un divisor a toda forma diferencial w € €)¢.

, vamos a asociar

Definicién. Sea w € Q)¢. FEl divisor asociado a w es

div(w) == ordp(w) - (P) € Div(C).

Definicién. Una diferencial w € Q¢ se dice que es regular (u holomorfa) si
ordp(w) >0 VYPeC.

Y es no nula s¢
ordp(w) <0 VP eC.

Si wi,wy € Q¢ son diferenciales distintas de cero, entonces la proposiciéon 2.5.3
nos dice que existe una funcién f € K(C)* tal que
w1 = fw27

de donde
div(wy) = div(f) + div(ws).

Esto nos muestra que la siguiente definicién tiene sentido.
Definicién. La clase del divisor canénico de C' es la imagen en Pic(C) de

div(w), con w € Q¢ distinta de cero. Cualquier divisor en la clase del divisor
candnico es llamado divisor canénico.
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Ejemplo 2.5.2 Vamos a ver que no hay diferenciales holomorfas en P!
Sea t una funcién coordenada en P!. Veamos cémo es div(dt). Para todo a € K,
t — v es un parametro uniformizante en « := [« 1], por lo que

ordy(dt) = ord,(d(t — a)) = 0.

1
En oo := [1,0] € P!, el pardmetro uniformizante es o por lo tanto
5 (1
ords(dt) = ords, | —t°d 7)) = —2.

div(dt) = —2(P) = dt no es holomorfa. (2.2)

Hemos obtenido:

Sea w € Q4 distinta de cero; por la proposicién 2.5.3,
w = fdt para alguna f € K(C)*.
El divisor asociado a w es div(w) = div(f) + div(dt), cuyo grado es
deg(div(w)) = deg(div(f)) + deg(div(dt)) = deg(div(dt)) = —2 (2.3)

por la proposicién 2.5.1 y por (2.2).
Sea w una diferencial holomorfa en P! entonces

ordp(w) >0 VP cP.
Si consideramos el grado del divisor asociado a w tenemos
deg(div(w)) >0
en contradiccién con (2.3). Por lo tanto no existen diferenciales holomorfas en P*.
Ejemplo 2.5.3 Sea C' la curva definida por
C:y*=(z—e)(x—ey)(x—e3)
con ey, ey, e3 € K distintos y car(K) # 2.

Vamos a hallar div(dz). Sea P = [a, 3, 1] distinto de P; = [e;,0,1] i = 1,2,3.
Entonces  — a es un pardmetro uniformizante en Py como dx = d(z — «) se tiene

ordp(dz) = ordp(d(z — a)) = 0.
Sea P; = [e;,0, 1]; entonces y es un parametro uniformizante en P;. Ahora

y'=(z—e)(r—e)(x —e3) = f(2),
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luego )
2ydy = f'(z)dr = dr = ———ydy.

@ Fie)

P; es un punto no singular de C', asi que f'(e;) # 0. Por lo tanto,
ordp,(dr) = 1.

Ahora estudiamos lo que sucede en Py, = [0, 1,0]. Tenemos

da:zd(z) :d<$/y) _ id@) _52 (i)
z z/y (2/y)

Un pardmetro uniformizante en P, es t = % y vimos en el ejemplo 2.5.1 que

g =3f con f € K[Clp. v f(Px) #0.

Por lo tanto,

z

T tB3(=2f —tfdt
d(3)=——=5 =t
con | € K[C]p, v I(Py) # 0. Entonces

ordp,(dr) = —3.

Hemos obtenido

div(dz) = (Py) + (Py) + (P3) — 3(Px)

Vimos en el ejemplo 2.5.1 que

div(y) = (P1) + (B) + (P3) — 3(Pw).

Por lo tanto si tomamos la diferencial dx/y obtenemos

div(dz/y) =0

Luego dz/y es una diferencial holomorfa en C' y ademés no se anula.

2.5.3 Teorema de Riemann-Roch.
Vamos a introducir un orden parcial en el grupo de divisores de una curva.
Definicién. Un divisor D = Z np - (P) € Div(C) es positivo (o efectivo) si

PeC
np >0 VP € C. Lo denoteremos por D > 0. Si Dy, Dy € Div(C), escribiremos

Dy > D5 para indicar que el divisor D1 — Dy es positivo.

Definicién. Sea D € Div(C). Asociamos a D el siguiente conjunto de funciones

L(D):={f € K(C)* : div(f) + D > 0} U {0}.
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Proposicién 2.5.4 Sea D € Div(C).

(i) L(D) es un K-espacio vectorial de dimension finita, lo denotaremos por

(11) Sideg(D) < 0 entonces
L(D)={0} y {D)=0.

(111) Si D' € Div(C) es linealmente equivalente a D, entonces
L(D) ~ L(D")

y por lo tanto

Demostracion:
(i) Ver [HAR], Capitulo II, Teorema 5.19.
(ii) Sea f € L(D) no idénticamente cero. Entonces
div(f) > —D.

Tomando grados y utilizando la proposicién 2.5.1 obtenemos la siguiente con-
tradiccion
0 = deg(div(f)) > deg(—D) = —deg(D) > 0.

(iii) Si D’ = D + div(g) con g € K(C)*, entonces la aplicacién

L(D) — L(D)
f = f-g

es un isomorfismo.

Observacién 2.5.5 Sea K¢ € Div(C') un divisor canénico de C, digamos
K¢ = div(w).
Entonces cada funcién f tiene la propiedad
f e L(Ke) <= div(f)+ div(w) > 0 <= div(fw) > 0 <= fw es holomorfa.

Sabemos que toda diferencial de C' tiene la forma fw para alguna funcién f € K(C)*
y por lo tanto podemos establecer un isomorfismo de K-espacios vectoriales :

L(K¢) ~{w € Q¢ : w es holomorfa }. (2.4)

La dimensién de L(K¢), £(K¢), es un importante invariante de la curva C.
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Ahora vamos a ver un teorema central en Geometria Algebraica.

Teorema de Riemann-Roch. Sea C una curva lisa y Ko un divisor candénico
de C. Existe un entero g := g(C') > 0, llamado género de C, tal que para todo
divisor D € Div(C)

{(D)—U¢(Kc — D) =deg(D) — g+ 1.

Demostracion: Ver cualquier libro de Geometria Algebraica basica, en particular
[HAR], Capitulo IV, Teorema 1.3.

Corolario.

(i) {(Kc) =g.

(ii) deg(K¢o) = 29 — 2.
(11i) Si deg(D) > 2g — 2, entonces £(D) = deg(D) — g + 1.
Demostracion:

(i) Aplicando el teorema de Riemann-Roch al divisor D = 0 y observando que

L(D) = L(0) = K se obtiene ¢(D) = ¢(0) = 1. Por lo tanto,

((0) = {(K¢) = deg(D) — g+ 1= U(Kc) = g.

(ii) Aplicamos el teorema de Riemann-Roch al divisor D = K¢ y utilizando (i)
obtenemos

U(Ke) —L4(0) =deg(Ke) — g+ 1 = deg(K¢) =29 — 2.

(iii) Se tiene por hipétesis y por (ii) que deg(K¢ — D) = deg(K¢) — deg(D) < 0.
Utilizando la proposicién 2.5.4 obtenemos

(Ko — D) =0;
y aplicando el teorema de Riemann-Roch
(D) =deg(D) — g+ 1.
]

Ejemplo 2.5.4 Sea C' = P!. Vimos en la ejemplo 2.5.2 que P! no tenia diferenciales
holomorfas. Usando (2.4) obtenemos

g(P") =0|
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Ejemplo 2.5.5 Vimos en el ejemplo 2.5.3 que si tenemos la curva C' dada por
C:y*=(r—e)(r—e)(x —e3)

con ey, ey, e3 € K distintos y car(K) # 2, entonces dz/y es una diferencial holomorfa
de C que no se anula y que cumple

div(dz/y) = 0.

Por lo tanto si tomamos K¢ = div(dx/y) obtenemos, utilizando el apartado (i) del
corolario del teorema de Riemann-Roch, el siguiente resultado

0 =deg(0) = deg(K¢) =29 — 2.

Por tanto,

g(C) =1}

Proposicién 2.5.6 Sea C/K una curva lisa, y sea D un divisor definido sobre K.
Entonces L(D) tiene una base formada por funciones de K(C).

Demostracion: Ver [SIL], Capitulo II, Proposicién 5.8.

Enunciaremos finalmente otro teorema fundamental junto con el teorema de
Riemann-Roch, que nos relaciona el género de dos curvas.

Teorema de Hurwitz. Sea ¢ : C7 — C5 una aplicacion separable no constante
de curvas lisas. Entonces

29(C1) — 2 > deg(6)(29(Ca) - 2) + 3 (eo(P) — 1),

PeCy
donde g(C;) es el género de C;. Ademds la iqualdad ocurre en lo siguientes casos:
(i) car(K) = 0.
(11) car(K) =p >0y p no divide a e,(P) VP € C}.

Demostracion: Ver [SIL], Capitulo II, Teorema 5.9.

2.6 Curvas elipticas.

Definicién. Una curva eliptica es un par (E,O), donde E es una curva lisa
de género 1 y O € E. La curva eliptica (E,O) estd definida sobre K si E estd
definida sobre K y O € E(K).

Vamos a ver que la definiciéon dada en el capitulo 1 de curva eliptica es equi-
valente a ésta. Para ello vamos a ver el siguiente teorema que es una aplicacién del
teorema de Riemann-Roch.
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Teorema 2.6.1 Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo K. Entonces
(1) Existen funciones x,y € K(FE) tales que la funcion

¢: E — P?
¢ =[z,y,1]

es un isomorfismo de E/K en una curva C dada por la ecuacion de Weiers-
trass

C:y? 4+ a1xy + asy = 2> + asx® + asx + ag,
con ay, as, as, ay,ag € K. Ademds ¢(O) = [0,1,0]. (x,y se denominan fun-

ciones coordenadas de Weierstrass de F ).

(i1) Dos ecuaciones de Weierstrass para E estin relacionadas por un cambio de
variable de la forma
r=u?r +r,
{ y = udy + sux’ +t,

con u,r,s,t € K, u+#0.
(11i) Reciprocamente, cualquier curva lisa C' dada por una ecuacion de Weierstrass

es isomorfa a una curva eliptica definida sobre K con elemento neutro O =

[0,1,0].
Demostracion:

(i) Consideremos los espacios £L(nO) n = 1,2,..., y observamos que L£(nQ) C
L((n+1)O). Usando el apartado (ii7) del corolario del teorema de Riemann-
Roch en nuestra curva, que tiene género 1, tenemos:

Sideg(D) > 0= {(D) = deg(D).
Entonces,
(nO) = n.

Por la proposicién 2.5.6 podemos elegir funciones de K(E) que formen una
base de L(nQ).

— ((0)=1. L(O) 2 K, entonces 1 € K es una base de £(O).

— £(20) = 2. Como L(O) & L(20) tomamos z € K(FE) de tal forma que
x tenga un polo doble en O. Una base de £(20) es {1, z}.

— £(30) = 3. Como L(20) & L(30) escogemos y € K(E) con un polo
triple en O. Una base de £(30) es {1,z,y}.

— ((40) = 4. Podemos tomar {1, z,y,2?} como base de £(40), ya que z*
tiene un polo de orden 4 en O y x* ¢ L(30).

— £(50) = 5. Cogemos como base {1, z,y,2? zy}, ya que zy tiene un polo
de orden 5 en O y zy ¢ L(40).
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— 0(60) = 6y {1,2,y, 2% zy, 2%, y*} C L(60), por lo tanto debe haber
una relacion lineal

A+ Agx + Asy + Ayx® + Asay + Aga® + Ay =0,

con A; no todos iguales a cero. Ademas por la proposicién 2.5.6 se tiene
que A, e Ki=1,...,7T.

Ademis Ag - A7 # 0, ya que de lo contrario 1,z,y, zy, % serfan lineal-
mente dependientes.

Por lo tanto podemos hacer el siguiente cambio

T = —A6A7[L’/,
y = As A%y,

y después dividiendo por Ag>A;*, obtenemos una ecuacién cibica en la forma
de Weierstrass. Esto nos da la aplicacion deseada,

¢: B — P?
¢:[$’y’1]’

cuya imagen cae en la curva C' descrita por la ecuacién de Weierstrass anterior.

Tenemos que ¢ es una aplicacién racional y E es lisa. Entonces, por la
proposicién 2.4.3, ¢ es un morfismo. Ahora utilizando el teorema 2.4.4 apli-
cado a ¢ : E — C C P2, que es claramente no constante, obtenemos que es
sobreyectiva.

El siguiente paso es mostrar que la aplicacién ¢ : E — C C P? tiene grado
1, o equivalentemente que K(F) = K(x,y). Consideramos las aplicaciones

¢1: E—DP! ¢y E — P!
or=la,1] 7 62 = [y, 1]

Como x tiene un polo de orden 2 en O y no tiene ningin otro polo, la
proposicién 2.4.7 aplicada al punto @ = [1, 0], nos da deg(¢;) = 2.

Ahora como y tiene un polo de orden 3 en O, aplicando de nuevo la proposicién
2.4.7, tenemos deg(¢ps) = 3.

Utilizando la siguiente torre de cuerpos
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tenemos que
K(E): K@) = deg(é) =2 v [K(E): K(y)] = deglés) = 3.
Por lo tanto, [K(F) : K(x,y)] divide a 2 y a 3, asi que
[K(FE): K(z,y)] = 1.
Esto es, K(E) = K(z,y).

Ahora veamos que C es lisa, y para ello supondremos que C' no es lisa y
llegaremos a una contradiccién. Si C' es singular la proposicion 1.5.6 nos dice
que existe una aplicacién ¢ : C — P! de grado 1. Entonces la composicién
po¢: £ — P! es una aplicacién de grado 1 entre curvas lisas; la proposicién
2.4.6 nos dice que es un isomorfismo. Esto contradice el hecho de que E tiene
género 1 y P! tiene género 0. Por lo tanto C' es lisa. Y utilizando de nuevo la
proposicion 2.4.6 tenemos que E es isomorfa a C', ya que tenemos un morfismo
de curvas lisas E'y C' de grado 1.

Sean {z,y} y {z’,y'} dos conjuntos de funciones coordenadas de Weierstrass
en F. Entonces x y z’ tienen polos de orden 2 en O. Por lo tanto {1,z} e
{1,2'} son base de L(20) y

$:U1$/+T Ul,TEK Ul%o

Anélogamente, y e 3’ tienen polos de orden 3 en O , {1,z,y} y {1,2',3'} son
base de £(30), luego
y:UQy/+Sgl’/+t u2,52,t€K UQ#O
Ademaés (z,y) y (2/,y’) satisfacen la ecuacién de Weierstrass en la que los
coeficientes de 22 e % son 1; por lo tanto u;® = uy?. Poniendo
(%) So
Uu=— Yy §= 5
U1 u
obtenemos que el cambio de variables es de la forma
X =u’X'"+r,
Y =Y + suX' +t,
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(iii) Supongamos® que car(K) # 2. Sea E una curva lisa dada por una ecuacién
de Weierstrass. En la seccion §1.5 vimos que si teniamos car(K) # 2 entonces
nuestra curva se podia poner en la forma

y* = (x —ey)(x —ey)(x —e3) con ey, ey, e3 € K distintos.

Vimos en el ejemplo 2.5.5 que entonces

y junto con el punto O € E | tenemos que (E, Q) es una curva eliptica.

Para ver el caso en que car(K) = 2 ver [SIL], Capitulo III, Proposicién 3.1,c.



Capitulo 3

Teorema de Mordell.

En este capitulo demostraremos el siguiente teorema:

Teorema de Mordell. Sea E una curva eliptica definida sobre Q. Entonces E(Q)
es un grupo abeliano finitamente generado.

La demostracion de este teorema consistira en la aplicacion del llamado Teorema
del descenso, que veremos en la seccién §1. Dicho teorema nos asegura que si en un
grupo abeliano A hay definida una funcién altura que cumple unas determinadas
hipétesis y si existe un entero m > 2 de tal forma que A/mA es finito, entonces A
estd finitamente generado.

En la seccion §2 demostraremos el Teorema Débil de Mordell, que nos asegura
que E(Q)/2E(Q) es finito.

En la seccién §3 definiremos una funcién altura en el grupo abeliano E(Q), de
tal forma que aplicando el Teorema del Descenso junto al Teorema Débil de Mordell,
tendremos demostrado el Teorema de Mordell.

Asi, el Teorema de Mordell nos dice que

E(@) = E(Q)tors D ZT>

donde E(Q);ors es el subgrupo de torsién de E(Q) y r es el rango de E(Q).

Para una curva eliptica definida sobre QQ es posible calcular completamente la
estructura de E(Q);ors, como veremos en el capitulo 4. Sin embargo, el rango es
mucho mas dificil de calcular y en general no se conocen métodos que nos garanticen
como hallar el rango de una curva eliptica dada. Trataremos el rango en los tltimos
capitulos de este trabajo.

Por 1ltimo, en la seccién §4 enunciaremos varias generalizaciones del Teorema
de Mordell.

69
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3.1 El método del descenso.

Teorema del descenso. Sea A un grupo abeliano y sea h : A — R una funcion
“altura "con las siguientes tres propiedades:

(i) Dado QQ € A, existe una constante C; = C1(Q) que depende de Q y A, tal que
para todo P € A,
h(P & Q) < 2h(P) + C..

(i1) Eziste un entero m > 2 y una constante Cy que depende sélo de A, tal que
para todo P € A,
h([m]P) > m?*h(P) — Cs.

(i1i) Para cualquier constante Cs,

{P € A: h(P) < Cs} es un conjunto finito.

Si suponemos ademds que para el entero m en (it), el grupo cociente A/mA es
finito, entonces A estd finitamente generado.

Demostracion: Elegimos @1, ...,Q, € A, representantes de las clases de A/mA.
Por ser A/mA finito sabemos que es un conjunto finito. Si consideramos un P € A,
existird ¢ tal que P — @); € mA, es decir,

Jip €{1,...,r} y 3P, € A tal que P — Q;, = [m|P;.
Continuando el proceso obtenemos sucesivamente:

Py = [m|Py+ Qy,

Py = [m]Pn + an
Por lo que podemos escribir
P = Qi +[mlP=Q; +[m]Qs + [m2]P2 =...=

= [m"|P, + Z [m’1Q;,.

Jj=1

Es decir,
P€<Q1a'-'7QraPn>~

Si demostramos que existe una constante C' independiente del punto P tal que
h(P,) < C para un cierto n, habremos acabado, ya que tendremos que A estd
generado por {Q1,...,Q,.} U{P € A: h(P) < C}; y este conjunto es finito por la
propiedad (i7i) de h. Vamos a buscar dicha contante. Para cada j, tenemos por
(17) que

h(m]Py) = m*h(P;) - C,
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asi que

A(B) < —h(m]Py) + Gl = — AP ©Qy) + Gl

1
m?
Y por (i) obtenemos

W(P)) < —[h(P,_y) + C) + Cal. (3.1)

m2

donde C] = 1II<1§1<X{C1(@QZ')}- Ademds C7 y Cy no dependen de P;. Ahora usamos la
desigualdad (E’)i) repetidamente, empezando por P, y llegando a P. Asi obtenemos:

1
h(Pn) = 2 [Qh( n— 1)+C +C2]
2
= Wh(Pn—l)‘l'W[Ci“‘Cz]S
2 1 1
< = [Qh(nz)—l-C + Cy) W[ClJrCQ]:
2 1 27,
2 1 2 4 o171
S (ﬁ) |:ﬁ+_4+ﬁ+ 2n:|[C +C2]
n—1 i
2 1, 2
< <W) §[Cl+02].;<ﬁ).

Y usando que m > 2 obtenemos

h(Py)

< 27"W(P) +

Se sigue que tomando un n suficientemente grande, se cumplird que

WP, <1+ 01302,

y por tanto todo elemento de A es una combinacién lineal de puntos del conjunto

C1 + Cy
2 )

{Qh---,Qr}U{QeA:h(Q)glJr

que es un conjunto finito por la propiedad (iii). Esto prueba que A est4 finitamente
generado.
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Una pregunta que nos podemos hacer, a la vista de la demostracion del teorema
del descenso, es cémo encontrar generadores para A. Primero tendremos que ser
capaces de calcular las constantes C; := C(Q;), para cada elemento Q1,...,Q, €
A, los representantes de las clases de A/mA. Luego tendremos que ser capaces de
calcular la constante Cs. Y, por ultimo para cualquier constante C3, deberemos ser
capaces de encontrar los elementos en el conjunto finito {P € A : h(P) < Cs}.

Se pueden obtener estas constantes para las funciones altura, que definirenos
para curvas elipticas, con tal de que podamos encontrar elementos de E(K) que
generen el grupo finito E(K)/mE(K) (Ver [SIL], Ej. 8.18). Desafortunadamente,
no se conoce ningin método que nos proprocione generadores para E(K)/mE(K).

3.2 Teorema débil de Mordell.

Teorema débil de Mordell. Sea E una curva eliptica definida sobre Q. Entonces
el grupo abeliano E(Q)/2E(Q) es finito.

Antes de la demostracién veremos algunos resultados que nos seran necesarios.

Proposicion 3.2.1 Sea E una curva eliptica definida sobre Q por una ecuacion de
Weierstrass de la forma

Y’ = f(x) = 2° + azx® + br +c.
El polinomio f(x) se factoriza como:
f@) = (z —a)(x—B)(z—7)
Sea K el cuerpo de descomposicion de f(x) = (x —a)(x — B)(x —7), ¥y
E(Q)/2E(Q) ~* E(K)/2E(K)
el homomorfismo canonico. Entonces,
| ker ¢ < 220501
Demostracion: Si P = (z,y) es un elemento de E(K) y o € Gal(K/Q), entonces
P? = (o(x),0(y)) € E(K).
Ademas o actua sobre E(K) como un homomorfismo de grupos, esto es,
(POQ)=reQ,

ya que E estd definida sobre Q.
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Definiremos ahora
E2]:={Q € E(K) : 2]Q = O}.

Para cada P € ker ¢, elegimos Qp € F(K) de manera que [2]Qp = P. Entonces
obtenemos una aplicacién:

Ap: Gal(K/Q) — E[2]
o — Ap(0) = Q% © Qp.

Veamos que se tiene que A\p(0) € E[2] para todo o € Gal(K/Q):

2] p(0) = [2/(QF ©Qp) = ([2]Qp)” © [2]Qp =
= PP P=0,

ya que como P € E(Q), P? = P. Si Ap = Ap/, entonces

QP e Qp=Ap(c) =Ap(0) =Q% ©Qp Yo € Gal(K/Q).
Por tanto,

(QroQp)’ =Qp00Qm =QpoQp Yo € Gal(K/Q),

y como K es una extensién normal de Q, se tiene que K&5/Q = Q (es decir, los
elementos de K que son invariantes bajo la accién de todo el grupo Gal(K/Q), son
los elementos de Q). Por tanto,

Qr S Qp € E(Q).

Asi pues, si Ap = Aps, se tiene P' — P = [2](Qp — Qp) € 2E(Q). Tenemos por
tanto una aplicacién inyectiva

A : ker ¢ — Aplicaciones(Gal(K/Q), E[2]),

de modo que
| ker ¢| < # Aplicaciones(Gal(K/Q), E[2]).

Ahora, utilizando el teorema fundamental de la teoria de Galois tenemos que
# Aplicaciones(Gal(K/Q), E[2]) = 4G/ Ol — 4lK:Q]

y obtenemos el resultado deseado.

Corolario.
|E(K)/2E(K)| < 00 = |[E(Q)/2E(Q)| < oc.

Por tanto, para ver que E(Q)/2E(Q) es finito, basta con ver que E(K)/2FE(K)
es finito.
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En lo que sigue, denotaremos:
K* el grupo multiplicativo.
K*? ={ke K*: 3K € K* tal que k = (k')?}.

F una curva eliptica dada por y* = (z — a)(z — )(x — ) = f(z), con K el
cuerpo de descomposicién de f(z).

Proposicion 3.2.2 Sea E una curva eliptica definida sobre Q. Definimos

Yo : B(K) — K*/K*?

mediante
(r — a)K*? si P = (z,y) con P# O yz # a,
Va=1< (a=B)a—y)K? s P=(a0),
1. K* si P=0.

Entonces @, es un homomorfismo de grupos.

Corolario. ¢, induce un homomorfismo de grupos
E(K)/2E(K) — K*/K*?,
que llamaremos también .

Demostracion Proposicion 3.2.2 : Si tenemos P, & P, = P3 con P; € E(K) para
1 =1,2,3, queremos comprobar que

©a(P1) - pa(P2) - u(P3)™" € K™

Observamos que si k € K*/K*?, entonces k = k=, Ademds, por la definicién de
©a, para todo P € E(K) se tiene ¢, (P) = ¢o(©P). Por tanto, para ver que ¢, es
un homomorfismo de grupos basta con ver que

PLd P, ®Py=0 = @uo(P1) ¢a(P2) - a(Ps) € K*.

Si P = O, por ejemplo i = 1, entonces P, @ P5 = O. Por tanto como ¢ (P;) =
0o (OPs) = @, (Ps) se tiene

Pa(Py) - 0a(Ps) = [pa(P2)]? € K™,

Es decir, podemos asumir que P; es un elemento de la forma (x;,y;) con i =1,2,3.
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Vamos a diferenciar dos casos:
1., #a,i=1,2,3.
Sea y = mx + b la recta que une Py, Py, P3. Cada P, = (x;,y;) satisface
(x = a)(z = B)(x — ) =y* = (mz +b)*.
Entonces (z — a)(z — 3)(z — ) — (mz + b)*> = 0 para x = z;, 79, 3. Es decir,
(x—a)(x—B)(z—7) — (mz+b)?*=(z —21) (2 — ) (z — x3).
Poniendo z = o obtenemos
(1 — a)(zy — a)(z3 — a) = (ma + b)%;
y por la definicién de ¢, tenemos

Qpa(Pl) ) @a(P2) : @a(Pg) e K*2.

2. T = Q.

Entonces (z2,¥2), (3,y3) # (o, 0), ya que si no alguno de los tres puntos seria
O, posibilidad que hemos descartado anteriormente. Sea de nuevo y = mx+0b
la recta que une Py, P», P;. Ahora, como x; = a, obtenemos

(z—a)(x—B)(x—7) — (mx+b)?=(r —a)(z —z3)(x — z3). (3.2)

Entonces (z —a) | (mx +b)?, y por lo tanto ma +b = m(x — a). Sustituyendo
en la ecuacion (3.2) tenemos

(z—a)(z = B)(z—7) —m’(z — ) = (z — a)(z — z2)(z — 23);
y dividiendo por z — a,
(z = B)(x —7) —m*(z — a) = (z — z2)(z — x3).
Tomando z = a conseguimos
(= B)(a—7) = (a —z)(a — z3),

que no es mas que
Pa(P1) = a(P2) - pa(P3).

Luego
Cal(P1) - @a(P2) - 0alPs) € K.
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Lema 3.2.3 Sea E una curva eliptica definida sobre K con car(K) # 2, 3.
Supongamos que E estd dada por

v=@@—-a)(r—-B)(z—7) =2 +r*+sz+t cona,B,yeEK.

Dado Py = (22,y2) € E(K), P» # O, existe P, = (x1,y1) € E(K) tal que [2]P, = Py
sty solo si

Ty —a=a?

1’2—/6:/612 CO’H,O&l,ﬂl,’}/lEK.

Ty — 7Y = 7%

Demostracion:
Supongamos que existe P; = (x1,;) tal que [2]P, = P,. Seay = mz + b la
recta tangente a F en P;. La recta corta a F en P; dos veces y en P. Por tanto
las raices de

(z —a)(z = fB)(z =) — (mx +b)*=0

son x1, como raiz doble, y z5. Entonces tenemos
(x —a)(x—B)(x—7) — (mx+b)? = (x — 25)(x — 21)°.

Pongamos r = a:
—(mz +b)? = (a — 22)(a — 21)*.

Es obvio que a — 1 # 0, ya que si 7 = «, entonces P, = («,0) y tendriamos
[2] P, = O = P,, en contradiccién con la hipétesis P, # O. Por tanto,

(ma+b>2 )
Ty — = =aj.

a — I

Analogamente para 5y 7.

Para simplificar, vamos a hacer un cambio de variables, para asi tener xo = 0

y con esto obtener y2 = —af3y = t. Por tanto tenemos como hipétesis
—a = a?
_62512 con ala/gla’yl € K.
—y =

Entonces podemos elegir
Y2 = i

Busquemos ahora P;. Sea y = mx + b una recta que pasa por P y es tangente a E
en un punto (x1,%1), es decir,

(x—a)(z—B)(z—7) — (mz+b)?=z(z —2,)%
Observamos que y = b ya que y = mx + b pasa por (0, ys). Entonces,

— [¢® + ra® + sz — m*2® — 2mysz] = (z — x)?,

X
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esto es, el polinomio
22+ rz 4 s —mPz — 2myy (3.3)

tiene raices repetidas. Por tanto su discriminante es nulo,
(m?® —7)* — 4(s — 2my,) = 0. (3.4)

Si encontramos una solucién mgy € K de la ecuaciéon (3.4) obtendriamos que

z1 = £(m§ — r) es una rafz doble de (3.3), y que por tanto

2](x1, mox1 + Y2) = (22, —Ya) = SP.

Con esto,
2](z1, —moz1 — y2) = Po.

Vamos a buscar una solucién de (3.4). Introducimos una nueva variable u:
(m? —r +u)® = (m* —r)? + 2um?® — 2ur + u?
y utilizando (3.4),
(m* —r+u)? = 4(s—2myz) +2um? —2ur +u® = 2um?® —8yym+u? —2ur+4s. (3.5)

El lado derecho de esta ecuacion es el cuadrado de un polinomio en m. Para verlo,
necesitamos encontrar una raiz doble de 2um? — 8yom + u? — 2ur + 4s, y para ello
el discriminante ha de ser cero:

64y5 — Su(u® — 2ru + 4s) = 0.
Utilizando que y3 = t, tenemos
—u® 4 2ru® — 4su + 8t = 0.

Las raices de esta ecuacion son —2a, —23 y —2+, por serlo a, f y v de la ecuacién
23 +ra? +sr+t=0.Y si ponemos u = —2a en (3.5),

(m? —r — 2a)? = —4am? — S8yom + 40® + 4ra + 4s.
Ahora podemos escribir r y s en términos de «, 3,7, deduciendo

r=—(a+8+7),
s =af +ay+fy;

y utilizando
2

—Oé == Oél,
_ﬁ = 6%7
—y =3,

junto con y, = a3y obtenemos

(m® —a+ B +7)* = 4(aam — Bim)>.
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Asi que
m2 — +/6 ‘l"}/ = iQ(alm — 5171)
m? F2um —a=—F -7 F26m
(mFa)® =6 F26im +11 = (B Fn)

En definitiva, obtenemos las siguientes soluciones de (3.4):

=a; £ (B —m)
=a; + (1 +m)
=—o; £ (/61 - 71)
=—a1 £ (61 +m),

3333

todas ellas pertenecientes a K. Asi queda demostrado el Lema.

O

Anélogamente a la definicién de ¢,, podemos definir pz. Asi obtenemos la
siguiente proposicion:

Proposicién 3.2.4 El homomorfismo
Yo X 5+ B(K)/2B(K) — K*/K** x K*/K**,
es inyectivo.

Demostracion: Sea P # O, de la forma (z,y). Supongamos que P € ker ¢, X ¢g,
de forma que
a(P), ps(P) € K*.

Vamos a diferenciar varios casos:

1. P # (a,0),(8,0). La hipGtesis es que x — o,z — f € K*?. Ademés como
P e E(K),
(z—a)(x =)z —7) =y* € K,

luego x — v € K** y por el lema 3.2.3 tedremos que P € 2E(K).

2. P =(a,0). La hipétesis es ahora que

¢a(P) € K* : (a—pB)(a—7v) e K*?
{ po(P) € K2 S doch { (B—a)e K+ ’

por tanto,
a—fp e K
a—veK?

Ademés a — a = 0 € K*2. Aplicando de nuevo el lema 3.2.3 obtenemos que
P =(a,0) € 2E(K).

3. P =(0,0). Totalmente analogo al caso 2.
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Necesitamos ahora enunciar un Teorema que se enmarca en la Teoria Algebraica
de Ntumeros. Se puede demostrar, aunque no lo haremos, utilizando técnicas bésicas
de dicha teoria (ver [KNA]). Una introduccion a la Teorfa Algebraica de Numeros
se puede encontrar en [S-T] o [SAM].

Teorema 3.2.5 Sea K un cuerpo de niumeros y sea Ok el anillo de enteros de K.
Entonces existe un anillo R con O C R C K tal que:

(i) R es un dominio de ideales principales y por lo tanto, un dominio de facto-
rizacion unica.
(i1) El grupo de unidades de R estd finitamente generado.

Construido este anillo R, tenemos que por ser un dominio de factorizacion tnica,
podemos escribir

K /K? ={UR)/U(R)}e B z/2z, (3.6)

p primo en R

donde U(R) denota el conjunto de unidades de R y U*(R), el de los cuadrados de
las unidades de R.

Veremos que la imagen de ¢, X @5 en K*/K*? x K*/K*? es cero en casi todas las
coordenadas de la descomposicién de K*/K*? x K*/K*? obtenida aplicando (3.6)
a los dos factores.

Si p es un primo en R y r es un elemento de K, escribiremos p® || r si r = p%q
y ¢ € K es tal que p no es un factor ni de su denominador ni de su numerador.
Utilizaremos todo esto para ver que E(K)/2E(K) es finito.

Observaciéon 3.2.6 Si K es el cuerpo de fracciones de un dominio R y F es una
curva eliptica dada por

v =1+Ar+B ABcEK,
podemos tomar 7 el minimo comin denominador de A y B, y hacer el cambio
X =r’x,
Y =ry.
Con esto, podemos suponer que A, B € R. En particular, si K = Q, la curva
eliptica F tiene una forma de Weierstrass de la forma
v =2"+Axr+B con A,BEZ.

Ademds, si 2* + Az + B = (v —a)(x — )z —7) = f(x) € Z[z] y K es el
cuerpo de descomposicién del polinomio f(z), entonces por lo anterior, se deduce
que a, 3,7 € Ok.
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Proposicion 3.2.7 Sea E una curva eliptica definida sobre Q, por la observacion
anterior, podemos suponer que E viene dada por la ecuacion

y'=(r—a)(z—p)z—7) =fz)  conafyeOk,

donde K es el cuerpo de descomposicion de f(x). Sea ¢ X g el homomorfismo
anteriormente definido y d el discriminante de f(x). Entonces el homomorfismo
inducido por g, X @g,

E(K)2E(K) — {U(R)JU*(R)} e {UR)U*(R)}e P  (Z/22817/27),
p primo en R

tal que p|d
es inyectivo.

Demostracion: Sea P = (z,y) € E(K)\{O}. Queremos comprobar que las coorde-
nadas de P en la descomposicién (3.6) correspondientes a primos p que no dividan
a d son cero.

Fijamos un primo p € R y definimos los enteros a, b, ¢ como
A ) R G c) M A N C )]
Como (z — ) (z — B)(z — ) = y* se debe cumplir que
a+b+c=0mod 2. (3.7)
Cuando x # «, 3,7 vamos a diferenciar dos casos:

1. Al menos uno de a,b,c es < 0. Digamos a < 0. Como o € O v Og C R,
entonces o € R, y por tanto,

p'Y || (denominador de ).

Con esto tenemos que p* || (x —a), (x — ), (x —v). Esdecir,a=b=cy
de (3.7) deducimos que

a=b=c=0mod2.
Luego la imagen de P = (z,y) en la p-ésima coordenada de la descomposicién
(3.6) es cero.

2. Al menos uno de a,b,c es > 0. Digamos a > 0. Si pJd, entonces pf(a — [3).
Como

r—f=(@—a)+(a-7),
y a > 0, se tiene b = 0. Andlogamente, con (« — 7) obtenemos ¢ = 0. Y
usando de nuevo (3.7) llegamos a

a=b=c=0mod?2.

Por tanto la imagen de P = (x,y) en la p-ésima coordenada de la descom-
posicién (3.6) es de nuevo cero.
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Nos queda por ver el caso en que P € {(«,0),(5,0),(v,0)}. Para éstos, p.(P) y

@p(P) son productos de (a—03), (a—7) y (8—7). Sipfd, entonces pf(a—@), p| (a—~)
v pf(B — ), por tanto a = b = ¢ = 0.

Se concluye que la imagen de cualquier P = (z,y) en todas las coordenadas
tales que pfd de la descomposicién (3.6) son cero.

Ahora, como el grupo de unidades de R, U(R), es finitamente generado,

{UR) /U (R)}

es finito. Por lo tanto el grupo

{UR R} o UR U R)}e P (Z2/2Z0Z/22)
p primo en R

tal que p|d

es finito, y utilizando esto ultimo junto con la proposicion 3.2.7 obtenemos que
E(K)/2E(K) es finito.

Para demostrar el Teorema débil de Mordell, sélo nos queda aplicar el corolario
de la proposicién 3.2.1 al hecho de que E(K)/2E(K) es finito, para asi obtener que
E(Q)/2E(Q) es finito.

Observacion 3.2.8 En el caso particular de que «, 3,7 € Z podiamos haber de-
mostrado la proposicion 3.2.7 sobre Q, en lugar de K, sin necesidad de utilizar el
anillo auxiliar R, haciendo las mismas demostraciones para Z y teniendo en cuenta

que U(Z) = {£1}, y por tanto U(Z)/U*(Z) =2 Z/27Z.

E(Q)/2E(Q) Z/izez)2m)e @ (Z2/2201L/2Z)
tal que p|d
Q*/Q" x Q*/Q* Zrzez2z)e @ (Z2/2Z61/22)

p primo en Z
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3.3 El Teorema de Mordell.

En esta seccion demostraremos el teorema de Mordell-Weil en el caso que més nos
interesa, esto es, para curvas elipticas definidas sobre Q. En este caso el teorema es
llamado teorema de Mordell y su demostracion fue publicada en 1922 en [MOR1].

Teorema de Mordell. Sea E una curva eliptica definida sobre Q. Entonces E(Q)
es un grupo abeliano finitamente generado.

Vamos a dar una funcién altura explicita para poder aplicar el teorema del
descenso.

Definicién. Seaz =L ¢ Q con (p,q) = 1. Se define la altura de x como

H(z) = max{|p|, |q|}.

Definicién. Se llama altura en E(Q) a la funcion

h, : E(Q) — R
definida por
| logH(z(P)) st P# O
ha(P) = { 0 si P=0.

Se tiene que h,(P) es no negativa para todo elemento P de E(Q).

Proposicién 3.3.1 La funcion altura en E(Q), h,, satisface:

(i) Sea Q) € E(Q). Existe una constante C, dependiendo de Q, A y B, tal que
para todo P € E(Q)
he(P @ Q) < 2h(P) + C1.

(i1) Eziste una constante Cs, dependiendo de A y B, tal que para todo P € E(Q),
ha([2]P) > 4h,(P) — Cs.
(11i) Para cualquier constante Cs, el conjunto
{P e EQ):h(P) < Cs}
es finito.

Antes de la demostracién de la proposicion haremos algunas observaciones.
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Observacién 3.3.2 Cualquier niimero racional ¢ # 0 puede ser puesto en la forma

y,m

q=D —,
n

donde m,n € Z son tales que pfm,n y (m,n) = 1. Definimos el orden p-adico de
un nuamero racional como el entero v, y escribimos

ordy(q) = ord, (p”ﬂ) =v.
n
Sea E la curva eliptica dada por
E:y*=2+Az+B con A, B €7,

y supongamos que p divide al denominador de x y no al numerador, esto es,

( ) m U
x, = " )
y npt - wp?®

donde p > 0y pf/m,n,u,w. Como (z,y) € E(Q) se tiene que

w*m® + Amn®p** + Bn’p*

w2p2o n3p3,u,

Tenemos que pju® y pfw?, por lo que

U2
Ordp <w2—p20) = —20.

Como p > 0y p/m, se obtiene
pf (m* + Amn?p* + Bn’p*),

y por tanto,

d m3 + Amn*p* 4+ Bn3p3# _ 5
ord, ey = —3u.

Luego
20 = 3u. (3.8)

En particular ¢ > 0 y por ello p divide al denominador de y. Ademas, la relacion
(3.8) nos dice que
2lp y 3o

Asi que concluimos que
=2 y o=3v,

conveZyrv>D0.

Anélogamente, si p divide al denominador de y sin dividir a su numerador, lle-
gamos al mismo resultado. Por lo tanto, si hacemos esto para todos los primos,

podemos concluir que
a b
P = (l’,y) = <ﬁa$) 9

con (a,b,d) =1y a,b,deZ.
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Observacién 3.3.3 Sea d = 443 + 27B? y sean

F(x,2) = 2% — 2A2%2% — 8Bxz3 + A%2*,
G(r,2) = 4232 + 4Axz3 + 4Bz

Entonces existen f1, fa, g1, g2 € Q|z, 2] tales que se tienen las siguientes igualdades:

fi(z,2)F(x, 2) — g1(x, 2)G(w, 2) = 4d27,
folw, 2)F(x, 2) — go(, 2)G (2, 2) = 4da”.

Para demostrar este hecho, basta con dar fi, fs,91,92 y ver que las igualdades
anteriores se cumplen. Estos polinomios son:

f1=—4(32%2 + 4A23),

g1 = 27B23 + 5Ax2% — 323,

fo = —4(dx® — A2Ba?z + (3A% + 22AB*)x2* + 3(A3B + 8B3)23),

go = A?Bx® + (5A* + 32AB?) 1%z + (26A3B + 192B3)x2* — 3(A® + 8A2B?)23.

Demostracion de la proposicion 3.3.1:

(i) Vamos a diferenciar varios casos:

— 51 Q = O es obvio que hy(P & O) = hy(P) < 2h,(P) + 1. Tomando
(1 = 1 obtendriamos el resultado deseado.

- SiP=0,Q, Q.

x Si P = Q, igual que en el caso anterior.

x Si P =00, h,(6Q ® Q) = h(O) =0 < 2h,(6Q) + 1, y tomamos
C, =1

x* S1 P =@,
he(Q & Q) = ha([2]Q) < 2h,(Q) + (4,
con Cy > max{h,(Q), h.([2]Q)}.
— Ahora tomamos QQ # Oy P # O,Q, 6Q.

Por la observacion 3.3.2 podemos escribir P y () en la forma

a b ., a v

con (a,b,d) =1y (a/,V,d) =1y a,b,d,d,VV,d € Z. Usando la férmula
de la suma @ en E(Q), obtenemos

I 2 / / /
y—y , xx' + A)(x + ') + 2B — 2yy
r(P®Q) = (:)3—:5’) —(x—:c):( )(($—£/)2
(ad' + Ad*d*)(ad? + a'd?) + 2Bd*d"* — 2bdV'd’
(ad? — a'd?)? :
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Al calcular la altura de un ntmero racional, las cancelaciones entre el
numerador y el denominador sélo contribuyen a que la altura decrezca.
Usando la desigualdad

i=1

< n- max {|4;]} max {|Bil}, (3.9)

y por la definiciéon de altura, obtenemos que

H(z(P® Q) < Cymax{|a’|, |d"], |ad”], [bd|} < C} max{|al*, |d|*, |bd]}

b
donde C] depende de A, B,d’,V/,¢’. Como P = (%, ﬁ) € E(Q), en-
tonces
b = a® + Aad* + BdS,
por lo que
b < C} max{|al*?, |d|*}.
Entonces

bd| < C} max{|a*?|d|, |d|*}.
Ahora vamos a ver que
max{|a*?|d|, |d]} < max{|al*,|d|'}.

Si |a*? < |d|* = max{]a[*?|d], |d[*} < |d]*
Si [a*? > [d|* = max{|a[*?|d], |d|'} < [a*/* < al*.
Por lo tanto,

bd| < € max{|a|?, |d|*}.

Asi obtenemos
H(z(P® Q) < C1C) max{|af’, |d|'} = C1C) H*(«(P)),
y tomando logaritmos,
log H(z(P @ Q)) < log(C1CY) + 2log H (x(P));

es decir,
ho(P ® Q) < 2h,(P) + C,

donde C = log(C4C}) s6lo depende de A, B,d’,V',d’. Con lo que queda
demostrado el apartado (i).

(ii) También vamos a distinguir varios casos.

— Si P cumple [2]P = O, tomando Cy > max{4h,(P’) : [2]P" = O} ya
esta.



86

Capitulo 3. Teorema de Mordell.

— Ahora suponemos [2]P # O. Sea P = (x,y); entonces la féormula de la

suma @ nos dice

f’(:)s))2 P xt — 2Ax? — 8Bz + A?

9| P) =
=([21P) <2y 475 + 4Az + AB

Los polinomios homogeneizados del numerador y del denominador de
z([2]P) son

F(x,2) = 2 — 2A2%2% — 8Bxz? + A%24,
G(x,2) = 4232 + 4Ax2> + 4B2*,

asi que, si x = % con (a,b) =1,

T

A diferencia del apartado (i), estamos buscando una cota inferior para
la altura de z([2] P), por lo que hay que controlar las cancelaciones entre
el numerador y el denominador. Tenemos

F(x,1) = f'(z) — 8z f(x),
G, 1) = 4f(x),

que son primos entre si, ya que f(z) y f'(x) son primos entre si por
ser E una curva lisa. Sea § = mcd{F(a,b),G(a,b)}; entonces por la
observacion 3.3.3 se cumplird que

5| 4db,
§|4da’;

y como (a,b) = 1 tenemos que 0 divide a 4d. Por tanto,
0] < [4d].

Con esta ultima desigualdad,

Ha(2)p)) > P (@ L1 )

> 1 (3.10)

Por otra parte, utilizando de nuevo la observacion 3.3.3 y la desigualdad
(3.9),

[4dbT| < 2max{|f1(a, b)l, [g1(a, b)[} max{|F(a, b)|,|G(a, b)|},
[4da’| < 2max{|f2(a, b)|, [g2(a, b)|} max{|F'(a,b)|,|G(a, b)[}.

Ahora viendo cémo son f1, g1, f2, g2 tenemos

max{|f1(a, b)‘v ‘gl(av b)‘v ‘f2(a7 b)|7 |g2(a7 b)‘} <
< C(A, B) max{|a®b], |b°[, |a’], [ab?|} = C(A, B) max{|b°|,|a’[},
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(iii)

con C(A, B) una constante dependiendo de A y B. Reuniendo las tres
ultimas desigualdades obtenemos:
max{|4da'|, |4db"|} < 2C(A, B) max{|a’|, |b°|} max{|F(a,D)|,|G(a, b)[}
max{|F(a,b)|, |G(a,b)|}

|4d|

maxc{]ad], 8]} < 2C(A4, B)
Ahora, utilizando (3.10),
max{|a’|, [} < 2C(A, B) H(x([2]P)),

y usando la definicién de altura,

Si tomamos logaritmos,
4h,(P) — Cy < h,([2]P)

donde Cy = log(2C(A, B)) es una constante que sélo depende de A y B.

Por tanto hemos demostrado (ii).

Para cualquier constante C' > 0, se tiene que el conjunto

{¢cQ:H(q) <C}

a
es claramente finito, ya que si ¢ = — € Q con (a,b) = 1, entonces H(q) =

max{|al,|b|}. Por tanto si H(q) < C, entonces |a|] < C'y |b] < C y por
ser a y b nimeros enteros solo existen una cantidad de ellos cumpliendo esa
acotacién. De hecho,

#{¢€Q: H(qg) <C} < (20 +1)%

En nuestra curva eliptica, para cada x hay como mucho dos valores para y
para los que el punto (z,y) pertenece a la curva. Por tanto,

4P € B(Q) : ho(P) < C3) < 0.

O

Demostracion del Teorema de Mordell: El teorema débil de Mordell nos
dice que E(Q)/2E(Q) es finito. La proposicién 3.3.1 nos asegura que la funcién
h, : E(Q) — R satisface las tres propiedades de las hipdtesis de altura del Teorema
del Descenso, por lo tanto el Teorema del Descenso nos asegura que E(Q) estd
finitamente generado.

|



88 Capitulo 3. Teorema de Mordell.

3.4 Generalizaciones del Teorema de Mordell.

En esta seccion enunciaremos varias generalizaciones del Teorema de Mordell. La
primera consistira en considerar curvas elipticas definidas sobre cuerpos de ntimeros.

Teorema de Mordell-Weil. Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo
de numeros K. Entonces F(K) es un grupo abeliano finitamente generado.

La demostracion de este resultado se basa, al igual que la del Teorema de
Mordell, en la aplicacién del Teorema del Descenso al grupo abeliano que forman
los puntos racionales de E. Pero a diferencia del caso en que K = QQ, no podemos
definir una funcién altura de forma tan explicita, por lo que se han de utilizar otras
técnicas; y estas son las desarrolladas por la teoria general de funciones altura (ver
[SIL], Capitulo VIII, Secciones 5y 6). Para utilizar el Teorema del Descenso necesi-
tamos que exista un entero m > 2 tal que F(K)/mE(K) sea finito. Este resultado
nos lo da el siguiente teorema, que no es mas que una generalizacion del Teorema
Débil de Mordell al caso de cuerpos de ntmeros (para la demostracion, ver [SIL],
Capitulo VIII, Teorema 1.1).

Teorema Débil de Mordell-Weil. Sea E una curva eliptica definida sobre un
cuerpo de nimeros K. Entonces para cualquier entero m > 2, E(K)/mE(K) es
un grupo finito.

El siguiente paso es tomar variedades abelianas. Una variedad abeliana es una
variedad proyectiva lisa A definida sobre K que tiene un punto distinguido O € Ay
una estructura de grupo abeliano para la que O es el elemento neutro de la operacién
suma en A y las operaciones suma y resta en A son morfismos. Ademads se dice
que esta definida sobre K si A esta definida sobre K como variedad proyectiva,
y O € A(K). Asi una curva eliptica no es mas que una variedad abeliana de
dimensién 1. El resultado es el siguiente:

Teorema de Weil. Sea K un cuerpo cuerpo de nimeros y sea A una variedad
abeliana definida sobre K. Entonces A(K) estd finitamente generado.

Tanto este tltimo teorema como el que hemos llamado Teorema de Mordell-Weil,
fueron demostrados por A. Weil en 1928 ([WE1]). El mismo Weil, en 1930 ([WE2]),
aplicé la demostracién de este teorema al caso de curvas elipticas definidas sobre
Q, para asi dar una prueba mas sencilla que la que dié Mordell.

Por dltimo, A. Neron ([NER1]) generalizé el Teorema de Weil al caso en que el
cuerpo K es un cuerpo finitamente generado sobre un cuerpo primo.

Teorema de Mordell-Weil-Nerén. Sea K un cuerpo finitamente generado sobre
un cuerpo primo y sea A una variedad abeliana definida sobre K. Entonces A(K)
esta finitamente generado.



Capitulo 4

Puntos de torsion.

Vimos en el capitulo anterior que si E es una curva eliptica definida sobre Q,
entonces

E(@) ~ E(Q)tors @ Zra

donde F(Q)srs es un grupo finito denominado subgrupo de torsiéon de E(Q) y r
es un entero no negativo llamado rango de F. En este capitulo estudiaremos el
subgrupo de torsiéon de F(Q).

En la seccion §3.1 veremos el Teorema de Nagell-Lutz, que nos permitira calcular
explicitamente E(Q);,rs para una curva eliptica E/Q dada. Para demostrar este
teorema introduciremos la reduccion médulo un primo p y la filtracién p-adica.

En la seccion §3.2 veremos ejemplos de la aplicacion del Teorema de Nagell-Lutz.
También enunciaremos el Teorema de Mazur, que nos caracterizara por completo
los subgrupos de torsién de las curvas elipticas definidas sobre Q. Al final de
esta seccién veremos dos teoremas que nos permitiran clasificar los subgrupos de
torsién de determinadas familias de curvas elipticas definidas sobre Q. Estos tltimos
resultados son consecuencia del teorema de Dirichlet de los primos en una progresion
aritmética.

Enunciaremos diferentes resultados sobre el subgrupo de torsién E(K),.s de
una curva eliptica definida sobre un cuerpo de nimeros K. Aqui trataremos sobre
la Conjetura de acotacion uniforme fuerte, que es el analogo al teorema de Mazur
reemplazando Q por un cuerpo de numeros K. Resaltaremos los avances mas
importantes hechos por Mazur, Kamienny, Merel, Parent, Oesterlé, . ...

4.1 Teorema de Nagell-Lutz.

Sea F una curva eliptica definida sobre Q dada por una forma normal de Weierstrass
v =2>+Ax+B A BcZ,

y sea A € Z el discriminante de E. Por el Teorema de Mordell, E(Q) es un grupo
finitamente generado. Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar el subgrupo de

89
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torsion E(Q)ors. La principal herramienta en el andlisis sera la reduccién médulo un
primo p y el resultado fundamental serd el Teorema de Nagell-Lutz, que nos permite
determinar E(Q),,s explicitamente para cualquier curva eliptica £/Q dada.

Teorema de Nagell-Lutz. Sea E una curva eliptica definida sobre Q con ecuacion
de Weierstrass
yv’=2"+Az+B A BEL.

Sea P = (xz(P), y(P), 1) € E(Q)iors ~ {O}. Entonces:
(1) x(P),y(P) €
(ii) y(P) =0 (entonces [2)P = O) o bien y(P)*|4A3 + 27B>.

Este teorema fue demostrado en la década comprendida entre 1930 y 1940,
independientemente por Nagell ([NAG2]) y Lutz ([LUT]).

Observacién 4.1.1 Hay que tener en cuenta que el teorema de Nagell-Lutz no
nos da condiciones suficientes para encontrar los puntos de torsion, sélo nos da
condiciones necesarias. Es facil encontrar curvas elipticas definidas sobre Q que
tengan puntos con coordenadas enteras tales que y(P)? divida a d = 443 + 27B?
pero que, sin embargo, no sean puntos de orden finito.

4.1.1 Reducciéon médulo p.
Sea p un primo y r € Q, r # 0; entonces podemos escribir

u
r=p"— conu,v € Z con pfu,v.
v

Definimos la norma p-adica, denotada por | - |, como

—n

u
Irl, =p con r = p"'— como antes.
P v

Y por convencién tomaremos |0], = 0.

Propiedades de | - |,:

(i) |r+ s|, < max{|r|,,]|s|,} , la igualdad se alcanza si |r|, # |s],.

(i) |rslp = [rlp - [s]p-
Demostracién: La propiedad (ii) es clara. Para ver (i) escribimos

!/

U U
— _ m ! !
r=p'— y s=p i con pfu,v,u’, v,

y suponemos que n < m. Por lo tanto,

" U m_nul u,U _|_pmn/
T‘l’SZP ;+p — T
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y tenemos que (vv',p) =1y (uv',p) =1, con lo que obtenemos (i).

La propiedad (i) se llama desigualdad ultramétrica, y en particular implica
la desigualdad triangular
|7+ slp < |rlp + [s]p- (4.1)
Si definimos
d(,y) = |z = ylp,

entonces la desigualdad (4.1) implica la desigualdad triangular para d. Asi d es una
métrica en Q.

Observacién 4.1.2 Al igual que los niimeros reales se construyen completando
los racionales con respecto a la norma euclidea usual, los racionales pueden ser
completados con respecto a la norma p-adica | - |, dando el cuerpo de los nimeros
p-adicos, denotado por Q,.

Diremos que o € Q, es un entero p-adico si
lal, < 1.

Por las propiedades (i) y (ii), los enteros p-adicos forman un subanillo de Q,, con-
teniendo a Z, que se denota por Z,,.

Para evitar trabajar con compleciones, nos bastara trabajar con el anillo
m
Lp) :=ZpNQ = {ﬁ €eQ: (p,n)zl}.
Si a € Zyp), entonces
u
a=p"— pfu,vconn>0.
v
Entonces definimos la reduccién moédulo p como
o Ly — By = L) [pLp)

¢ sin=0
)
«Q > mp(a) =

0 sin>0.

Es evidente que esta aplicacién es un homomorfismo de anillos.

Haciendo abuso de notacion, definimos
Tp - P2(Q) - Pz(E?)
(4.2)
ol y, 2]) = [rp(x), o (y), 7p(2)]

con z,y,z € Zyp) vy al menos uno de ellos tiene |- |, = 1. Diremos que el punto
[x,y, z] es un representante de p reduccion. Se observa que para cualquier punto
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[z,y, 2] € P*(Q) podemos multiplicarlo por un cierto p™ para obtener un represen-
tante de p-reduccién. Un representante de p-reduccion es tnico salvo multiplicacion

por un elemento con | - |, = 1. Asi que r, estd bien definida como aplicacién de
P%(Q) en P*(F,).

Usando 7, : P?(Q) — P%(F,), podemos reducir una curva proyectiva plana
definida sobre Q a otra mddulo p.

Sea C' una curva proyectiva plana definida por un polinomio homogéneo de
grado m, G(x,y,z) € Qz,y,z] de grado m. Multiplicando los coeficientes por
una cierta constante distinta de 0, podemos asumir que todos los coeficientes de GG
tienen | - |, <1y que al menos uno de ellos tiene | - |, = 1. Por lo tanto podemos
asumir que C' estd definida sobre Z,). Entonces podemos reducir los coeficientes
de G médulo p, obteniendo un polinomio Gy(z,y, z) € F,[z,y, 2] distinto de cero.
Aunque G, no esta univocamente determinado, estd definido de forma tnica salvo
multiplicacién por un escalar distinto de 0. Por lo tanto la curva

C, ={[z,y,2] € P*(F,) : G,(z,y,2) = 0}

esta bien definida.

Proposicién 4.1.3 Sea C'/Q una curva proyectiva plana. Bajo el homomorfismo
de reduccion r, : P*(Q) — P*(F,) dado en (4.2), la imagen de C(Q) estd contenida
en Cy(F,). Es decir,

mp(C(Q)) C Cp(Fy).

Demostracion: Normalizamos los coeficientes de G como antes, cogemos el punto
(7o, Yo, 20), un representante de p reduccién de un punto en P?(Q). Entonces,

[x(]vy(]a ZO] S C(Q) — G(x()vy(]u ZO) = 07
y por ser 1, homomorfismo, r,(G(xg, yo, 20)) = 0, es decir,
Gy(rp(20), 7p(40): Tp(20)) = Gp(rp(To, Yo, 20)) = 0 = 1(20, Yo, 20) € Cp(Fy).

O

Proposicién 4.1.4 Sea C/Q una curva proyectiva plana de grado m definida por
un polinomio G, L/Q una recta y Py = [xo, Yo, 20) un punto de L. Si [2',y', 2] es
cualquier punto de L tal que [x',y', 2'] # [xo, Y0, 20], entonces Ip(C, L) es igual al
orden ent =0 de ¢(t) = G(xo + to', yo + ty', 20 + t2'). Es decir,

Ip(C, L) = ordi=o(¢(1)).

Demostracion: Ver [KNA], Proposicién 2.9.
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Proposicién 4.1.5 Sea C'/Q una curva proyectiva plana de grado m definida por
un polinomio G, L/Q una recta y Py = [xo, Yo, 20] un punto de L. Si C, y L, son
las curvas reducidas modulo p de C' y L, respectivamente, entonces

[Po (Cv L) < IT’p(Po)(va Lp)

Demostracion: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que F, es un re-
presentante de p reduccién y que los coeficientes de G y L estan normalizados.
Elegimos un representante de p reduccion [2',y’, 2'] de un punto P’ de L con la
propiedad

[17,>?//, Z/] # [0, Yo, 20];

y la funcién
o(t) = G(Py+tP) = G(xo+ ta',yo + ty', 20 + t2') =t"F + ...+ t"F,,,
con F! # 0. Por la proposicién 4.1.4 se tiene que
Ip(C, L) = ordi—o(p(t)) = .
Tomando ¢(t) médulo p y aplicando de nuevo la proposicién 4.1.4 vemos que
Ip(Cy, L,) > 1.
O

Ahora vamos a aplicar las proposiciones 4.1.3 y 4.1.5 a curvas elipticas definidas
sobre Q.

Consideramos una curva eliptica £//Q; podemos suponer que E esta en la forma
normal de Weierstrass siguiente:

2y? = a3 + Ax2® + B2* con A,B€Z.

Los coeficientes de F estan en Z, por lo tanto son enteros p-adicos. Ademds zy? y
x3 tienen coeficiente 1, luego E, estd dada por la ecuacién

2y? = 2® + Azz* + B2* con A,B €F, con A= Amod p, B =B mod p.
Asi definida E,, el discriminante de E), es
A, = A mod p.

Entonces se tiene
E, es lisa <= p|A.

La aplicacién reduccién r, restringida a £(Q) nos da, por la proposicién 4.1.3, una
aplicacion
rp: B(Q) — Ey(F,). (4.3)
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Proposicién 4.1.6 Si E, es lisa, entonces r), : E(Q) — E,(F,) es un homomor-
fismo de grupos.

Demostracidn: Tenemos r,([0, 1,0]) = [0, 1, 0], es decir 7, manda O a O,. Aplicando
la proposicién 4.1.5 y el teorema de Bezout a las curvas lisas F y £, tenemos

(P x Q) = 1,(P) x1,(Q)

ya que
Ipg(L, E) = I (pysr,@)(Lp, Ep) = 1.

Entonces por la definicién de la suma &

(P& Q) = rp(Ox* (PxQ)) =ry(0) xry(P Q)
= Opx (rp(P) x1p(Q)) = 1,(P) ©, 1,(Q).

Por lo tanto r, es un homomorfismo de grupos.

4.1.2 Filtracién p-adica.

Fijemos una curva eliptica £ definida sobre Z. Con el objeto de conseguir todos o
casi todos los puntos de torsién de E, es natural trabajar con coordenadas [z, y, 1],
quitar denominadores y ver qué ocurre. La dificultad con este camino es que no es
facil sacar partido de la hipdtesis de que [z,y,1] es un punto de torsion. La idea
ingeniosa es usar coordenadas [z, 1, z]. La proposicién 4.1.6 nos dice que

rp: E(Q) — E,(F,) es un homomorfismo de grupos si pfA.

En las coordenadas [z, 1, 2] , las propiedades de los subgrupos y las de los homo-
morfismos 7, juegan un papel mas visible. Cuando pfA, se tiene

Ker(ry) = {[t,y,2] € B(Q) : ryle.y.2) = [0,1,0]}.

Si [z,y, 2] € Ker(ry), entonces y # 0. Por lo tanto normalizando podemos tomar
y = 1. Los elementos [z, 1, z] € E(Q) tales que [z, 1, z] € Ker(r,) son aquellos para
los que

zl, <1 vy |zlp <L

En esta secciéon vamos a estudiar el conjunto
EV(Q) = {[z,1,2] € B(Q) : [a], < 1y |2], < 1},
pero sin la hipdtesis pfA. Es decir, si pJA entonces
EY(Q) = Ker(ry).
Lema 4.1.7 Sea [x,1, 2] € E(Q).

Silzlp <l =1z, <1 y 2], = ‘x@
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Demostracion: Sea F(Q) una curva eliptica dada por
v’z =2 + Axz* + B2* A BeZ.
Tomando y = 1, la ecuacion queda en la forma

z=12° 4+ Azz® + B3 (4.4)

Supongamos primero que |z|, > 1. El término 2* es el mayor con respecto a la

norma | - |, en el lado derecho de la ecuacién (4.4), ya que utilizando las hipétesis
AeZ, |z, <1y |z|, > 1 tenemos

|Az2?], = |Alp - [22%], < |22, = |2l - |21} < |z], < [zl = |27,
|B2%, = |Bly - |2°], < |2°]p = [2]p < 1 < al, < |afp = |2,
Ahora utilizando la propiedad ultramétrica,
2|, = |2 + Azz? + B2, = |2°|,,

ya que
la + b|, = |a|, siempre que |b], < |al,. (4.5)

Esto contradice la hipétesis |x|, > 1.

Ahora veamos que si |z[, < 1 entonces |z|, = |z[2. Reescribimos (4.4) en la
forma siguiente:
23 =2 — Azz® — B2 (4.6)

Entonces,
e Siz =0, entonces x = 0 y obviamente |z[, = |z]3.

e Si z # 0, entonces el término z es el mayor en el lado derecho de (4.6) con
respecto a | - |, ya que

‘AIZ2|;D = |Alp - ||, - |z2|p <lzlp- |z|§, < |2y,
‘Bzglp |B|p |z3|p < | |3 < ‘z|p
Utilizando de nuevo la propiedad (4.5), tenemos |z|, = |2°|, = [z}
Y esto demuestra el Lema.
O

Anélogamente a la definicién de E™M(Q), vamos a definir £ (Q) paran > 1 de
la siguiente forma:

EO(Q) = {[z,1,2] € B@): 2], < 1 ¥ al, < p™").
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Con el lema 4.1.7 podemos reescribir £ (Q),

EM(Q) = {[x,1,2] € B(Q) : |z|, <p~*"}.

Definicién. Se define la filtracién p-ddica de EM(Q) como
EVQ) D EPW@Q) D...2 E™(Q)...

Y se tiene que
o0

ﬂ E(n)(@) = {[07 1a0]}'

n=1

Proposicién 4.1.8 Los subconjuntos E™(Q) de E(Q) son subgrupos. La funcion
z(P) que manda P = [z,1, 2] ax(P) = x nos da una aplicacion E™(Q) — p"Z,).
Ademas, la composicion de esta aplicacion con la aplicacion cociente

n an(P) 4
P Ly — ——— a=2703|
Y Ly
es un homomorfismo de grupos
P"Zp)
E® (Q) — ’
P L)

cuyo miicleo estd contenido en E(°™(Q). Por lo tanto, el homomorfismo

EM(Q) . P"Zp)
E(om) (Q) panZ(p)

es inyectivo.

Antes de dar la demostracién de esta proposiciéon, observemos que tenemos la
siguiente cadena de isomorfismos
P'Ly) o V'L, L
panZ(p) - pcmZ - p(a—l)nZ'

Para el segundo de los isomorfismos, observamos que cada grupo es ciclico y ambos
tienen p(®~V" elementos. Para el primero, consideremos la aplicacién inducida por
la inclusion . .
Pz P" L)
é .
pomZ pomZ(p)

Es inyectiva ya que
p"Z N p*" Ly C p*"L.

Nos falta ver que es sobreyectiva. Sea p"* € p"Z,), elegimos a,b € Z de forma que

av + bple I =4, (4.7)
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Esto se puede hacer ya que (v,p) = 1. Por (4.7),

y esto muestra que para cualquier elemento [p"g} € p" L) / P Ly, existe [pal €

v
"7 / p*"7Z de tal forma que nuestra aplicacién manda [p™a] en [p"%] . Y esto mues-

tra la sobreyectividad.

Ahora veamos un lema que nos sera util en la demostraciéon de la proposicién
4.1.8.

Lema 4.1.9 Sea L una recta que corta a E(Q) en los puntos P; = [x;,1,z],i =
1,2,3.
Si P,y P, € E™(Q) = P; € E™(Q).

Ademas,
|21 + 29 + 23], < p°".

Demostracion: La primera parte de la demostracién mostrara que la recta L es de
la forma
z=mx+b,

y daremos una cota para la pendiente m. Tenemos que los puntos Py, P, v Ps
satisfacen la ecuacion (4.4). Vamos a diferenciar dos casos:

1. P, # P,. Sustituyendo los puntos P; y P en la ecuacién (4.4) y restando los
dos resultados obtenemos

21— 29 =75 — T + A2 — m923) + B(23 — 23). (4.8)
Cada término de (4.8) es de la forma:
vz —wpzy = (1) — @) +as(a — 2) =
= (v —2) (@ 2 2+ b2y )2l (4.9)

(21 — 22) (A + 2822 o+ 22 2,

Vemos que todos los términos de (4.4) excepto z y 3, tienen s + 3t > 7.

Tomando P, y P, en E(™(Q), obtenemos

(21 — 20) (257 + 25 220 + .+ s 2+ 2y 2, <
< w1 — alpp TP TIME < pER 2y — 2, sis > 0.

Y analogamente,

(21 — 20) (A7 4+ 2 22 4+ 2022+ 2 D), <
< 21 — 2o)pp 2 Npms < p7 2y — 2, sit>0.
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Utilizando (4.9) tenemos

23— a3 = (v — 20) (23 + 2119 + 73)

I'lZ% — .:CQZ% = (ZL’l — .:CQ)Z% + 1’2(21 + 22)(21 — ZQ)

22— 23 = (21 — 29) (2% + 2120 + 22).
Sustituyendo estos términos en (4.8) tenemos

21 — g = (1’1 — l’g)(l’% + 11719 + l’%) + A(l’l — ZL’Q)Z%—F
+Axo(21 + 22)(21 — 22) + B(21 — 22) (22 + 2129 + 23).

Reordenando los términos
(21— 20) (1 — Azo(21+22) — B(22 + 2120+ 23)) = (21— 29) (23 + 2179 + 25+ A2?)
Por lo que podemos poner

(21 — 22)(1 +u) = (zy — 22) (2] + 2129 + 25 + 0), (4.10)

con |ul, < p"y |v|, < p~3". En particular, como |u|, < 1 se tiene |u+1|, = 1.

Si z1 = x5 entonces tendriamos z; = zy, pero esto no se puede dar ya que
P, # P,. Por lo tanto x; # x2 y esto nos muestra que la recta que une P; y
P, es de la forma

z=mx +b.

Usando (4.10) y que 27 # x9, la pendiente m esta dada por

21 — %9 x%+x1x2+x§+v
m = = .
Tr1 — X2 14+ u

Entonces,

2 2

x7 +xix9 + 25+ 0

R = |2? + 29 + 22 + 0], <
1+u »

S max{p—2n’p—3n} — p—2n'

|m|p =

. P, = P,. La recta en cuestion es la tangente a £ en P. Vamos a calcularla

derivando implicitamente la ecuacion (4.4) y evaluando en el punto [z, 1, z] =
(21,1, 21]:
(1 —2Ax12) — 3B2)dz = (323 + A2?)dx.
dz

El coeficiente de dz es de la forma 1 4 v’ con |u'|, < 1. Por lo tanto % es
finito. Y con ello la recta tangente es de la forma

z=mx + b,
con la pendiente dada por

 3af+ Az
1+
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Entonces,

], = 3af + Az?

p

En ambos casos hemos obtenido
mly < p2 (4.11)
Como z; = mxy + b, tenemos b = z; — max; y por lo tanto

], < p~". (4.12)

Los tres puntos P;, P, y P; satisfacen la ecuacién z = mz + b y también (4.4)
contando multiplicidades. Por lo que si sustituimos z = ma + b en (4.4) obtenemos

(mx +b) = 2° + Av(ma + b)? + B(mx + b)?

cuyas raices, contando multiplicidades, son x1,xs y x3. Entonces xy + x2 + x5 debe
ser igual, salvo signo, al cociente del coeficiente de z2 entre el de 23, es decir,

2Amb + 3Bm?b
1+ Am?2 + Bm3’

T + i) + I3 =
Usando la desigualdad (4.11) tenemos que el denominador de x; + x5 + 23 tiene

norma p-adica igual a 1. Ahora utilizando de nuevo (4.11) y (4.12) obtenemos

—2n, —3n —5n

|z1 + 29 + x3|p < max{‘mb‘pu ‘mzb|p} = ‘mb‘p <p “p =p

como querfamos. De |z1|, < p™ y |22|, < p™™ deducimos |z3], < p~™. Y como
z3 = ma3 + b, obtenemos |z3|, < p~*". Por lo tanto P; € E™(Q).

|

Demostracion de la proposicion 4.1.8: Si P, y P, pertenecen a E™(Q), entonces
el Lema 4.1.9 nos dice que P3 = P, x P, € E™(Q). Como O € E™(Q), entonces
Ox (P *Py) =P &P, EM(Q). Ademéas O x P, = P, € E™(Q). Por lo tanto
E™(Q) es subgrupo de E(Q).

Si P € E™(Q) y x = z(P), entonces |x|, < p~™. Por lo tanto,

"zl = [p7"p - |zlp = p 2], < 1,
y con esto,
p"w € Ly = 1 € P L)
Asi hemos visto que tenemos una aplicacion

EM(Q) — p"Zgy
P — z(P)
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Sea P; = P, x P». El lema 4.1.9 nos dice que
z(Py) + 2(Py) + x(P3) € p*"Zp) C ™" Zy).- (4.13)
Si Py = [x3,1, 23], entonces O x P3 = ©P3 = [—x3, 1, —23]. Por la definicién de P,
r(P, @ P) = 2(0P3) = —as,

es decir,
(P @ P) +a(Py) = —x3 + 23 =0 € p*"Zy) C p*"Zy).- (4.14)

Por lo tanto uniendo (4.13) y (4.14) obtenemos:
(P, & P) = x(Py) 4 x(P,) modp™Z,y con a=26 3.
Asi que la composiciéon
EMQ) — p'Ly — an(p)/panZ(p)
P w(P) — x(P)+ "Ly
es un homomorfismo.

Si P = [z,1,2] € E™(Q) pertenece al niicleo del homomorfismo anterior, en-
tonces x = x(P) € p*"Zy) y |2|, < 1. Entonces |z|, < p~®", y por lo tanto

PeEC(Q) a=263.

Esto completa la demostracion.

Proposicion 4.1.10 Para todo primo p, se tiene que

E(Q)tors N E(l) (@) =0.

Demostracién: Fijemos un primo p. Si E(Q)wrs N EMW(Q) # O, la interseccién
contiene un elemento P # O de orden algiin primo ¢. Como (2, E™(Q) = O,
podemos encontrar n tal que

P c E™(Q)~ E"(Q).
Por hipétesis tenemos [¢|P = O y por la proposicién 4.1.8 la aplicacién

EM(Q) P L)

L A —

EG(Q) PP"Zy) (4.15)
P — x(P) + p3"Z(p)

es un homomorfismo inyectivo. Entonces,
q- SL’(P) c pgnZ(p).

Ahora, si p # ¢, entonces z(P) € p*Z, C p*Z,). Mientras que si p = ¢, entonces
z(P) € p*"'Zy) C p*Zy. En ambos casos, la inyectividad del homomorfismo
definido por la proposicion 4.1.8 nos dice que

Pc E(2n)(@) g E(n+1)((@),
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contradiccién con la hipétesis P € EM™(Q) ~ E™H)(Q).

Corolario. Sea E una curva eliptica definida por
zy? = 2® + Arz® + B2® A/ BeZ.
Sear,: E(Q) — E,(F,). Entonces,

si P A = 1, p@)iors * E(Q)tors — Ep(F,) es inyectiva.

tors

Demostracion: Cuando pfA se tiene que
Ker(r,) = EY(Q)
y por la proposicién 4.1.10
E(Q)trs N EMN(Q) = 0.

Por lo tanto la restricciéon de 7, a E(Q)sors €s un homomorfismo inyectivo.

4.1.3 Demostracion del Teorema de Nagell-Lutz.
Sea E una curva eliptica definida por
2 =ad 4+ Az + B2 A BeZ.

(i) Si P =[z(P),y(P),1] € E(Q)iors = x(P),y(P) € Z.

Primero supongamos que y(P) # 0. Entonces [z(P),y(P),1] = [X,1, Z],
z(P)

donde X = y Z = ——. Fijado un primo p, la proposicion 4.1.10 nos
y(P) y(P)
dice que el punto de torsion [X, 1, Z] ¢ EM(Q), luego |Z|, > 1. Por tanto,
Py =| 5| <1
y P Z » — .

Pero esta condicién ocurre para todo primo p, por lo tanto y(P) € Z.
En el caso y(P) = 0 también tenemos que y(P) € Z.

Ahora sustituyendo y(P) € Z en la ecuacién
2y? = 2 + Az + B2® A, BeZ,

vemos que z(P) es la solucién de una ecuaciéon polindmica ctibica y ménica
con coeficientes enteros , por lo que las raices para esta ecuacion son enteras.
Por lo tanto z(P) € Z.
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(i) Si P = [z2(P),y(P),1] € E(Q)sors, entonces y(P) = 0 o bien y(P) # 0 e y(P)?
divide a d = —(4A3 + 27B?). Vedmoslo:

Sea P = [z,y, 1]. La férmula del doble de un punto en E(Q) nos da
x* — 2A2% — 8Bx + A?
4(x® 4+ Az + B)

Reescribiendo esta ultima ecuacién como

z([21P) =

(121P) = A7 donde pla) =
tenemos
¢(x) = 4y x([2]P). (4.16)

Por el apartado (i), x, z([2]P) e y* € Z; esto junto con la igualdad (4.16), nos
dice que ¢(x) € Z y que y*| (). Por tanto,

vlo() ey el).

Haciendo célculos se llega a
(322 +4A)p(z) — (32° — 5Ax — 27B)p(x) = 4A° + 278,

y como 4% | ¢(z) e y* | o(x) se tiene
y? |4A°® 4 27B2.

Asi concluimos la demostracién del Teorema de Nagell-Lutz.

4.2 Casos particulares y el Teorema de Mazur.

En esta secciéon veremos que como consecuencia del Teorema de Nagell-Lutz, dada
una curva eliptica F definida sobre QQ, siempre podemos determinar completamente
el subgrupo de torsion E(Q);rs. El algoritmo consiste en tomar la curva en su
ecuaciéon normal de Weierstrass y considerar divisores cuadrados 3? de d para asi
darnos candidatos a y(P) = y, y con estos conseguir el correspondiente entero z tal
que (z,y) es una solucién entera de

y? = 2%+ Az + B.

Sélo hay un numero finito de posibilidades, y asi conseguiremos una cota para
|E(Q)ors|- Para cada solucion entera (z,y) hay que comprobar que es un punto de
torsién y para ello hay que ver que el orden de (x,y) es finito. Este algoritmo es
a menudo tedioso, es méas eficiente usar el corolario de la proposicién 4.1.10, para
asi eliminar posibilidades. En §4.2.1 veremos algunos ejemplos que nos ilustraran
este método para hallar E(Q)ys. Ademds veremos algunos casos particulares de
subgrupos de torsién en familias de curvas elipticas. También discutiremos las
posibles formas que puede tener F(Q),,.s para una curva eliptica E cualquiera. Para
ello enunciaremos un resultado central en el estudio de curvas elipticas definidas
sobre Q. Dicho resultado es el Teorema de Mazur, que es un teorema de clasificacion

de E(@)tors-
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4.2.1 Casos particulares.

Ejemplo 4.2.1 Sea E la curva eliptica definida por
E:y?=a%—4.

Entonces
d=—(4A% +27B2) = -3* . 2%,

La posibilidad y = 0 no se da, ya que la ecuacién 2 — 4 = 0 no tiene soluciones
enteras. Por lo tanto E no tiene puntos de 2-torsién. Ahora buscamos los enteros
y tales que y?|d, entonces

y € {£1,+2,4+4, £3,+6, £12}.

Comprobamos que los tnicos posibles puntos de torsién son Py = (2,42) € E(Q).
Veamos si Py tiene orden finito

WP =2 a(@P)=5 a(WP) =247

Entonces Py ¢ E(Q)ors- Asi obtenemos
E(Q)tors = {O}

Con este ejemplo vemos que la parte de torsiéon de una curva eliptica puede ser el
elemento neutro.

En el siguiente ejemplo vamos a utilizar la reduccion moédulo un primo p para
hallar el subgrupo de torsion.

Ejemplo 4.2.2 Sea E la curva eliptica definida por la forma normal de Weierstrass
y? = 23 — 43z + 166.

Vamos a buscar la lista completa de canditos a puntos de torsion usando el Teorema
de Nagell-Lutz. Se tiene

d = —425984 = —21% . 13.

Por lo tanto, usando el apartado (ii) del Teorema de Nagell-Lutz, tenemos que si
P = [z(P),y(P),1] € E(Q)trs entonces

y(P) € {0,£1, 42, +4, £8, +16, £32, 164, £128}.
Realizando una serie de céalculos comprobamos que las tinicas posibilidades son

Por otra parte, 3fd, por lo tanto el corolario de la proposicién 4.1.10 nos asegura
que la aplicacién
r3: E(@)tors B— E3(F3)
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es un homomorfismo inyectivo, en otras palabras, E/ tiene buena reduccion médulo
3. Calculamos los puntos de Fs3(F3) y obtenemos

E3(F3) = {037 (:l:lv 1>7 (07 1>7 (:tlv 2)7 (07 2)}7

por lo que

Ahora usando la férmula de z([2] P) para el punto P = (3,8) obtenemos

y, por lo tanto, [8]P = +P. Es decir que P es un punto de torsién de orden 7 6 9
(no tienen orden 3 ya que x(P) # x([2]P)). Como #E3(F3) =7y r;3: E(Q)iors —
E5(F3) es inyectiva, la tnica posibilidad es que P = (3, 8) tenga orden 7. Entonces
concluimos que F(Q);,rs €s un grupo ciclico de orden 7, cuyos puntos son

{(3,48), (=5, £16), (11, +32)} U {O}.

Hemos obtenido
E(Q)ors =~ Z)TZ.

En el siguiente ejemplo vamos a hallar E(Q)s de dos formas distintas. La
primera usando el Teorema de Nagell-Lutz y en la segunda mediante reduccion
p-adica, y veremos que no es suficiente con reducir en un sélo primo.

Ejemplo 4.2.3 Tenemos la curva eliptica £ dada por
E:y?* =2+

Entonces d = —4, por lo que los tnicos posibles puntos de torsién tendran coor-
denadas y = 0 6 y = +2. Para y = 0 obtenemos P = (0,0), que es un punto de
2-torsién. Mientras que observamos que E(Q) no contiene puntos con abscisa igual
a £2. Por lo tanto,

E(Q)iors = {0, (0,0)} ~ Z/27Z.

También podemos calcular E(Q)ss sin usar el Teorema de Nagell-Lutz, uti-
lizando reducciéon moédulo p, con p un primo adecuado. Calculando obtenemos

#E3(F3) = 4, #E5(F5) = 4, #E(F7) = 8.
De hecho se tiene que 4 divide a #E,(F,) ¥p > 3. Para los casos p = 3, 5 obtenemos
E3(F3) ={03,(0,0),(2,1),(2,2)} ~ Z/4Z,

E5(F5) = {05, (0,0), (2,0), (3,0)} ~ Z/27 & 7./ 27.
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Entonces, como 7, : E(Q)irs — E,(F,) es inyectiva para todo primo p # 2,
{0}
6

7.)27

E(@)tors -

y como (0,0) € E(Q)¢ors, se obtiene

E(Q)ors >~ Z/)27.

Por ultimo, el siguiente ejemplo muestra que E(Q);,.s puede ser relativamente
grande y no ser ciclico.

Ejemplo 4.2.4 Sea E la curva eliptica definida por

y? = 2% + 3372 + 207362.
Como FE no estd dada en su forma normal de Weierstrass no podemos utilizar
directamente el Teorema de Nagell-Lutz. Pero cambiar a la forma normal es un
isomorfismo sobre Q, y por lo tanto E(Q)t,s no varia. Usando las férmulas de (1.5)
a (1.11) y simplificando, obtenemos

y* =1° + Az + B,

con
A= —-3%-4-821776,

B = 3%.4%.218451488.

Por tanto,
d=4A%+27B*=2%.3".17.19 - 181 - 4283 - 67789.
El Teorema de Nagell-Lutz nos dice que
ye{2¥.3:k=0,...,10;5=0,...,5} U {0}.
Sustituyendo los valores de y en la ecuaciéon
2* + Az + B —y* =0, (4.17)
obtenemos los valores de x. El Teorema de Nagell-Lutz nos asegura que para que

un punto P = (z,y) sea de torsién es necesario que x,y € Z. De las soluciones
enteras de (4.17), calculamos cuales de ellas corresponden a puntos de torsién. Y
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obtenemos que los puntos de torsién son, junto con su orden:

Punto orden
(—256,0) 2
(—216, —1080)
(—216,1080)
(—144,—1008)
(—144,1008)
(—96, —480)
(=96, 480)
(—81,0)
(0,0)

(24, —840)
(24, 840)
(144, —3600)
(144, 3600)
(864, —30240)
(864, 30240)
@

= OO0 OO0 = W= 00 OO DD DN OO OO =~ W~ 00 0O

Asi obtenemos
|E(@)tors| = 167

y como de los 16 puntos anteriores tenemos que el orden maximo es 8, sélo puede
ser

E(@)tors = Z/2Z N> Z/8Z

4.2.2 Subgrupo de torsion en algunas familias de curvas
elipticas.

En este apartado enunciaremos dos teoremas que nos daran el subgrupo de torsion
para un numero infinito de curvas elipticas. Las demostraciones de estos teoremas,
que enunciaremos a continuacion, se basan en el Teorema de Dirichlet de los primos
en una progresion aritmética.

Teorema de Dirichlet de los primos en una progresion aritmética. Sean
a,b € Z tales que a > 0 y (a,b) = 1. Entonces existen infinitos primos en la
progresion aritmética

an + b, n € N.

Demostracion: Ver [C-C], Capitulo IX, Seccién 9.4.

Ahora enunciamos los teoremas que nos clasifican el subgrupo de torsién de
algunas familias de curvas elipticas.
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Teorema 4.2.1 Sea E una curva eliptica dada por
y?* =2 + Ax AeZ,
y supongamos que A no tiene potencias cuartas. Entonces:

2)27. ®L)27 si —A es un cuadrado en Z,
E(Q)tors = Z]AZ si A =4,
727 en otro caso.

Para la demostracién de este teorema, necesitamos el siguiente lema:

Lema 4.2.2 Sea E, la reduccion de la curva y? = x3 + Az sobre F,, y supongamos
que pfA, p>T7 yp=3mod 4. Entonces,

|Ep(F)| =p+ 1.

Demostracion: Primero daremos algunos resultados sobre Residuos Cuadraticos.
Para ver un desarrollo mayor de esta teoria ver [C-C]. Sea p un primo impar, se

define el simbolo de Legendre %) ala funcién definida por
p

a 0 si a = 0 mod p,
(—) = 1 si 3b tal que a = b? mod p,
p -1 si #b tal que a = b% mod p.

Se tiene que el simbolo de Legendre es una funcion completamente multiplicativa,

-1\ _ 1 si p =1 mod 4,
p ) | -1 si p= 3 mod 4.

Para ¢ # 0, consideramos el par {g, —¢}. Cuando estos elementos son sustituidos
en 2% + Az, obtenemos Q = ¢ + Ag y —Q. Si tenemos Q = 0, se tiene que de
{a, —a’} obtenemos los puntos («,0) y (—«,0). Si @ # 0, tenemos dos posibilidades:

Ademas, se tiene

o Si (Q) = 1 entonces <_—Q) = —1. Por lo tanto de {a, —a} obtenemos los

p P
puntos (o, Q) v (a, =V/@Q).
o Si (%) = —1 entonces (;TQ) = 1. Por lo tanto de {«, —a} obtenemos los

puntos (—a, Q) y (—a, —/Q).
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Por lo tanto, a cada par {o, —a} le corresponden dos puntos de E,(F,). Esto
es, |E,(F, ~ {0})] = p — 1. Para x = 0 obtenemos el punto (0,0), y junto con el
punto O, obtenemos

|E,(Fp)| = p+ 1.
O

Demostracion del Teorema 4.2.1: El primer paso es mostrar que |E(Q)rs| divide
a 4. Por la proposicion 4.1.6 y por el corolario de la proposiciéon 4.1.10, para p
suficientemente grande, |E(Q)¢rs| divide a |E,(F,)|. Por el lema 4.2.2, |E(Q)ors|
divide a p 4+ 1 para p suficientemente grande y p = 3 mod 4.

Veamos que 8 no divide a |E(Q)¢rs|. Por el Teorema de Dirichlet, podemos
elegir un primo p tal que p = 3 mod 8. Si 8 divide a |E(Q)os|, entonces 8| (p+ 1).
Por otro lado como p = 3 mod 8, se tiene que p+ 1 = 4 mod 8 y por lo tanto
8/ (p+ 1), en contradiccién con lo anterior.

Ahora veamos que 3 no divide a |E(Q)s|. Por el Teorema de Dirichlet, pode-
mos elegir un primo p tal que p = 7 mod 12. Entonces p = 3 mod 4. Si 3 divide a
|E(Q)ors|, entonces 3| (p + 1). Por otro lado como p + 1 = 8 mod 12 implica que
p+1=2mod 3y por lo tanto 3} (p+ 1), en contradiccién con lo anterior.

Finalmente vamos a ver que no existe ¢ primo impar > 3 tal que divida a
|E(Q)tors|- De nuevo, por el Teorema de Dirichlet, podemos elegir un primo p
tal que p = 3 mod 4¢. Entonces p = 3 mod 4. Si ¢ divide a |E(Q)rs| entonces
ql(p+1). Pero p+ 1 = 4 mod 4q implica que p + 1 = 4 mod 4, y por lo tanto
q/(p+ 1), en contradiccién con lo supuesto.

Hemos demostrado que |FE(Q);os| divide a 4. Por lo tanto E(Q)s contiene a
7./2Z = {(0,0), O,} como subgrupo, y contiene a Z/27Z & Z./27Z si y sdlo si 2 + Ax
se descompone en monomios sobre Q, es decir, si y solo si —A es un cuadrado. Por
lo tanto la tnica cuestion es cudndo (0,0) es el doble de otro punto, y asi el grupo
de torsién es Z/47 y no Z/27. Podemos ver directamente que para A = 4, se tiene
2](2,4) = (0,0). Consideramos la ecuacién [2](z,y) = (0,0) para otro A y para
x # 0. Por la férmula del punto doble tenemos que

0=a"— 242" + A% = (2* — A)>.

Esto es, 22 = A. Como A no tiene potencias cuartas, x estd libre de cuadrados.
Pero y? = z(2? + A) = 22® implica que no existen primos impares que dividan a x.
Por lo tanto, los tinicos casos que nos quedan son x = £1 6 x = +2. Y se calcula
que r = +2y A=4.
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Teorema 4.2.3 Sea E una curva eliptica dada por
y* =12+ B BeZ,
y supongamos que B no tiene potencias sextas. Entonces:

ZJ6ZZ siB =1,
E(Q) s Z/3Z si B=—432 o0 si B es un cuadrado en Z distinto de 1,
ors Z]27  si B es un cubo en Z distinto de 1,
(@) en otro caso.

Antes de la demostracion veamos un lema:

Lema 4.2.4 Sea E, la reduccion de la curva y* = x3 + B sobre F,, y supongamos
que pf A, p > 5 y p=2mod 3. Entonces

|Ep(F)| = p+ 1.

Demostracion: Sea p = 3n+ 2. El grupo multiplicativo [} tiene orden p —1. Como
3/ (p — 1), no hay elementos de orden 3. Por lo tanto el homomorfismo

F;, — I}

a +—— a’
es inyectivo, y también sobreyectivo. Por lo tanto cada elemento de I, tiene una
tinica rafz cibica. Para cada y € F,, el elemento y?> — B tiene una tnica rafz
cibica. Por lo tanto, obtenemos p puntos de E,(F,). Anadiendo O,, vemos que

|Ep(Fp)| =p+1
O

Demostracion del Teorema 4.2.3: El principal hecho es mostrar que | E(Q)ors| divide
a 6. Por la proposicion 4.1.6 y por el corolario de la proposicién 4.1.10, para p
suficientemente grande, |E(Q)¢yrs| divide a |E,(F,)|. Por el lema 4.2.4, |E(Q)0rs]|
divide a p 4+ 1 para p suficientemente grande y p = 2 mod 3.

Vamos a ver que 4 no divide a |E(Q)ors|. Por el Teorema de Dirichlet, podemos
elegir un primo p tal que p = 5mod 12. Entonces p = 2mod 3. Si 4 divide
|E(Q)ors|, entonces 4 | (p+1). Pero como p = 1 mod 4 se tiene que p+1 = 2 mod 4,
esto es, 4f (p + 1), contradiccién.

Ahora vamos a ver que 9 no divide a |E(Q)ss|. Por el Teorema de Dirichlet,
podemos elegir un primo p tal que p = 2 mod 9. Entonces p = 2 mod 3.

Si 9 divide a |E(Q)sors| entonces 9| (p + 1). Pero p+1 = 3 mod 9, es decir
9)(p+ 1), contradiccion.

Por tltimo, veamos que si ¢ > 3 es un primo, entonces ¢f|E(Q);ors|. Por el
Teorema de Dirichlet, podemos elegir p = 2 mod 3¢. Entonces p = 2 mod 3. Si ¢
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divide a |E(Q)rs| entonces ¢q | (p + 1). Por otro lado, p+ 1 = 3 mod 3¢, por tanto
qf(p+ 1), en contradiccién con lo anteriormente supuesto.

Hemos demostrado que |E(Q)sors| divide a 6. El grupo de torsién tiene un
elemento de orden 2 si y s6lo si B es un cubo. Por lo tanto, la unica cuestiéon es ver
cuando F(Q) contiene elementos de orden 3. Sea P = (x,y) un punto de orden 3,
es decir, [2]P = 6P. Ademas la coordenada = determina por completo a P, ya que
[2]P = P es imposible para P # O,. Utilizando la férmula del doble de un punto
tenemos que la condicién [2]P = &P se traduce en

x* — 8Bx
4(x® 4+ B)

:a’j’

que simplificando se nos queda en
' = —4Bx.

Una solucién es z = 0, que da y*> = B; por lo tanto Z/3Z es un subgrupo de E(Q) s
si B es un cuadrado. La otra posibilidad es si 23 = —4B, entonces y> = —3B. Por
lo tanto B < 0. Como B no tiene potencias sextas entonces y no tiene potencias
triples, y esto junto con x> = —4B, nos dice que los tinicos primos que pueden
dividir a B son 2 y 3. Y encontramos que entonces se ha de tener B = —2%33. Por

lo tanto Z/3Z aparece si y sélo si B es un cuadrado 6 B = —2133.

4.2.3 Teorema de Mazur.

Si tenemos una curva eliptica F definida sobre QQ, dada por una ecuacion de Weiers-
trass

Y’ + arxy + azy = 2° + ax® + asx + ag ai, az, as, as, ag € Q, (4.18)

para poder aplicar el Teorema de Nagell-Lutz y asi calcular E(Q);os, lo que haremos
es poner F en una ecuacién normal de Weierstrass

v’=1"+Az+B A BeZ (4.19)

Obviamente, el subgrupo de torsion E(Q);,s que obtenemos en (4.19) es isomorfo
al de (4.18). La siguiente tabla nos muestra 15 diferentes curvas todas ellas con
grupos de torsion distintos.
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E E(@)tors
y? =23+ 2 0
v =2+ 727
yi=123+4 Z/37
y?=2* +4x YARY/
vy =23 —a? 7./57
yr=a3+1 Z]6Z
y? — xy + 2y = 23 + 222 777
y? + Tey — 6y = 2° — 622 7./8Z
y? + 3zy + 6y = 2 + 622 7./97.
y? — Txy — 36y = 23 — 1822 7.)107Z
y? + 432y — 210y = 2 — 21022 7.J127
yv=a3—x 7]27 ®7/27
y? = 2% + 5% + 4x Z]AZ & 7./27
y? + bry — 6y = 2° — 322 7.)67 © 7] 27
y? = 2 + 33722 + 20736z L/8L & L)L

Para ver métodos para generar tales ejemplos ver [KNA], Capitulo V, Seccién 5.
En estos momentos nos hacemos la siguiente pregunta:

Dado un primo p, jexiste una curva eliptica £/Q tal que E(Q) contiene un
punto de orden p?

La respuesta en general es NO. Por ejemplo, E(Q) no contiene nunca puntos
de orden 11. Observamos que esto estd en consonancia con la tabla anterior, ya
que ninguna de las curvas tiene puntos de orden 11. Ademas resulta que los tnicos
subgrupos de torsion de una curva eliptica definida sobre @Q son los que aparecen
en la tabla anterior. Esta afirmacion nos la da el siguiente teorema central en el
estudio de las curvas elipticas definidas sobre Q.

Teorema de Mazur. Sea E una curva eliptica definida sobre Q. FEntonces el
subgrupo de torsion E(Q)rs, €s uno de los siguientes 15 grupos:

7. NZ. 1<N<10 ¢ N=12,
7./27. % 7./2NZ. 1< N< 4

Este teorema nos da una caracterizacién definitiva de los subgrupos de torsion de
una curva eliptica definida sobre Q. La demostracion del Teorema de Mazur queda
fuera de los objetivos de este trabajo. Dicha demostracion se puede encontrar en
IMAZ1] y [MAZ2], dos trabajos de gran trascendencia en el estudio de las curvas
elipticas.
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4.3 Puntos de torsion de curvas elipticas sobre
cuerpos de numeros.

Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo de nimeros K. Una curva eliptica
definida sobre C es isomorfa a un toro' obtenido como cociente de C por un reticulo,
tenemos que los puntos C-racionales de E son

BE(C)=T=x=s"x s
Utilizando el homomorfismo de grupos

(R,+) — (S4,.)

T e27rz:c

obtenemos
(R/Z7 +) = (Slu ')'

Con este tltimo resultado, obtenemos

E((C)tors = @/Z @ Q/Z

El Teorema de Mordell-Weil establece que E(K) es un grupo abeliano finitamente
generado, y como E(K) C E(C), se tiene

E(K)XZ/mZ& LT & T,

con ny,ne,r € Z tales que ny|ng, ny,ne > 0y r > 0. Al par (ny,n2) lo deno-
minaremos el tipo de torsion de E(K) y al entero r se le llama rango de E(K).

A continuacién enunciaremos y comentaremos los mayores avances que han ido
surgiendo desde que Mazur propicié la denominada Conjetura de acotacién uni-
forme, hasta la demostracién hecha por Merel (]MER]) en Febrero de 1996.

Conjetura de acotacion uniforme. Para todo entero d < 1, existe un entero
B(d) tal que para todo cuerpo de nimeros K de grado d sobre Q y para toda curva
eliptica E sobre K se tiene

|E(K)ors| < B(d).

A esta conjetura tambien se le denomina Conjetura de acotacién uniforme
fuerte, para resaltar que la cota B(d) es uniforme en todos los cuerpos de ntimeros
de grado d. Ya Mazur fue capaz de demostrar esta conjetura para el casod =1, es
decir para K = Q. Ademads fue capaz de dar una cota explicita. Esta demostracién
aparacié en su articulo de 1977 ([MAZ1]). Es lo que ahora se denomina Teorema
de Mazur y que vimos en la seccién §4.2.3. Este teorema fue ya conjeturado por
Beppo Levi en 1908 y mas tarde redescubierto por Ogg. En un trabajo siguiente

Wer [SIL], Capitulo VI, Seccién 1.
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([IMAZ2]), Mazur introdujo una importante simplificaciéon de los argumentos ex-
puestos en [MAZ1]. En estos dos articulos fue donde Mazur introdujo la Conjetura
de acotacion uniforme. A partir de estos trabajos, pocos progresos fueron hechos en
esta conjetura hasta los resultados de Kamienny en 1992 ([KAM]). Este trabajo es-
tablece la conjetura para todos los cuerpos cuadraticos K. Este articulo intuia que
una buena cota debia involucrar solo el grado de K sobre QQ, y no otros invariantes
de K. De hecho, el argumento de Kamienny es mas geométrico que aritmético. En
suma, al hablar de el primer progreso serio en la Conjetura de acotacién uniforme
desde el trabajo de Mazur, la estrategia de Kamienny sugeria un método de ataque
a la conjetura para cuerpos de nimeros generales de grado d.

Ahora introducimos algo de notaciéon. Para d > 1, sea K un cuerpo de ntimeros
de grado d y E una curva eliptica definida sobre K. Definimos

B . 3Kcon [K:Q]=dy3E/K
d(d) := {(nl,nz) © tal que E(K)iors = Z/m7 & 7)1y 7 }

B ) ~JKcon [K:Q]=dy3IE/K
S(d) T {p primo - tal que p divide a |E(K>tors|

Con esta terminologia, la Conjetura de acotaciéon uniforme es equivalente a la con-
jetura siguiente:

Conjetura. Para todo d > 1, ®(d) es un conjunto finito.

Los resultados de Mazur y Kamienny, anteriormente citados, lo que aseguran es
que ®(1) y ®(2) son finitos. En concreto, el Teorema de Mazur afirma que

(1) ={(1,m): 1 <m <10} U{(1,12)} U{(2,2m): 1 <m < 4}.

Ademads ®(2) se determina explicitamente, usando trabajos de Kamienny, Kenku y
Momose ([KE-MO]):

P(2)={(1,m): 1 <m <16} U{(1,18)} U{(2,2m):1 <m <6}
U{(3,3m) : 1 <m <2} U{(4,4)}.

Posteriormente, en 1995, Mazur y Kamienny ([K-M]) demostraron conjuntamente
el siguiente teorema:s:

Teorema 4.3.1
(i) Para d <8, el conjunto ®(d) es finito.
(i1) ®(d) es finito <= S(d) es finito.

El apartado (i) de este teorema es una consecuencia de un resultado de Frey
(1992), que es a su vez una consecuencia de un teorema de Faltings. Fue probado
por Mazur y Kamienny utilizando el criterio de Kamienny. D.Abramovich ([ABR])



114 Capitulo 4. Puntos de torsion.

llevo el método mas lejos ain, y dedujo que S(d) es finito para todo d < 14 (para
d = 13,14 su prueba se basa en calculo computacional).

Y por tltimo llegamos al articulo de Merel ([MER]), aparecido en 1996. En este
articulo, el autor prueba la conjetura de acotacion uniforme. Merel demuestra el
siguiente teorema:

Teorema 4.3.2 Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo de nimeros K
de grado d > 1 sobre Q. Si E(K) posee un punto de orden primo p, entonces

p < d3d2.

Usando este teorema, Merel, basdndose en resultados de Faltings y Frey ([FAL2]
y [FRE]), consigue el siguiente corolario, que no es més que la Conjetura de acotacién
uniforme.

Corolario. Sea un entero d > 1. Existe un nimero real B(d) tal que para toda
curva eliptica E definida sobre un cuerpo de numeros K de grado d sobre Q, todo
punto de torsion de E(K) es de orden < B(d).

Observamos que este corolario es equivalente a la afirmacién siguiente:
“Solo existe, salvo isomorfismos, un nimero finito de grupos que son parte de la
torsién del grupo de Mordell-Weil de una curva eliptica definida sobre una extension

de Q de grado d.”

2
Posteriormente, Oesterlé mejoré la cota obtenida por Merel reemplazando 43
por (1 + 3%4/2)2.

El anterior corolario de Merel nos asegura la existencia de cotas B(d), pero no de
manera efectiva. En efecto, si bien acota los niimeros primos que pueden dividir al
orden del grupo F(K ), no se sabia en la practica qué potencias de estos primos
pueden intervenir. Recientemente, P.Parent ([PAR]) ha dado una demostracién
efectiva de la Conjetura de acotacion uniforme. El resultado es el siguiente:

Teorema 4.3.3 Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo de nimeros K
de grado d sobre Q. Si E(K) tiene un punto de orden una potencia p™ de un nimero
primo p, se tiene que

65-(3¢—1)-(2d)5 sip+£2,3,
pr <l 65-(51—1)-(2d)° sip=3,
129 (3¢ —1)- (3d)®  sip=2.

Por lo tanto, la conjetura de acotaciéon uniforme estd demostrada incluso de
forma efectiva. Con lo que el tinico paso que nos queda por dar es clasificar E(K ).
con K un cuerpo de nimeros de grado d, algo que ain se mantiene sin resolver en
general.
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Por 1ltimo, enunciaremos una generalizacion de la conjetura de acotacién uni-
forme que en vez de considerar curvas elipticas definidas sobre cuerpos de ntimeros
de grado d, considera variedades abelianas definidas sobre Q de dimensién d.

Conjetura. Para todo d > 0, existe un entero B'(d) con la propiedad

|A(Q)rors| < B'(d)

para toda variedad abeliana definida sobre Q de dimension d.

Sobre esta conjetura no se sabe casi nada. Para ver algo sobre ella ver [SI].
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Capitulo 5

Rango del grupo de Mordell.

El Teorema de Mordell nos dice que si E es una curva eliptica definida sobre Q,
entonces

E(Q) = E(Q)tors S ZT)

donde FE(Q);ors €s un grupo finito que es facil de calcular para una curva dada, y
r es un entero positivo llamado rango. El rango es muy dificil de calcular, incluso
para una curva dada.

En primer lugar definiremos la altura canénica asociada a E(Q), con la que
definiremos la forma bilineal de Neron-Tate. Esta forma bilineal nos sera de gran
utilidad ya que desciende a E(Q)/E(Q)irs = Z', y aqui es definida positiva.
Ademas nos permitird ver si un conjunto de elementos de E(Q)/E(Q)tors €s li-
nealmente independiente en E(Q). Este hecho lo usaremos con frecuencia en el
capitulo 7.

En la seccién §5.3 obtendremos una férmula para obtener el rango, aunque por
desgracia no sera muy util.

Y por ultimo, en la seccion §5.4 obtendremos una cota superior para el rango.

5.1 Altura candnica o de Nerdon-Tate.

En esta seccion vamos a modificar la nocién de altura h,, dada en la seccién §3.3.
A partir de esta altura vamos a construir, en la seccién 5.3, una aplicacién bilineal
definida positiva que desciende a E(Q)/E(Q)ors-

Teorema 5.1.1 Existe una iunica funcion h : E(Q) — R satisfaciendo
(i) h(P) — hy(P) estd acotada.
(ii) h([2]P) = 4h(P).

117
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Esta funcion viene dada por la siguiente expresion:

W(P) = tim "(Z00)

n—00 4n

(5.1)
Se cumple ademds que

1. h(P) > 0.

2. h(P) = 0 <= P tiene orden finito.

3. #{P : h(P) < C} < o0 para cada C € R.

A la funcion h la llamaremos altura canénica o de Nerén-Tate.

Demostracion: Empezamos demostrando la unicidad. Sea h una funcion satisfa-
ciendo (i) e (ii), con cota C’ en (i). Entonces por (i) e (ii) se tiene

[4°h(P) = ha([2"]P)] = [([2"]P) = ha([2"]P)] < C",

esto es,

Por tanto h debe de estar dada por (5.1).

Para la existencia, vamos a probar que { } es de Cauchy. Por la
neN

proposiciéon 3.3.1, tenemos

con C" independiente de (). Entonces si N > M > 0 tenemos

N-1 (hm([zn”]P) _ 4;%([2”]13))‘ <

ha([2V]P) hx([QM]P)‘

4N 4M 4n+1 An+1
=g
< ) yTEs |ha([2741]P) — 4R, ([27]P)] <
n=M
N-1 o)
1 1 1 C” 1
< c"< o= — = 5.2
— An+1 — 4 4n 3 4M’ ( )
n=M n=M

y la parte derecha tiende a 0 cuando M y N tienden a oco. Por tanto, la funciéon h
de (5.1 ) estd bien definida, y es evidente que satisface (ii).

Haciendo tender N a oo y tomando M = 0 en (5.2) obtenemos

n(P) ~ ha(P)] <
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que prueba (i). Obsérvese que h(P) > 0, ya que h, > 0.

Sabemos que {P : h,(P) < C'} es un conjunto finito para toda constante C, y
también hemos visto que h — h, esta acotada; entonces,

#{P:hP)<C}l<oo VCER

Si P es un punto de torsién, entonces #{[2"]P : n € N} < oo, por lo que
h(P) = 0.

Ahora supongamos que P tiene orden infinito. Como {Q@ : h(Q) < 1} es un
conjunto finito, debemos de tener h([2"]P) > 1 para algin n € N. Utilizando (ii)
obtenemos

h(2"]P) = 4"h(P) > 1 — h(P) > — > 0.

4n
O
Proposicién 5.1.2 La altura canénica en E(Q) satisface
h(P®© Q)+ h(PoQ)=2h(P)+2h(Q).
Demostracion: Si probamos que
hMP & Q)+ h(Po Q) <2h(P)+2h(Q), (5.3)

y lo aplicamos a P = P ® @, Q' = P © ) conseguiremos
h([2]P) + h([2]Q) < 2h(P & Q) + 2h(P © Q).
Dividiendo por 2 y usando la propiedad (ii) de h, obtenemos
2h(P) 4+ 2h(Q) < (P ® Q)+ h(P & Q).

En combinacién con (5.3), esta desigualdad prueba la proposicion.

Para probar (5.3) es suficiente, por la definicién de h, probar que
he(P @ Q) + he(P © Q) < 2R (P) + 2h,(Q) + C,

donde C' es una constante independiente de P y Q.

Si P 6@ esO,ladesigualdad es trivial. Si P®Q 6 PO Q es O, la desigualdad
se reduce a la proposicién 3.3.1. Por tanto podemos tomar

P=(x,y) con z==y(pq) =1,

/

»@Q'@

Q= (2,y) con x’:?y(’,q’)zl.
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Denotaremos
rp=2z(P®Q) , z_=z(PoQ).

Como P # Q y P # ©Q), la férmula de la suma y la resta en £(Q) nos da

2
_(y’ﬂFy) )
T4 = , —Tr—.
xr — X

Utilizando que nuestra curva eliptica estd dada por y? = 23 + Az + B obtenemos

xa!' (' 4+ x) + A(a’ —|—z)+23
Ty +ax_ = 2
(2" — x)?
_ rP'(Wa+pd) + Agd (W' + pd) + 2Be*q” (5.4)
(P'a +pq)?
y
(y” —y*)° (y” +v°)
Ty T = W —2($+$/)m+(l’+l’/)2 =
~ (pr' —qq'A)? —4q¢'B(pqd +1'q) (5.5)
N (r'q — pq')? ' '
Observando (5.4) y (5.5), podemos ver que se tiene
r s
af.,_—l—I_:; y $+'£L'_:¥,
con
max(|r], [s[, [t]) < C" - max(|p|, |¢])* max(|p'], |¢'])?, (5.6)

donde C” es independiente de Py (). Asi, tenemos que x, y x_ son las dos raices de
1
X2 - (%) X+ (;) = 0. Las raices son X = 2—t(7’ + V1?2 — 4st), y asi obtenemos

1 1

—7 e —Z. 5.7
eyt Y Ty (5:7)

Escribimos

p
Ty = L con (P+:q+) =1,

q+
e_ =" con (p—,q-) = 1.

q-

Por (5.7), 2t = §,q+ = d_qg_ para unos ciertos enteros 04 y 0_. Entonces

(0194 )(0-q-) = 41*. (5.8)

Tenemos n
T _ _ _
AP T N I R a1
t 9+ q- q+9-
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y utilizando (5.8) obtenemos

4rt?
(P+q- +p-q4)t =rqeq- = 55
_l’_ p—
esto es,
040 (P+q- + p-q4) = 4rt. (5.9)
De
S _ P+P-
- =24 T_ = ,
t q+9-
obtenemos
( )i 4st?
P+p-)t = Sq+4— = ——,
04 0_
es decir,

(0+p+)(0-p-) = 4st. (5.10)

Para ver que ¢|d,d_ primero fijamos un primo p. Por 5.10 existen enteros
a,b>0tal que p*| d,.py,p° |6_p_ y ordyt = a+b. Como 2t = §,q, = 6_q_, p*|d+q.
v p° | 6_q_, de modo que p* | med(84p4, 04qy) = 64 vy p* | med(6_p_,6_q_) = 5_. Por
lo tanto p®*?|d,.5_. Como p era arbitrario, se tiene t |, J_.

Como t |6, entonces

de (5.9)  obtenemos |piq- +p_qi| < 4|,
de (5.10) obtenemos |pip_| < 4]s|, (5.11)
de (5.8)  obtenemos |gqyq-| < 4]t

Ahora vamos a utilizar la siguiente desigualdad:
max(|p|, lg+]) max(|p-|, |¢-|) < 2max(|p+q- + p-q+|, [p+p-|; lgrq-]).
Usando (5.11) y después (5.6), obtenemos

8 max(|r|,|s|, [t]) <
8C" max(|p|, |¢|)? max(|p'], |¢'])?,

max(|py |, [q¢4]) max(|p—|, [¢-]) <
<

es decir,
H(P®Q)H(P o Q) <8C"H(P)*H(Q)%

y tomando logaritmos
he(P® Q) 4 he(P © Q) < C + 2h,(P) + 27, (Q),

donde C' = log(8C") no depende ni de P ni de ). Por tanto, si tomamos limites
tenemos demostrada la desigualdad (5.3) y por tanto la proposicion.
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5.2 Forma bilineal de Nerén-Tate.
Vamos a definir una forma bilineal asociada a la altura canodnica.
Proposicion 5.2.1 Sea E una curva eliptica definida por

E:y? =2+ Az + B, con A, B € Z.
Eziste una tnica forma Z-bilineal (P, Q) en E(Q) tal que (P,P) = h(P). A (,)
se denomina forma bilineal de Nerén-Tate. Ademds, esta forma desciende a
E(Q)/E(Q)ors 2 Z" y es definida positiva ahi.

Antes de la demostracién veamos un resultado que nos sera ttil.

Teorema de Minkowski. Sea F' un subconjunto de R" conteniendo al 0, compacto,
convezo y simétrico con respecto a 0. Si el volumen de F ,wol(F'), es mayor que 4",
entonces ' contiene un elemento de Z" distinto del 0.

Demostracion: Sea N un entero suficientemente grande tal que el cubo C' con centro

en 0 y arista de longitud 4V contiene a F'. Supongamos que (F'~.{0})NZ" es vacia.
Veamos que {z + %F }rezr son disjuntos. Si no lo fueran, tendriamos

1 1
I1+§f1 —I2+§f2

con r; # xe. Entonces z7; — z9 = %(fl — f2), v esto perteneceria a F' por ser F
simétrico y convexo, y a Z" \ {0}, lo que contradice (F' ~ {0}) NZ" = 0.

Considero z € Z" tal que |z|o := max{|z1|, ..., |z,|} < N, entonces z+1F C C.
Por tanto,

vol(C) = (4N)"

v

1
Z vol (:)3 + §F)
r e
talque|z|co < N

> (2N)vol (%F) — 2 (2N wol(F).

Como vol(F) > 4" por hipétesis, esto es una contradiccion.

O

Demostracion de la proposicion 5.2.1: Como la forma ha de ser bilineal, ha de
cumplirse

(PoQ PoQ)=(PP)-2(PQ)+(Q,Q),

Como se ha de cumplir que h(P) = (P, P), si la forma bilineal existe ha de estar
dada por

(P,Q) =3 [h(P®Q)—h(P)—h(Q)]|
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Esto nos da la unicidad y la simetria de la forma bilineal.

Para la linealidad en la primera variable, vamos a usar la proposicién 5.1.2
repetidas veces. Primero tenemos:

(OP,Q) = 3MQOP)—h(P) - Q) = (5.12)
— “L(P®Q)—h(P)-hQ)]= —(P,Q). ’
Entonces podemos escribir

(P®P,Q)+ (PO P,Q) =
=5 MPOP ®Q)+h(POSP ®Q)

—h(P& P')—h(PSP)—h(P)—-hQ) = (5.13)
= L 2h(P @ Q) + 2h(P') — 2h(P) — 2h(P') — 2h(Q)] =
=2(P,Q).

Intercambiando P y P’y usando (5.12), obtenemos
(PoP,Q)—(PoP.Q)=2F.Q),
sumando esto a (5.13) tenemos
(Po P, Q)= (P,Q)+ (P Q)

Por 1ltimo utilizando la simetria de la forma (, ), obtenemos la bilinealidad.

Observamos que para todos m,n € Z y para todo P,Q € E(Q) se tiene
—2mn(P, Q) = 2(S[m] P, [n]Q) = h([n]Q & [m]P) — h([m]P) — h([n]Q),
y entonces,
0 < M([n]Q © [m]P) = m*h(P) — 2(S[m] P, [n]Q) + n*h(Q);

es decir, el polinomio
2*h(P) = 22(P, Q) + h(Q)

es > 0 para todo x € Q, y por consiguiente para todo x € R. Entonces,

4(P,Q)* —4h(P)h(Q) < 0 = [[(P,Q)]* < h(P)h(Q)]

A esta desigualdad se le conoce con el nombre de desigualdad de Schwartz.

Ahora, si Q € E(Q)srs, tenemos que h(Q) = 0 y usando la desigualdad de
Schwartz obtenemos

(P,Q)=0 VP e E(Q).
Por tanto Q € E(Q)* con respecto a (,). Luego

0={P,Q) = S (h(P & Q) ~ h(P) ~ h(Q) = h(P & Q) = h(P).

Esto es,
(PeQ PeQ)=(PPr) VPP eEQ),VQ Q € EQ)us
Por tanto, (,) desciende a F(Q)/E(Q)iwrs- Y ademés:
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Observaciéon 5.2.2 (,) =0 <= E(Q) = E(Q)sors-

Si {Py,..., P} es una base de E(Q)/E(Q)tors = Z", entonces (,) esta determi-
nada por la matrlz (¢ij), donde ¢;; == (P, P}).

Asi, tenemos

=1 =1 i=1

i,j=1

Si ponemos \; = T y \; = &£ obtenemos:

Z )\icij)\j 2 0 \V/)\Z, )‘j € @

i,j=1

Entonces (,) es semidefinida positiva en F(Q). De hecho, pasando al limite vemos
que

T
D Xicighi =0 VAL ER,
ij=1
es decir, (,) es semidefinida positiva en £(Q) @ R.
Veamos, por ultimo, que es definida positiva. Como (c;;) es simétrica y semidefi-
nida positiva, podemos elegir los vectores columna vy, ..., v, que forman una base

de autovectores de (cij) con autovalores respectivamente A\; > ... > A\, > 0. Vamos
a probar que A, > 0. Supongamos

Ar = 0.

Sea {ey, ..., e} la base ortonormal usual de R"; podremos escribir
T
Vi = E Vki€;-
i=1

T T
Identificamos P = Z m,;P; con el vector columna Z mie;. Asi la forma (,) estd
i=1 =1

r r r

/ _ /

< a;e;, ajej> = CLZ'CZ‘]'CLJ
=1 j=1

ij=1

dada por

Entonces,

O brow, Y ) = Z bevkiei, Z buuije;) =
K1 =1

k=1 l,j=1

= Z brbi Z VkiCijUij =

k=1 i,j=1
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= Z biby Z AUV =

k=1 i=1
T
E 2
- )\kbka
k=1

ya que los vectores v son ortonormales.

Sea ¢ = min{h(P) = (P,P) : P ¢ E(Q)tors}. Como {P : h(P) < C} es un
conjunto finito para toda constante C, se tiene que € existe. Y como h(P) > 0
para todo P ¢ E(Q)s se tiene que € > 0. Sea F' el conjunto compacto, convexo y
simétrico siguiente:

! 1/2
€
= : < o <
P (S g b= (55) v pi v,

con M elegido suficientemente grande para que vol(F) > 4". Por el Teorema de
Minkowski, F' contiene un elemento no nulo P = >, bjv; € E(Q)/E(Q)tors con
b; € Z. Pero entonces

h(P) = (i bivi, ibﬂfﬁ = i Aib;
i—1 j=1 i=1
r—1 r—1 c €
= ;)\ibg < ;)\1 <2r)\1) <3

ya que hemos supuesto que A\, =0y que P € F. Sim embargo esto representa una
contradiccién debido a que hemos encontrado un elemento P € E(Q)/E(Q)sors tal
que h(P) < 5. Esto prueba que (c;;) es definida positiva y concluye la demostracion
de la proposicion.

O

5.3 Formula geométrica del rango.

En esta seccion vamos a dar una férmula para obtener el rango. Para ello la he-
rramienta principal es la forma bilineal de Nerén-Tate, definida en la seccién ante-
rior.

La matriz ((P;, P;))1<i j<r depende de la eleccién de la base {P,..., P} de Z",
pero el determinante no. De ahi la siguiente definicién.

Definicién. Se define el regulador eliptico de E sobre Q como el nimero

Rpjq = det((F;, F))).
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Proposicion 5.3.1 Sea E una curva eliptica dada por

E:y* =2+ Az + B, A, B eZ.

Entonces
= #E(Q)iors sir=0,
lim #{(z,y) € E(Q) : h(P) <t} QLHEQ)tors /5 :
~ tr/ str >0,
Ry

donde €1, es el volumen de la bola unidad en R” y Rg es el requlador eliptico de

E/Q.

Demostracion: Si r = 0 es obvio. Supongamos que r > 0. Tenemos la matriz
definida positiva (¢;;) := (P, P;). Tomando e; la base usual de R" y usando el
siguiente resultado de Analisis de Fourier euclideo:

Q t?‘/2
tlggo#{z:mez n €Ly ch”nj §t} [det(c; )]1/2’

i=1,j

se tiene que

anPEBQ nZGZ QEE(Q)tors

QT E ors
lim #< =1 § N i 1((2@)t 2
t—o00 R /

) E/Q

y tal que h (Z (i P, & Q

i=1

5.4 Cota superior para el rango.

Aunque la proposicién 5.3.1 nos da una férma de hallar el rango de F(Q), la férmula
no es muy practica como herramienta de calculo. En esta seccion daremos una
aproximacién diferente para estimar el rango, utilizaremos la cota del orden de

EQ)/2E(Q).

Recordamos que existe un dominio R para el que tenfamos (ver proposicién
3.2.7):

B(K)/2B(K) — ({UR)/U*(R)} & {UR)/U(R)}) & D (Z/2L&L/2L).
it vl

Por tanto,

E(K)[2B(K) <# ({UR)/u*(R)} e {UR)U(R)}) & D (Z/2262/22).

tal que p|d
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Por consiguiente,

E(K)/2E(K) < [# {U(R)/UX(R)})” - 22#p primo en R: p[d} | (5 14)

Ademas, utilizando la proposicién 3.2.1 obtenemos
E(Q)/2E(Q) < # E(K)/2E(K) + 4 (5.15)

Vamos a diferenciar varios casos, dependiendo del ntimero de puntos de 2-torsion
que tenga E(Q). Si tenemos una curva eliptica dada por

E:y =2+ Az + B=(z—a)(z—0)(z—7),

los puntos de 2-torsién en E(C) corresponden a los puntos («,0), (3,0) y (v,0).
Por lo tanto si nos preguntamos por los puntos de 2-torsién en E(Q) sélo hay tres
posibilidades:

e o,0,v ¢ Z. Entonces E(Q);s no tiene como subgrupo a Z/2Z y por el
Teorema de Mazur obtenemos

E(Q)tors 2Z/(2N +1)Z 1<2N+1<09.

Por tanto,
E(Q)/2E(Q) = (Z/22)" .
Utilizando (5.14) y (5.15) tenemos:

E(@)/QE(Q) =" <L [# {Z/{ /u2 )}:|2 . 22#{p primoen R : p|d} + 4[](;@}7

y entonces,

r < logy [[# {U(R)/L{?(R)}]2 . 92#{p primoen R : p|d} | 4[K:Q]]

o acZ;8,v¢7Z. Entonces E(Q)srs contiene a Z/2Z, pero no a Z/27 & 7] 2.
El Teorema de Mazur nos dice entonces que

E(Q)iors 2 Z/2NZ 1 <2N < 12.

Por tanto,
E(Q)/2E(Q)X7Z/2Z & (Z)27Z)" .

Utilizando de nuevo (5.14) y (5.15) tenemos que
E(Q)/QE(@) = 27’+1 [# {u /u2 )}}2 . 22#{;} primoen R : p|d} + 4[[{:@]’

y entonces,

r < logs [[# {U(R) UA(R))]? - 22 # (o wimoen o1 g glical] 1| (5.16)
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o a,3,7 € Z. Entonces E[2)(Q) = Z/2Z & Z/27Z, y el Teorema de Mazur nos
dice que

E(Q)ors 2 Z/2Z & ZJ2NZ 1< N < 4,

por lo que
EQ)2E(Q)XZ/2Z & Z)2Z & (Z./27)" .

Utilizando la observacién 3.2.8 tenemos que
# E(Q)/2E(@) = 27‘+2 S 22 . 22#{10 primoen R : p| d}7

¥y que

r < 2#{p primo en Z: p|d} (5.17)

A partir de ahora vamos a considerar sélo el caso en que tenemos una curva
eliptica definida por

y=@-a)z-pf)z-7) afeL

En estas! condiciones vamos a poder encontrar una cota mucho mejor que la cota
5.17 para el rango de E(Q). Ademds vamos a ver que cuanto peor es la reduccién
en cada primo p, mas nos va a contribuir a que la curva tenga rango alto.

Definicién. Sea E una curva eliptica definida sobre Q y dada por

y=@-a)z-pPz-7) aBreL

Sea p un primo en Z. Consideramos la reduccion modulo p definida en la seccion
§4.1.1. Diremos que:

de buena reduccién
p es{ de (mala) reduccién multiplicativa <
de (mala) reduccién aditiva

pfA = (a—B)(a=7)(B—7),
<= ¢ p| a sdlo uno de los factores (. — ), (a —7), (6 — ),
pl(a—=p5),(a=7),(6—1).

Denotaremos:
ny = #{p primo : p es de mala reducciéon multiplicativa},
ny = #{p primo : p es de mala reduccién aditiva}.

Teorema 5.4.1 Con las hipotesis anteriores tenemos que

r<n;+2ny,—1

!También se puede encontrar una cota mejor para el caso en que no ocurre que a, 3,7 € Z,
pero tiende a ser muy grande.
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Demostracion: Por la observacién 3.2.8,

EQ/2EQ) — D @/22812/22)

+,pld

Vamos a ver que la imagen en la coordenada + cae en un subgrupo Z/27Z de
Z7)27 ® Z./27 y lo mismo es cierto para la p-ésima coodenada si p es de reduccién
multiplicativa. Asi obtenemos

glitmtznz > 9r+2 — 4 F(Q)/2E(Q).

Primero consideramos la coordenada 4. Las raices «, 3, son enteros y pueden ser
ordenados. Supongamos a < (3 < 7, por lo que

r—a>x—[F>x—7. (5.18)
Six ¢ {«, 3,7}, los posibles signos en (5.18) son a priori:
T T
pero tenemos y* = (x — a)(z — 3)(x — 7); por tanto las tinicas posibilidades son
+++ oy -

Entonces usando la definicién de ¢, dada en la seccién 3.2 tenemos que si P = (z, y),
0o(P) = x—a > 0, por lo que la coordenada £ de ¢, X pg(P) cae en 0BZ/2Z. (Sien
vez de tomar (, X @z Usamos @, X @, 6 Yg X -, entonces la imagen en la coordenada
+ caeen 0B Z/2Z y en diag(Z/2Z & Z/27) = {(0,0), (1,1)} respectivamente).

Y si x € {a, 3,7} obtenemos:
e 1 = q, entonces ¢,(P) = (6 —a)(y —a) > 0.
e x = [3, entonces ¢, (P) = (6 —«a) > 0.
e 1 =, entonces ¢,(P) = (y—a) > 0.

Ahora sea p un primo de mala reduccién multiplicativa, digamos que p|a — f.
Sea P = (x,y) € E(Q) ~ {O}. Y supongamos que x ¢ {«a,3,7}. Definimos los
enteros a, b, c como

a=ord)(x—a) , b=ord(zr—0F) y c=ord,(x—7).
Denotaremos a la coordenada p-ésima por:
Tp(@a X ¢s(P)) = (a mod 2,b mod 2).
Como y* = (z — a)(z — B)(x — ),

a-+b+c=0mod 2.
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Ademaés vimos que si alguno de a, b, ¢ es menor que 0, entonces

esto es,

Si a,b,c =0, deducimos que m,(pa X ©5(P)) = (0,0).

Si a > 0, entonces p|(x — ). Como z —v = (x —a) + (o — ) y pf (o — ),
entonces,
c=ord,(x —7) =ord,((r —a) + (a — 7)) =0,

y por lo tanto, a + b = 0 mod 2, es decir:

(0,0)
Tp(Pa X p(P)) = 6 .
(1,1)

Por tanto
Tp(pa X pa(P)) € diag(Z/2Z & Z]27).
Si b > 0 igual.
Si ¢ > 0, entonces p | (x — 7). Como
r—a= (=7 +0-a),pfly-a)

y
r—pB=@x—7)+0O-0),p/(yv—05)

entonces,
a=ordy(x —a)=ordy((x —v)+ (y—a)) =0
Y
b= ordy(z — ) = ordy((x —7) + (v = 5)) = 0.
Por tanto,

Tp(@a X ps(P)) = (0,0).

Ahora supongamos z € {a, 3,7}. Entonces,

e Six = q, entonces ,(a,0) = (8 —a)(y —a) y vs(a,0) = (8 — «); como

=(—a)

no es divisible por p, entonces

Tp(a X @s(a,0)) € diag(Z/2Z & Z/2Z).
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e Six=p3, entonces po(5,0) = (6 —a) y ¢s(53,0) = (o — B)(y — B); como

va(53,0)
©s(3,0)

no es divisible por p, entonces

=(8—-")

Tp(@a X ©s(6,0)) € diag(Z/2Z & Z/27).

e Si z = v, entonces pu(7,0) = (v — @) vy ¢5(7,0) = (v — B); como no son
divisibles por p, entonces

Tp(Pa X @a(7,0)) = (0,0).
Conclusién,

Tp(Pa X 0p(E(Q)/2E(Q))) C diag(Z/2L & L/21L).

Anéalogamente,

sip|(B—7) = m(va x ps(E(Q)/2E(Q))) CO0® Z/2Z,

sipl(a—7) = m(pa x 03(E(Q)/2E(Q))) C Z/2Z & 0.
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Capitulo 6

Algunas conjeturas de la Teoria de
Curvas elipticas.

Este capitulo esta dedicado a enunciar algunas de las conjeturas més importantes
en la teoria de curvas elipticas.

En primer lugar definiremos la funcion zeta de una variedad algebraica proyec-
tiva. Enunciaremos el Teorema de Weil-Deligne, que nos sera necesario para poder
definir la funcién L asociada a una curva eliptica. También nos sera tutil en el
capitulo siguiente.

En la seccion §6.3 enunciaremos la conjetura de Shimura-Taniyama-Weil, una de
las conjeturas mas importantes en la actualidad y en la que Taylor y Wiles han hecho
grandes progresos en los tltimos anos. Otra de las conjeturas fundamentales en la
teoria de curvas elipticas fue formulada por Birch y Swinnerton-Dyer después de
hacer una gran cantidad de célculos computacionales. Esta conjetura establece que
el rango de una curva eliptica es igual al orden del cero de su funcién L asociada en
el punto 1. La seccion §6.4 estd dedicada a enunciar los tltimos resultados obtenidos
en torno a esta conjetura.

Y por tultimo, enunciaremos la conjetura que establece que existen curvas elipti-
cas definidas sobre Q de rango arbitrariamente alto. De momento se sabe que
existen curvas elipticas de rango al menos 22. El préximo capitulo estd dedicado a
ver algunos ejemplos de curvas elipticas de rango alto.

En definitiva, este capitulo esta dedicado a intentar dar una visiéon del estado
de estas conjeturas en la actualidad.

6.1 La funcién Zeta de una variedad algebraica.

En 1949 A. Weil hizo algunas conjeturas muy generales en torno al ntiimero de
puntos de una variedad definida sobre un cuerpo finito. En esta seccién vamos a
enunciar la conjetura de Weil.

133
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Sea [F, un cuerpo con ¢ elementos, y para cada n > 1 consideramos F;» una
extension de [, de grado n. Sea V' una variedad proyectiva definida sobre F, y sea
V(Fn) el conjunto de puntos de V' sobre Fy». Ahora consideramos la siguiente serie
formal de potencias en la variable T":

Zy(T) = exp (Z @T") .

Entonces tenemos el siguiente Teorema, primero conjeturado por Weil y probado

por él para curvas y variedades abelianas ([WE3]) y demostrado completamente por
Deligne ([DEL]) en 1974.

Teorema de Weil-Deligne. Sea V' una variedad proyectiva lisa de dimension d
sobre IF,. Entonces,

(1) La serie Z,(T) es una funcion racional en T', es decir,
Zy(T) € Q(T).

(i1) Existe un entero e, llamado la caracteristica de Euler de V, tal que
Zy (L) = 4227 Z,(T)
q qd—T = Xq q\4 )

(111) La funcion racional Z,(T') factoriza como sigue:

 Pi(T) - Pogo(T)
ZQ(T> - P()(T) L. P2d(T> )

donde para todo i, Py(T) € Z[T). Ademds Po(T) =1 —T, Pog(T) =1 —¢*T y
parai=1,...,2d — 1:
P(T) = [J(1 = ayT)
J

con a;j € C tales que |ayj| = ¢*/>.

La primera afirmacion fue probada algunos anos antes que Deligne, en 1960 por
B. Dwork([DWO]). La parte con mayor dificultad es la prueba de la dltima afir-
macién, que |a;;| = p'/2. Esta es la llamada hipdtesis de Riemann para variedades
sobre cuerpos finitos.

Ahora, dadas todas las funciones Z,(7), con p primo, podemos formar una
funcién zeta global, definida para complejos s con Re(s) suficientemente grande:

() =[] Z0™).
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Muy poco se sabe sobre esta funcién. Se conjetura que posee una continuacion
analitica a todo el plano complejo como una funciéon meromorfa con una ecuacién
funcional cuando los factores locales en los primos malos p son elegidos correcta-
mente, y que satisface la hipdtesis de Riemann, es decir que aparte de los ceros y
polos “triviales”, el resto de ceros y polos estdn en cierta recta vertical en el plano
complejo.

6.2 Funciones L de curvas elipticas.

Ahora consideramos el caso especial en el que V' es una curva eliptica £. Enunciamos
el siguiente teorema, que es simplemente el caso especial de la conjetura de Weil
para curvas elipticas (para una demostracién, ver [SIL], pdginas 134-136).

Teorema de Hasse. Sea E una curva eliptica definida sobre IF,. Entonces existe
un niumero algebraico oy, tal que

(i) |E(Fp)| = ¢" +1—a —ar.

(1) lagl = /4.

El teorema de Hasse nos da toda la informacién necesaria sobre el nuiimero de
puntos de E sobre un cuerpo finito. Y obtenemos el siguiente corolario:

Corolario. Sea E una curva eliptica definida sobre Fy. Entonces existe un a, € Z
tal que

1—a, T+ qT*

(1=T)(1—qT)

Zq(T) =

donde ag = q+ 1 — |E(F,)|.
Este resultado es una simple aplicacién del apartado (iii) del teorema de Weil-
Deligne al caso d = 1.

Ignorando de momento el caso de primos de mala reduccion, la definicién general
de funcién zeta nos da
¢(s)¢(s — 1)

Ce(s) = Lo(s)

donde
Li(s) = [ (1 —app~* +p' )"

p

y ¢(s) =TI, (1 —p~*)~" es la funcién zeta de Riemann. La funcién Lp(s) se llama
funcion L de Hasse-Weil de la curva eliptica E. Para definirla de forma més precisa
necesitamos por un lado definir los factores locales en los primos de mala reduccién,
y por otro necesitamos que la ecuacién de nuestra curva eliptica sea un tanto especial
para que la funcién L este bien definida. Para ello vamos a definir lo que es una
ecuacion minimal de Weierstrass.
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Definicién. Sea E una curva eliptica definida por una ecuacion de Weierstrass con
coeficientes en Z. El discriminante A serd entonces un entero, y la norma p-ddica
satisface |Al, < 1, con igualdad si y solo si pf A. Una ecuacion de Weierstrass se
dice que es minimal en el primo p si |A|, no puede crecer reemplazando (x,y) por
(u=2x,u=3y) para u € Z de forma que los nuevos coeficientes son enteros p-ddicos.
Se dice que una ecuacion de Weierstrass para E es globalmente minimal si es
minimal para todo primo y si sus coeficientes son enteros.

El resultado siguiente, debido a Nerdén, nos asegura que toda curva eliptica
definida sobre Q tiene una ecuacién globalmente minimal.

Teorema 6.2.1 Sea E una curva eliptica definida sobre Q, entonces existe un cam-
bio de variables sobre Q tal que la ecuacion resultante es una ecuacion de Weiers-
trass globalmente minimal.

Demostracion: Ver [KNA], Teorema 10.3.
Definicién. Sea E una curva eliptica definida sobre Q y sea
y2 + a1xy + azy = 3+ a2x2 + a4 + ag

una ecuacion de Weierstrass globalmente minimal para E. Sea p un primo, en-
tonces:

e 5i E tiene buena reduccion en p, definimos

a, :=p+1—|E,(F,)|.

e Si E tiene mala reduccion en p, es decir si p| A, definimos

1 si E tiene reduccion multiplicativa split en p,
e(p) =<1 —1 si B tiene reduccion multiplicativa no split en p,
0 si E tiene reduccion aditiva en p.

Entonces definimos la funcién L de Hasse-Weil de E, para Re(s) > %, como

Le(s) =[] 0 =ep™) ' [] (1 —ap™ +p" )"

plA pfA

Observacion 6.2.2 En esta definicion es crucial tomar una ecuacion de Weiers-
trass globalmente minimal para F, ya que tomando otra ecuacién podria crecer
el nimero de primos de mala reduccién, y entonces cambiar un ntmero finito de
factores locales.
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Vamos a enunciar la primera de las conjeturas sobre funciones L de curvas
elipticas.

Conjetura 1. La funcion Lg(s) puede ser continuada analiticamente a todo el
plano complejo como una funcion meromorfa. Ademds, existe un entero positivo N
tal que si definimos

Ap(s) = N*/*(2r)~*I'(s) Lg(s),
tenemos la siguiente ecuacion funcional,

En este caso, la hipotesis de Riemann establece que aparte de ceros triviales
en enteros negativos, los ceros de Lg(s) estan todos en la linea critica Re(s) = 1.
Weil probé esta conjetura para dos casos especiales. En 1954, Deuring la demostré
cuando FE tiene multiplicaciéon compleja, es decir, cuando End(FE) es un anillo es-
trictamente mayor que Z. Eichler (1954) y Shimura (1958) la probaron cuando E' es
una curva eliptica modular!. En cualquier caso, si £ tiene multiplicacién compleja,
o més en general, si E es una curva eliptica modular, podemos considerar Lg(s)
como una funcién analitica alrededor del punto s = 1.

El niimero N que aparece en la conjetura 1 es un invariante muy importante de
la curva eliptica E. Se llama conductor de E, y puede ser definido sin referirnos
a ninguna conjetura. Es de la forma

11>
p

donde el producto es sobre los primos p de mala reduccién. Para la definicién de e,
ver [SIL], Apéndice C.

6.3 Conjetura de Shimura-Taniyama-Weil.

En esta seccién vamos a enunciar una de las conjeturas mas importantes en la teoria
de curvas elipticas. Antes de ello daremos algunas definiciones y resultados.

Sea SLy(Z) el grupo formado por las matrices 2 X 2 con coeficientes enteros y
determinante igual a 1. Este grupo actua sobre P!(C) mediante:

a b az+0b

— : [ =
g e d )iz gz :
-1 0
0 -1
toriza a traves de {£/} y podemos definir una accién del grupo I' = SLQ(Z)/{j:[}

El elemento —1 = ( ) actila como la identidad. Por tanto la accién fac-

Ver la siguiente seccién.
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sobre P1(C). AT se le denomina grupo modular. Se puede ver que H = {z € C :
Im(z) > 0} es estable bajo la accién de I'. Ahora consideramos el subgrupo de I’

siguiente
To(N) ::{<ocz Z) EF:CEOmodN}.

(i) El espacio cociente Yo(N) = FO(N)\]HI tiene estructura de variedad diferen-
citable no compacta de dimension 1.

Proposicién 6.3.1

(i1) El compactificado de Yo(N), que denotaremos por Xo(N), tiene estructura de
superficie de Riemann compacta.

Demostracion: Ver [KNA], Capitulo XI, Seccién 2.

Conjetura de Shimura-Taniyama-Weil. Sea F una curva eliptica definida sobre
Q. Entonces existe un entero N y una aplicacion racional no constante

¢: Xo(N) — E
definida sobre Q.

Sea E una curva eliptica definida sobre Q tal que E es la imagen racional de
Xo(N), para algin N; es decir, tal que E' cumple la conjetura de Shimura-Taniyama-
WEeil, entonces diremos que E es una curva eliptica modular o curva de Weil.

Esta conjetura es una de las mas importantes junto con la de Birch-Swinnerton-
Dyer, que veremos en la seccion siguiente, en la teoria de curvas elipticas. Para

resaltar la potencia de esta conjetura tenemos el siguiente resultado publicado en
[RIB].

Teorema (Frey, Serre, Ribet). La conjetura de Shimura-Taniyama- Weil implica
el Ultimo Teorema de Fermat.

Wiles ha demostrado la conjetura de Shimura-Taniyama-Weil para una gran
cantidad de curvas elipticas y con ello demostré el Ultimo Teorema de Fermat.

6.4 Conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer.

La otra conjetura fundamental sobre curvas elipticas fue propuesta por Birch y
Swinnerton-Dyer despues de hacer una gran cantidad de calculos computacionales
en curvas elipticas ([B-S-DJ).

Conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer. Sea E una curva eliptica definida sobre
Q y supongamos cierta la conjetura 1 para E. Entonces si denotamos porr el rango
de E(Q), se tiene que

ords—1Lg(s) =r.
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Ademas,
lim = c
s=1(s—1) | E(Q)ors|? H P

plA

donde ) es una constante fija, Rp es el requlador de E, ¢, es un entero y Il es
el objeto mas misterioso, llamado grupo de Tate-Shafarevich de E.

(Para una explicacién detallada de las constantes que aqui aparecen, ver [SIL],
Capitulo X, Seccién 4).

Iz es un grupo muy importante asociado a E. Esta en conexién con el pro-
blema de calcular el rango de una curva eliptica dada. Se conjetura que Illg es
finito, pero hasta hace poco tiempo no se conocia ningun caso el que esto fuera
cierto.

Observacién 6.4.1 Si pudiéramos encontrar una cota efectiva para |I1lg|, una
consecuencia serfa la existencia de un algoritmo finito para determinar el rango de
E(Q) para cualquier curva eliptica E definida sobre Q.

También hay que resaltar la siguiente observacién hecha por Mestre ([MES6]):
si suponemos ciertas las conjeturas de Shimura-Taniyama-Weil, Birch-Swinnerton-
Dyer y cierta forma de la hipétesis de Riemann, podemos dar un algoritmo para
calcular el rango de una curva eliptica dada.

En 1972, Tate hizo el siguiente comentario en torno a la conjetura de Birch-
Swinnerton-Dyer:

“Esta destacada conjetura relaciona el comportamiento de una funciéon L donde
no se sabe que esté definida, con el orden de un grupo Illg, que no se sabe si es
finito”.

La conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer ha sido verificada en una gran cantidad
de casos, pero pocos resultados se han obtenido en torno a ella, hasta hace pocos
anos.

En lo que sigue, E es una curva eliptica definida sobre Q.

Teorema (Coates-Wiles, 1977). Si E tiene multiplicacion compleja, entonces
Lg(1) # 0 implica que E(Q) es finito.

Teorema (Gross-Zagier, 1986). Si E es una curva eliptica modular y Lg(s)
tiene un cero simple en s = 1, entonces E(Q) es infinito.

Teorema (Rubin, 1987).
(1) Si E tiene multiplicacion compleja y Lg(1) # 0, entonces g es finito.

(i1) Si E tiene multiplicacion compleja y el rango de E(Q) es > 2, entonces Lg(s)
tiene un cero en s = 1 de orden > 2.
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El apartado (i) del anterior teorema fue el primer resultado en el que se demostrd
que el grupo de Tate-Shafarevich era finito para alguna curva eliptica.

Teorema (Kolyvagin, 1988). Si E tiene multiplicacion compleja o es modular,
y ords—1Lg(s) <1, entonces

rango E(Q) = ords—1 Lg(s).

En la actualidad, para rango mayor o igual a 2 poco se conoce acerca de la
conjetura de Birch—Swinnerton-Dyer.

También hay otras conjeturas acerca del rango de las curvas elipticas; una de
las mas importantes es la siguiente:

Conjetura 2. Ezisten curvas elipticas definidas sobre Q de rango arbitrariamente
grande.

La principal evidencia para que esta conjetura tenga sentido proviene del trabajo
de Tate y Shafarevich ([SH-T]). Ellos mostraron que el resultado andlogo es cierto
para cuerpos de funciones (es decir, cuando Q es reemplazado por el cuerpo de
funciones racionales IF,(T)).

El actual récord es debido a Fermigier ([FE2]), que ha obtenido una curva eliptica
de rango al menos 22. Sobre curvas elipticas de rango alto trataremos en el capitulo
siguiente.



Capitulo 7

Curvas elipticas de rango alto.

Uno de los mayores problemas en la Teoria aritmética de curvas elipticas es el
determinar una cota superior para el K-rango de curvas elipticas definidas sobre un
cuerpo de niimeros K. Se supone que esta cota superior es infinito. Este problema
es de particular interés cuando K = Q. En 1954, Nerén ([NER2]) mostré que
existen infinitas curvas elipticas definidas sobre Q de rango > 11. Sin embargo,
su método no era constructivo. Mediante el uso de computadoras se han obtenido
varios ejemplos de curvas elipticas de rango alto. En las dos tltimas décadas se han
conseguido las siguiente curvas elipticas definidas sobre Q:

Penny y Pomerance [P-P1] 1974 rango > 6,
Penny y Pomerance [P-P2] 1975 rango > 7,
Grunewald y Zimmert [G-ZI] 1977 rango > 8, infinitos ejemplos,

Brumer y Kramer [B-K] 1977 rango > 9,
Nishioka [NIS] 1979 rango > 9, infinitos ejemplos,
Mestre [MES5] 1982 rango > 12,
Mestre [MES4] 1986 rango > 14,
Mestre [MES3] 1991 rango > 15,
Nagao [NA1] 1992 rango > 17,
Tunnel (sin publicar) 1992 rango > 18,
Fermigier [FE1] 1992 rango > 19,
Nagao [NAZ2] 1993 rango > 20,
Nagao y Kouya [N-K] 1994 rango > 21,
Fermigier [FE2] 1996 rango > 22.

Y sobre Q(T):

Mestre [MESI1] 1991 rango > 11,
Mestre [MES2] 1991 rango > 12,
Nagao [NA3] 1993 rango > 13,
Mestre [MEST] 1995 rango > 13, infinitos ejemplos,

(en concreto esta curva estd definida sobre Q(u, v)(7))
Mestre (sin publicar) 1996 rango > 14, infinitos ejemplos.

En la seccién §7.7 veremos los ejemplos obtenidos por Nagao y Kouya ([N-K])

141
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y el de Fermigier ([FE2]), que es el actual récord. También explicaremos todos los
ejemplos publicados definidos sobre Q(7") que hemos mencionado. Estos ultimos
ejemplos son de particular interés ya que tienen invariante j no constante, es decir,
obtendremos familias infinitas de curvas elipticas, no isomorfas entre si, definidas
sobre Q de rango alto.

En las secciones §7.6.1 y §7.6.2 discutiremos los métodos de Mestre ([MES1] y
[MESZ2]), debido a que son bésicos en la obtencién de curvas elipticas de rango alto.
En particular, discutiremos el método desarrollado en §7.6.2.

Sea p un numero primo. Una curva eliptica E tiene buena reduccién en p si
p/A. Para una curva eliptica E definida sobre Q y un entero positivo NV, Mestre
define

_ p—1
SMestre(Nv E) = Z (m - 1) ' lng,

p<N
/A

donde |E,(F,)| es el ntimero de puntos F,-racionales de £. Entonces Mestre encuen-
tra curvas elipticas de rango alto entre curvas elipticas con $pesre(N, E) grande,
para un cierto N.

Nagao ([NA2] y [NA5]) mejora la criba spesre(N, E), introduciendo

1
N
p<N
pfA

SNagao(IN, E) := a,(E) - logp,

donde a,(E) =p+1—|E,(F,)| si E, es una curva eliptica y a,(E,) = €,(E) si no.

Para obtener curvas elipticas de rango alto sobre QQ seguiremos los siguientes pasos:

(i) Construimos curvas elipticas £ definidas sobre Q(7") con rango > 11 por el
método de Mestre discutido en la seccion §7.6.2.

(ii) Entre las curvas definidas sobre QQ obtenidas por especializacion de &, elegimos
las curvas elipticas & tales que Syagao(XV, &) sea grande para un cierto N.

(iii) Buscamos puntos racionales en las curvas elipticas obtenidas en (ii) y encon-
tramos puntos racionales independientes.

Con este procedimiento, Mestre ([MES3]) construye una curva eliptica definida
sobre Q de rango > 15 , posteriormente [NA1] construye una de rango > 17 y
después Tunnel una de rango > 18. Asi hasta llegar a la curva de rango > 21
obtenida por Nagao y Kouya ([N-K]). El actual récord es debido a Fermigier ([FE2]),
que ha construido una curva eliptica definida sobre @Q con rango > 22 a partir de
una curva eliptica definida sobre Q(u,v)(7") de rango > 13 obtenida previamente
por Mestre ([MEST]).
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Para encontrar curvas elipticas definidas sobre Q(7") de rango alto, Nagao define
S(N, &), una nueva criba, para una curva eliptica £ definida sobre Q(T") y para un
entero positivo N. Supongamos que £ esta definida por una ecuacién de Weierstrass
con coeficientes en Z[T]. Denotaremos por & a la curva eliptica obtenida de £
mediante la especializacién o, : T —— t (t € Z). Para un nimero primo p, tenemos

4,(8) = }j;ap(et),

donde a,(&) =p+ 1 — |E(F,)| v |E(F,)| es el numero de puntos F,-racionales en
& incluido el punto del infinito, si & es una curva eliptica y si no, a,(&) = €,(&).
Entonces la criba S(N, E) estd definida por

S(N,E) = —% Z A, (E) - log p.

p<N

Usando S(N, ), Nagao ([NA3]) encuentra una curva eliptica definida sobre Q(7")
de rango 13. Ademads, Nagao observo mediante experimentos computacionales que
S(N, &) converge al rango de £(Q(T")) cuando N — oo. Es decir,

Conjetura de Nagao.

rango&(Q(T)) = lim S(N,E).

N—oo

El propio Nagao ([NA4]) la demuestra para ciertos casos particulares de superfi-
cies elipticas. Y Silvermann y Rosen ([SIL3] y [R-S]) amplian la demostracién para
un mayor numero de superficies elipticas.

7.1 La criba syqg,(N, E) para curvas elipticas so-
bre Q.

Para una curva eliptica F definida sobre Q y un entero positivo /N, definimos la

criba
1

N
p<N
pfA

sNagao(N> E) - - &p(E) . lng

Vamos a ver por qué el valor
N—oo

1
lim SNagao(N7 E) + 5

puede ser usado como una medida para obtener curvas elipticas de rango alto. Para
llegar a este fin, asumiremos la conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer y la conjetura
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de Sato-Tate, que veremos mas adelante. La primera establece que el rango de una
curva eliptica £ definida sobre Q es igual al orden del cero de su funcién Lg(s) en
s =1, donde

Lu(s)= [ 0 =&E)p~) ' [T (01— ap(B)p~ +p' )"
plA pfA
Reescribiendo la conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer tenemos que

Lig(s)
LE(S) '

rango E(Q) = ress—y

Por otra parte, escribimos
1—a,(E)T +pT? = (1 — o, T)(1 —a,T),
b(p,m) = o' + "

y
—> Jlogp - b(p,m) - p
pfA
Vamos a demostrar la siguiente igualdad, vélida en el semiplano Re(s) > %:
5(s) _ _if —&(E logp p~*
Lg(s) —_ pIA L—e(E)-p~

Se comprueba facilmente que

Eols) _ 157 (tog(1 - ep(B)p)) + 3 (tog(1 — ap(E)p~ + p2))’

plA pfA

Por lo tanto, sélo nos queda ver si

Z fnls) =Y (log(1 = ay(E)p™ +p' )"

pfA

Para demostrar esta igualdad, vamos a usar el teorema de Hasse, que nos dice que
la,| = p2. Con esto obtenemos |b(p, m)| < 2p™?2. Veamos a continuacién la
igualdad. Vamos a hacerlo por partes:

(i) Se tiene
log(1 — ay(E)p~" +p'=*) = log (1 — app™*)(1 —ap ™)) -
Si |oy,[p~R4®) < 1, es decir, si Re(s) > 4 obtenemos

n 0

«

log(1l —ay(E)p~ +p'2) =3 2+ 3 22 p"
n=1

inLS npns

8
@

n=1 n=1
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(ii) Queremos derivar el sumatorio anterior y para ello vamos a utilizar el criterio
b(p: 1) s
p

M de Weierstrass para la serie de funciones holomorfas F,(s) =

en el semiplano Re(s) > 3.

1
Se tiene que |F,(s)] < M, = ——, y como
m

m’

(o]
Z M,, < oo, obtenemos

m=1
(log(1 = ap(E)p™ +p'=>)) = = > b(p,n) - logp - p~"*.
n=1
(iii) Queremos intercambiar el orden de sumacién en

Z Z logp - b(p,m)-p~ ™ N > 1. (7.1)
pfA m=N
Para ello vamos a ver que la serie anterior define una funcién holomorfa en el

semiplano Re(s) > 1 4 +.

—ms

NE

b(p,m) - p es una funcién holomorfa en Re(s) > % + %, ya que
N

(p,m) - p~™° es holomorfa, |b(p, m) - p~™*| < M,, = 2p~™/" para todo

m > yiMm<oo.
m=N

3
I

=

— La funcién Gp(s) = Z logp-b(p,m)-p~™° es holomorfa en Re(s) >
m=N

1+ + para todo p}/A._AdeméS, Vpf A

> B 1 2-logp
<2 L pmURe(s)=3) — = M.
|Gyl < Z logp-p ’ PG~ DIN _ (Re(s)~HN-1) p
m=N
- 2U/N 2-logp

! . 1 1 .

Como E M, < SUN 1 E STIREA < 00 si Re(s) > 5 + , el cri-
pfA pfA

terio M de Weierstrass nos asegura que (7.1) es una funcién holomorfa
en el semiplano Re(s) > % + %; y podremos intercambiar el orden de
sumacion.

Con esto hemos obtenido los siguientes resultados:

e Si Re(s) > %, entonces,

Z Z logp-b(p,m)-p~™ = Z Z logp-b(p,m)-p~™ = Z fm($),
pfA m=1 m=1 pfA m=1

que es lo que queriamos demostrar.
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e Ademds, si Re(s) > 2, entonces la serie

> fm(s)

converge a una funcién holomorfa.

Por lo tanto hemos demostrado que

[e.e]

Lg(s) —€ep(E)logp - p~* 3
==Y fals)+ - Re(s) > =. (7.2)

Lg(s) mzzl g 1 —¢,(E)ps 2
Proposicién 7.1.1 Sea f(s Zan % con a, € C, una serie de Dirichlet que

converge en Re(s) > o > 1. Si el lzmzte

existe, entonces f(s) converge en Re(s) > 1y

lim (s—1)- f(s) = lim %Z 0.

s—1+ N—oo
n<N

Demostracion: La férmula de sumacién por partes de Abel nos dice

>2-3 (So) (k) + 3 Do

k<N k<N

Por otra parte, denontando o = Re(s), el teorema del valor medio nos dice que
existe & con k < & < k+ 1, tal que
1 1 o

oD g i

1
Utilizando que el limite de N Z ay existe, podemos conseguir una constante C' tal

k<N
que
Z ag S CN.
k<N
Por lo tanto, juntando todo lo anterior,
!
ay, o]
> | < o to(l).
k<N k<N

Entonces f(s) converge en o = Re(s) > 1.
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A | :
Ahora vamos a probar que si ]\}I_I}go N ]Z;Vak = [, entonces il_I)I% (s—=1)f(s) =1

Se deduce la siguiente identidad

=5 (15 ) (e g = e

k=1 n<k

K Fy(0) = o (g)ﬁl (% ; an> |

. 1
Como ]\}EnooN]; ar =1, Ve >0,3dM = M(e) tal que

Utilizando (7.3),

|k° Fy(0) —ol| < e para k> M.

Y con esto obtendremos

Entonces, por lo anterior

)

k=1

A
A~
=
2
|

|2

~
_'_

|m
=
=

ke ke
k<M k>M
[
< F(o) - 217 » (7.7)
ke ke
k<M k=1
Si denotamos por ((s Z , la funcion ¢ de Riemann, obtenemos

k=

[f(e)(o —1) —ollo = 1)¢(o)] < (0 — 1) + (0 = 1)¢(0)e,

Z (Fk(a) B 6—];0[)

k<M
y como lim,_,;+ (0 — 1){(0) = 1, concluimos que

lim (0 —1)f(0) =1,

o—1+

que es lo que queriamos.
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Es facil ver que

fils) == logp- ay(E)-p~.

p/A
Suponiendo la existencia de lim Sngga0(V, £) tendriamos, por la proposicién an-
N—o0

terior, que fi(s) es holomorfa en Re(s) > 1. Ademas, la funcién fy(s) también es
holomorfa en Re(s) > 1, por tanto, la parte derecha de la identidad (7.2) define
una funcién holomorfa en Re(s) > 1. Al suponer cierta la conjetura de Birch-
Swinnerton-Dyer, hemos admitido que Lg(s) tiene una continuacién analitica en
todo el plano a una funcién meromorfa. Con lo que concluimos que la identidad
(7.2) es vélida en Re(s) > 1.

L/
Calculemos el residuo de =Z (5) en s = 1. Las funciones
Lg(s)
_€p(E)ZOQP “p° =
fm(s
|ZA 1 — e (E)p mz_g (s)

son holomorfas en Re(s) > 2. Por lo tanto,

Lig(s)
LE(S)

reSs_1 = ress=1f1(s) + ress=1 f2(s).

Utilizando de nuevo la proposicion anterior, y bajo la suposicion de la existencia de
lim Snagao(N, E), obtenemos
N—oo

. . 1
lim (s —1) fis) = lim —= > a,(E) -logp.
p<N
/A

Es decir,

Ress:lfl (8) = ]\}1_120 SNagao(Nv E) .

Ahora vamos a calcular el residuo de fs(s). Para ello, asumiremos la conjetura
de Sato-Tate. Pero antes de enunciarla debemos de dar algunas definiciones. Dada
FE una curva eliptica definida sobre Q, definimos

. 1 b(p, m)
Cm = lim , m > 1,
Z pm/2

p< N
/A

donde () es el ntimero de primos menores que un entero positivo N.
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Utilizando el teorema de los niimeros primos (ver [C-C], Capitulo 1) y la Proposi-

ci6n 1.8 de [C-C], deducimos

) m(N) o1
lim ———— = lim — » logp=1. 7.8
Noo N/log N Neoo N];V ogp (7.8)

Con esto, vamos a probar que

b(p, m)
p< N
pfA

Es decir, probaremos

: bp,m) [ 1 logp|
Jm > {W(N) N

p<N

1 _ logN 0(logN

Utilizando el teorema de los niimeros primos deducimos N TN

junto con (7.8) y con |b(p, m)| < 2p™/2, obtenemos

b(p, m) 1 log p log N log N log p
— < -5 —
S S e [ e () - %
p<N p<N
log N

1 log N
< _
< w(N) ~ N E logp+7r(N)0< ~

p<N

)—>O si N — oo.

Entonces la conjetura de Sato-Tate se enuncia (ver [TAT], pdgina 106) de la siguiente
forma:

Conjetura de Sato-Tate. Sea E una curva eliptica definida sobre Q sin multi-
plicacion compleja. Entonces para m > 1,

! stm =2,
=1 0 sim % 2.

Para completar nuestro calculo al caso de curvas elipticas con multiplicacion
compleja utilizaremos el siguiente teorema debido a Nagao ([NA5]).

Teorema 7.1.2 Sea E una curva eliptica definida sobre Q con multiplicacion com-
pleja. Entonces, para m > 1 se tiene que

[ (—1)k sim = 2k,
Cm = 0 sim =2k —1.

Demostracion: Ver [NA5], Lema 2.1.
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Ya estamos en disposicion de calcular el residuo de f5(s) en s = 1.

Proposicion 7.1.3 Asumiendo la conjetura de Sato-Tate, se tiene que

lim (s —1)- fo(s) = %

s—1t

Demostracion: Tenemos

1 b(p, 2
p<N
pfA

y denotemos
logp-b(p,2) _,
g(s) = Z 5 p
plA
Utilizando la proposiciéon 7.1.1 obtenemos:

lim (s —1)-g(s) =—1.

s—1t

Por otra parte,
fa(s) = —g(2s = 1),
y entonces,
tim (s — 1)« fo(s) = lim —(s — 1) - g(25 1) =

s—1t s—1t

O

Por lo tanto hemos obtenido que, asumiendo las conjeturas de Birch-Swinnerton-
Dyer y de Sato-Tate junto con la suposiciéon de la existencia de A}im SNagao(IN, E)
—00

se tiene

1
rango E(Q) = 1\}13100 sNagao(Na E) + 5

De ahi que syaga0(N, E) sea una buena aproximacién del rango de E(Q). Con esto,
si encontramos curvas elipticas £ sobre Q que tengan syqgq0(XN, £) grande, para un
cierto N, obtendremos que probablemente su rango sera alto; y en la practica es lo
que ocurre, como veremos en la ultima seccion de este capitulo.

7.2 Superficies elipticas.

En esta seccién vamos a hacer un breve estudio sobre la teoria de superficies
elipticas, que nos sera necesaria para estudiar curvas elipticas definidas sobre Q(T),
que abordaremos en las proximas secciones.
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Definicién. Sea C una curva proyectiva lisa definida sobre un cuerpo K. Una
superficie eliptica sobre C' consiste en:

(1) Una superficie £.

(i1) Un morfismo

m: & — C,

tal que para todo puntot € C(K), excepto un nimero finito de ellos, la fibra
E = n(t) es una curva lisa de género 1.

(111) Una seccion de m,
o9:C — €.

Es decir, mwo oy ~ idc.

Sea & — (' una superficie eliptica. El grupo de secciones de £ sobre C se
denota por
EC)={c:C—E:moo ~idc}.

Diremos que una superficie eliptica £ sobre C' estd definida sobre K si la
curva, la superficie £ y las aplicaciones 7 y o( estan definidas sobre K. En este
caso escribiremos

E(C/K) :={o € &(C) : o esté definida sobre K}.

Definicion. Sean 7w :E& — C y 7' : & — C superficies elipticas sobre C'. Una
aplicaciéon racional de £ a &' sobre C' es una aplicacion racional ¢ : € — &'
tal que ' o ¢ = .

Las superficies elipticas £ y £ son birracionalmente equivalentes sobre C'
si existe una aplicacion birracional ¢ : € — E'. Si las superficies elipticas y las
aplicaciones racionales estan definidas sobre un cuerpo K, diremos que £ y E' son
K-birracionalmente equivalentes sobre C'.

La siguiente proposicién explica por qué la teoria de curvas elipticas definidas so-
bre un cuerpo de funciones K (C') es la misma que la teoria birracional de superficies
elipticas sobre C.

Proposicién 7.2.1 (i) Fijada una curva eliptica E definida sobre K(C'), a cada
ecuacion de Weierstrass de E de la forma

=12+ Az + B A Be K(CO)
le asociamos una superficie eliptica
E(A,B) ={(lz,y, 2],t) € P? x C : 9?2 = 2 + A(t)zz* + B(t)2*}.

Entonces todas las superficies elipticas E(A, B) asociadas a E son K-birracio-
nalmente equivalentes sobre C'.
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(i1) Sea € una superficie eliptica sobre C' definida sobre K. Entonces £ es K-
birracionalmente equivalente sobre C' a E(A, B) para unos ciertos A, B €
K(C). Ademdas, la curva eliptica definida sobre K(C')

E:y*=2"+Az+B

estd univocamente determinada, salvo K(C')-isomorfismos, por E.

Diremos que E/K(C) es la fibra genérica de £ — C.

Demostracion: Ver [SIL2], Capitulo III, Proposicién 3.8.
Nuestro siguiente propdsito es convertir £(C') en un grupo. Para ello, si 01,09 €
E(C), definimos dos nuevas secciones oy @ 09 y ©0; por la regla

(01 @ 09)(t) = o1(t) + o2(t),
(©01)(t) = —(0:1(1)),

para todo t € C tal que la fibra &; es lisa.
Proposicion 7.2.2 Sea £ — C' una superficie eliptica definida sobre K.

(i) Sean 01,09 € E(C/K). Entonces o1 ® 09 € E(C/K) y &0y € E(C/K).

(i1) Sea E/K(C) la curva asociada a la superficie eliptica €. Entonces la siguiente
aplicacion es un isomorfismo:

E(K(C)) — &E(C/K)
P:(IP7yP) — (O-P:t’_)(Pbt))a

donde P, = (zp(t),yp(t)).

(11i) Las operaciones
E(C/K)x EC/K) — E(C/K) E(C/K) — E(C/K)
(01, 09) — 01 D oy o — Oo

hacen a E(C'/K) un grupo abeliano.

Demostracion: Ver [SIL2], Capitulo III, Proposicién 3.10.

Al igual que en el caso de curvas elipticas, vamos a conseguir un teorema de
Mordell para un determinado tipo de superficies elipticas.

Definicién. Una superficie eliptica m : £ — C se descompone sobre K si
existen una curva eliptica Eq/K y un isomorfismo birracional i : € — FEy x C
tales que si denotamos por pr : Eg x C — C, se tiene proi = .

Teorema de Mordell-Weil para cuerpos de funciones. Sea &€ — C una
superficie eliptica definida sobre un cuerpo K y sea E/K(C) su correspondiente
curva eliptica definida sobre el cuerpo de funciones K(C). Si € — C no se des-
compone sobre K, entonces E(K(C)) es un grupo abeliano finitamente generado.

Demostracion: Ver [SIL2], Capitulo III, Teorema 6.1.
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7.3 Teoremas de especializacion para superficies
elipticas.

A partir de ahora “superficie eliptica”querra decir superficie eliptica no descom-
ponible. Sea £ — (' una superficie eliptica. Para cada punto P € E(K(C))
definimos el morfismo

op: C — €&
t — P.

Por otro lado, cada punto t € C'(K) determina una aplicacién

o E(K(Q) — &(K),
P — P,

llamada especializaciéon de £ en t.

Proposicion 7.3.1 Si la fibra & es lisa, entonces la especializacion oy es un ho-
momorfismo de grupos.

Demostracion: Queremos ver que oy(P & Q) = o(P) & 04(Q). Utilizando que
opaq(t) = op(t) ® og(t) si & es lisa obtenemos:

o(POQ)=(P® Q) = 0peq(t) =0p(t) +0qt) = P ®Q; = 0y(P) ®0oy(Q). O

Proposicién 7.3.2 Sea &€ — C' una superficie eliptica definida sobre K y sea
t € C(K) tal que & es lisa. Entonces, si los puntos Py,..., P, € E(K(C)) son
dependientes en E(K(C)), los puntos (Py), ..., (Py)s € E(K) serdn dependientes
en E(K).

Demostracion: Se sigue de que la especializacion o; es un homomorfismo de grupos
si & es lisa.

De hecho, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 7.3.3 Sea £ — C una superficie eliptica definida sobre un cuerpo de
numeros K. Entonces,

oy B(K(C)) — &(K)
P — P,

es inyectiva para todo t € C(K), excepto para un nimero finito det € C(K).

Demostracion: Ver [SIL2], Capitulo III, Teorema 11.4.

El caso que més nos va a interesar en las siguientes secciones es cuando C = P!
y K = Q. Con esto tenemos que K(C) = Q(T') (ver observacién 2.2.4). Ten-
dremos curvas elipticas F definidas sobre Q(7"). Para obtener una cota inferior
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del rango de E(Q(T")) construiremos n puntos Py,..., P, € E(Q(T)) tales que me-
diante la especializacién o;, para un cierto t € P}(Q), obtenemos n puntos distintos
(P, .-y (Py)e. Asisi (Py)y,-. ., (Py): son independientes en &£(Q), se tendra que
Py, ..., P, son independientes en E(Q(T)) y que por tanto rango E(Q(T)) > n.
El teorema anterior nos dice que o, : E(Q(T)) — &(Q) es inyectiva para todo
t € PY(Q), excepto para un niimero finito de elementos de Q. Por lo tanto las
posibilidades de encontrar un ¢ tal que si tenemos n puntos distintos en E(Q(T"))

obtengamos n puntos distintos en & (Q) serd altisima. Es decir que, eligiendo un
t € Q al azar, con casi toda probabilidad tendremos que o; es inyectiva.

Por otra parte, el teorema anterior nos dice también

rango &(Q) > rango E(Q(T))

para casi todo t € Q. Con esto es sensato buscar curvas elipticas &(Q) provenientes
de especializar E(Q(T)) para las que el rango de &(Q) sea mayor que el de E(Q(T)).

Nuestro primer objetivo serd encontrar curvas elipticas definidas sobre Q(T") de
rango alto para asi buscar curvas elipticas, a partir de la anterior, de rango mayor.

7.4 La criba S(N,€&) para curvas elipticas sobre
Q(T).

Vamos a considerar una aproximacion del rango de curvas elipticas definidas sobre
Q(T) andlogo al caso de curvas elipticas definidas sobre @ hecho en la seccién
anterior. Vamos a asumir que

(i) € no estd definida sobre Q.
(ii) La ecuacion de £ esta en forma de Weierstrass con coeficientes en Z[T.

Para un entero ¢, denotamos por &; a la curva obtenida de £ por la especializacion
o : T+t (t € Z). Como la ecuacién de € estda dada en forma de Weierstrass con
coeficientes en Z[T'], entonces & con t € Z esta dada por una ecuacién de Weierstrass
con coeficientes en Z.

Definimos un analogo de a,(E) mediante

[y

p—

Ap(g) = ap(gt),

==

t

Il
=)

donde a,(&) = p+ 1 — |&(F,)| si & es una curva eliptica y a,(&;) = €,(&;) si no.
También definimos el analogo de sngga0(N, E) por

S(N,€) = —% S 4,(8) - logp.

p<N
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Observamos que cuando & estd definido sobre Q, A,(£) y S(N, ) son iguales a
ay,(E) ¥ SNagao(IN, E) respectivamente.
Entonces nos podemos hacer las siguientes preguntas:

(1) {Existe A}im S(N,E)?

(2) jPueden ser estimadas las diferencias entre rango £(Q(T)), limsup S(N, &) y
N—oo
li]{fninf S(N,E) 7

Nagao conjetura lo siguiente:

Conjetura de Nagao.

rango E(Q(T)) = ]\}Lm S(N,E).

El mismo Nagao ([NA4]) demuestra lo siguiente:

Teorema 7.4.1 La conjetura de Nagao es cierta para los siguientes casos:

¢ & :Y?=f(X)+T" dondei=162y f(X) € Z[X] es un polinomio mdnico
cubico sin raices repetidas.

o« & :Y2= X3 37X — T2(1+T%).
o £:Y?=X?—[*(T®—T)*X, donde k es un entero no nulo.
o &:Y?2=X3—Ek*T*"+1)2X, donde k es un entero no nulo.

Ademds, si suponemos cierta la conjetura de Sato-Tate, entonces también se
cumple la conjetura de Nagao para

E: [(T) -V = f(X),

donde f(X) € Z|X] es un polinomio cibico y tal que la curva y* = f(x) es eliptica
sin multiplicacion compleja.
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De hecho, para demostrar este teorema, Nagao calcula A,(E), ]\}im S(N, &)y

el rango de &(Q(T)) parai=1...6. Y obtiene los siguientes rangos:
rango & (Q(T)) =0

2 si f(X) factoriza en 3 polinomios.
rango&(Q(T)) =< 1 si f(X) factoriza en 2 polinomios.
0 si f(X) es irreducible.

rango &(Q(T)) =1

1 si k es igual a £+ un cuadrado.
rango £4(Q(T)) = { 0 si no. i

1 si k es igual a £+ un cuadrado.
rangogi( @) ={ o e

rango&(Q(T)) = 1.

Recientemente, Silvermann y Rosen ([SIL3],[R-S]) han considerado superficies
elipticas £ — (' definidas sobre un cuerpo de numeros K y sobre una curva base
C arbitraria. Y demuestran el siguiente teorema:

Teorema. La conjetura de Nagao es cierta para superficies elipticas racionales.

Una superficie eliptica es racional si es birracionalmente equivalente a P2. En
términos de una ecuacién minimal de Weierstrass Y2 = X3 + A(T)X + B(T)
para £ sobre K(T'), una superficie eliptica es racional si y sélo si grado(A) < 3
y grado(B) < 5.

7.5 Un teorema de Mordell.

En las siguientes secciones vamos a encontrar curvas elipticas de la forma
C:y* = ax’ + ba® + ca® + dx + e,

es decir, que el polinomio az* + bx® + ca? 4+ dx + e no tiene raices repetidas. El
siguiente teorema nos va a permitir poner este tipo de curvas en una forma de
Weierstrass.

Teorema 7.5.1 Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y sea C' una curva
eliptica sobre K de la forma

v =ax +bxd +cx’ +dr+e a#0,a,bcdec K.
Sea E la curva eliptica dada por

y? = 2 + ca® + (bd — 4ae)x + (b’e + ad® — 4ace).
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Entonces, C' y E son K(\/a)-birracionalmente equivalentes por la aplicacion
Prordenn : € — F,

dada por

Drrorden(T,y) = (—2v/ay +2ax* 4 bz, daxy + by — 4a-/ax® — 3v/abr* — 2\/acx —/ad)

Demostracion: Se comprueba observando que la aplicacion inversa es

2az% + br — u)

gb;jordell(u’v) = (ZIZ’, 2\/5

2/av+2ad + bu
b2 —4dac—4au

donde z =
O

De hecho, se tiene que para K = Q, que es el caso que nos va a interesar, se
va a tener que @prorqen : C — E es inyectiva y estd definida para todo punto
(z,y) € C(Q). El tnico punto en el que no esté definida es en el punto del infinito,

[0,1,0]. Ademas, si a es un cuadrado se va a tener que ¢proragen : C — E estd
definida sobre Q.

7.6 Curvas elipticas de rango alto sobre Q(7).

7.6.1 Mestre: rango > 11.

Esta seccién es un desarrollo detallado del articulo [MES]], en el que Mestre cons-
truye una curva eliptica sobre Q(¢), con invariante j no constante y con rango > 11.

Lema 7.6.1 Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 3 y p(x) un polinomio
monico de grado 12 con coeficientes en K. FEntonces existe una unica tripleta
(g,71,72) de elementos de K|[x] tales que:

(i) g es monico, grado(g) < 4, grado(ri) < 3 y grado(rs) < 3.
(ii) p = G° +rig+rs.

Demostracion: Escribimos p de la siguiente forma:

11
p(z) =22 + Z a; .
i=0

4
Buscamos g(x) = Z b v’ € K[z] tal que
i=0

grado(p — g*) < 7.
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Mediante un sencillo calculo obtenemos:

by=1

a
@,:%

2

dio 41
b, — 0 1
2 3 9

ag  5aj;  2anam
by = = _
T3 TR 9
by = B8 5atan  afy  2anag 104y
'3 27 9 9 243

Ahora, 71 y r9 son respectivamente el cociente y el resto de la divisién de p — ¢3
por g. Y se obtiene grado(r;) < 3y grado(rs) < 3.

Llamemos C' a la curva proyectiva plana de ecuacién afin
y® + 711 (7)Y + ro(x) = 0.
Esta curva contiene los puntos
b= (2, 9(x)), i=1,...,12,

donde los z; recorren las raices de p(z). Si el polinomio 7 (x) es de grado < 2,
entonces C' es una curva cubica.

En esta seccién probaremos que si K = Q(t) se puede elegir p(z) de forma que
(i) Las raices de p(z) pertenecen a Q(t).

)
(ii) El grado de ri(x) es < 2.
(iii) C es una cubica lisa sobre Q(¢) de invariante j no constante.
)

(iv) Los puntos P;, ¢ = 1,...,12 son linealmente independientes en el grupo aso-
ciado a la curva eliptica C/Q(T).

Asi, si elegimos, por ejemplo, Pjs como origen, se obtiene una curva eliptica
sobre Q(t), donde el grupo de Mordell-Weil es de rango > 11.

12

Sean zi,..., 212 indeterminadas, p = H (x — %) el polinomio ménico de raices
i=1
2i, v Z = (z1,...,212) el vector de coordenadas z;. Denotamos por
S(Z) = Coeficiente de grado 3 del polinomio 7, obtenido

como en el lema 7.6.1 a partir de p.

Lema 7.6.2 S(Z) es un polinomio homogéneo de grado 5 en las z;, i = 1,...,12.
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Demostracion: Tenemos

12 12

p=]J@-2)=> (-1)s1_4(2)a",

i=1 =0

donde s;(Z) son los polinomios simétricos elementales de grado ¢ en las indetermi-
nadas z1, ..., z12. Ademds, cambiando a; por s15_;(Z) en los coeficientes de g de la
demostracion del lema 7.6.1, podemos ver que los coeficientes b; de g son polinomios

homogéneos en Z de grado 4 — i. Asi, como grado(p — ¢®) < 7 el coeficiente de

27 en p — ¢ es un polinomio homogéneo en Z de grado 5. Al dividir p — ¢* por g

obtenemos como cociente un polinomio 7; de grado 3, cuyo coeficiente de 23 es un
polinomio homogéneo en Z de grado 5, ya que g es moénico.

|

Lema 7.6.3 (i) Siu es una indeterminada y U = (u, ..., u), entonces

S(Z+U) =S(2).

(i1) Sip es el cubo de un polinomio, entonces

S(Z) = 0.

(i1i) Si p es un polinomio par, entonces
S(Z)=0.
Demostracion:

(i) Denotamos por p,(z) al polinomio que tiene como raices las coordenadas del
vector Z + U. Se tiene la siguiente identidad

m@ﬁ=II@—%%+UDZII@—U—ZDZPW—U) (7.9)

Usando el apartado (ii) del lema 7.6.1 obtenemos
p(r —u) = g*(xr —u) + g(x — w)ri(z — u) + ro(z — u).

Y como la descomposicion es tnica,

Por tanto,

(ii) Sip=g® con g € K[z], es obvio, ya que r; = 0 = 5.
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12

(iii) Si p(x) = g a; r' es un polinomio par, entonces ag; 11 = 0 para todo i. Y
i=0

observando cémo son los coeficientes de g vemos que g también es par. Ahora

tenemos

y como g(x) = g(—x),
g(@)[r(x) = ri(=2)] + rao(2) — ra(—2) = 0.
En particular el coeficiente de grado 7 es nulo. Esto es,
1-(S(2)+S5(Z)) =0.

Por tanto, S(Z) = 0.

Lema 7.6.4 Sean aq, s, as, oy cuatro indeterminadas. El punto
V = (a1, ag, as, oy, 0, g, a3, g, 01, g, (i3, Q)
es un punto (al menos) doble de la variedad S de ecuacion afin S(Z) = 0.

Demostracidon: Por el apartado (ii) del lema 7.6.3, V' es un punto de S.

Sea D = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), y sea p. el polinomio cuyas raices son
las coordenadas del vector V + eD. Por el lema 7.6.1 tenemos que existen tres
polinomios g., 71,72 € K|x] tales que

Pe = 93 + geTe +Toe.

Vamos a demostrar que los polinomios 7 -, 75 . son divisibles por €2 en el anillo de
b ? b
polinomios Q[ay, ag, as, ay, €|[x]. Por la definicién de p. se tiene

p(x) = (x—oqg+e)(z—a) (v — ) (e —a3)(c—ag)® =
- - a e - e — 0o — aa) e — an)’ =
_ (1 +- f%) (@ — 1) (@ — )3 (x — a3) (@ — ay)®.

Ahora hacemos el desarrollo de v/1 + se y deducimos

€ > -
\3/1+5s:1+§s+522q32, ¢ € K.
i=2
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Por lo tanto,

9:() = (v — ) (x — a3) (v — ) (:c — o + %) mod &2

Esto es, p.—¢g2 = 0 mod £? y as{ mostramos que los polinomios ry ., 72 son divisibles
por €2 en Qlay, a9, a3, ay, €][x]. Por tanto, la aplicacién tangente a S en el punto
V' y en la direccion D es nula; entonces, permutando el papel de oy, as, as, ay, la
aplicacion tangente también es nula. Y obtenemos que V' es un punto al menos
doble de S. Esto prueba el lema.

Lema 7.6.5 Sean aq, s, a3,a4 y T cinco indeterminadas. Sean

V - (Oél,052,053,044,0fl,a2,a3,a4,a1,a2,a3,a4),
W = (Oé4,0é4,0é4,ag,043,ag,ag,ag,ag,al,al,al).

Entonces
S(V+TWwW)=0.

Demostracion: Vimos en el lema 7.6.2, que S(Z) era un polinomio homogéneo de
grado 5 en las z;, 1 = 1,...,12. Por lo tanto podemos escribir

5
SV4+TW) =Y AT
i=0
donde A; es un polinomio homogéneo en aq, as, ag, ay de grado 5 —i. El lema 7.6.4
nos asegura que el punto V' es un punto doble de S, asi que
Ag=0= A;.

De igual forma que hemos visto que V' es un punto doble de S, y se comprueba que
W también lo es. En consecuencia,

5
SV +W)=u*) Biu>

1=2

Por otra parte,

1 1 > .
SV +W)=S (u (v + —W)) =u’S (v + —W) => At
u U —
Asi que B; = As_;, y, en particular,
A4 - 0 - A5.

Vemos asi que

S(V+TW)=T25/(T),
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donde S1(7T") es un polinomio de grado < 1 con respecto a 7.

Vamos a probar que los puntos
V-w y V+W

pertenecen a S. Con esto tendriamos que 7' =1y T = —1 serian raices de S;(T),
que es un polinomio de grado < 1. Por lo tanto,

S1(T) =0,
y el lema quedaria probado.

Denotamos por py_y al polinomio cuyas raices son las coordenadas de V. —W,

es decir,
4 4
pv-w(x) = H (= (v — ) = H [552 — (o — 04]‘)2]-
i,j=1 hj=1
i#j i<j

Vemos que py_y es par y por el apartado (iii) del lema 7.6.3,

S(V — W) =0.

Anélogamente al caso T' = —1, el polinomio cuyas raices son las coordenadas
del vector V + W es

4

pviw(e) = [ @—(u+a))= ] (- (ai+ay)

i,j=1 ,j=1

i i<j
1
Ahora tomamos u = —§(a1 +as+as+ayg) y U= (u,...,u) para obtener

prawso(@) = prow (e = w) = [0 = (0 + a5 = oz + a))]”
) 2

(2% — 2(as + g — (o1 + ao )} (2% — (o1 4+ ay — (2 + a3))]

Por ser pyw.iu(x) par, el apartado (iii) del lema 7.6.3 nos dice que se tiene
S(V+W+4U) =0,y el apartado (i) del mismo lema nos asegura que S(V +
W+U)=8(V+ W). Por tanto, S(V + W) = 0.

Resumiendo los lemas precedentes,

Proposiciéon 7.6.6 Sean aq, as, asz, ay cuatro indeterminadas y

4

pTa)= J[ (@ 2(D)),

i.j=15i]
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donde z;;(T) = co; + Ty coni,j=1,...,4 ei#j. Sig,r,re son los polinomios
asociados a p como en el lema 7.6.1, el polinomio r1 es de grado < 2 con respecto
a la variable x y la cibica C

y3 + TI(T7 I)y + T2(T7 .Z’) =0
contiene los doce puntos Py; = (2;;(T),9(T, z;;(T))), coni,j=1,...,4 yi#j.

Demostracion: El polinomio (T, z) es de grado < 2 en la x, ya que el coeficiente
de grado 3 es S(V +TW) y hemos visto en el lema 7.6.5 que es idénticamente nulo.
El resto de las afirmaciones son totalmente obvias por la construcciéon de C.

|

12
Observacién 7.6.7 Sea p(T,z) = H (x — 2;(T)), donde 2;;(T") = o;+Tarj, como
ij=L5ij
antes, y
p(Ta ZIZ') = gg(Ta ZIZ') + g(T7 l’)’l"l (Ta ZIZ') + TQ(Ta ZIZ')

la descomposiciéon como en el lema 7.6.1. Utilizando la igualdad

- (%) _ %zjim (7.10)

se tiene que

1 12 s 1 12 1
_ 71 o o B
p<f’$) = I _(‘”_?)—ﬁ,n (T = 250) = p(T T'w) =
,j=1;i7#] i,j=1;i#j
1
= 5 [°(T.T2) + (T, T}y (T, Tw) + (T, Tv)] =
g(T,Tx)\*  g(T,Tz) r(T,Tx) ryT,Tx)
T T T4 ' T8 + T12

Por otra parte,

1 (1) (L 1YL
—,x| = =, = =, =
P\ I\ I\ T )\ A\

y como la descomposicion es unica, por el lema 7.6.1, se tiene

(La) = 92T

T’ T+
1 (T, Tx)
(3 -z

1 ro(T, T)
\zt) = T2
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Observacion 7.6.8 Podemos ver a C' como una superficie eliptica definida sobre
el cuerpo Q(a, an, as, ay), fibrada sobre P!. C posee la siguiente involucién

o (224,

Para verlo, hemos de probar que
¢:C—C , ¢#ide y ¢ =ide.

1
Veamos que si ((z,y),T) € C, entonces ((%,%) ,?) € C. Usando (7.11) se

(y)3+ 1 2\ vy Y 1 =z
— 7"‘ R— — R

T4 \7r) T TR\ T T
o y3 rl(Tal') Y TQ(Tal') _
T T2 T8 T4 T2 T

1
ﬁ(ys + Tl(Tu .Z’)y + T2(T7 I‘)) =0

tiene

por pertenecer ((z,y),T) a C. Ver ¢ # idc y ¢* = idc es inmediato.
Enunciamos un lema que nos permite simplificar la ecuacién de C.

Lema 7.6.9

(1) Los elementos g(T, z;;(T)) 1,
Qlou, ag, az, ay, T'], donde z;(T
grado < 3 enT.

1,...,4 con i # j, pertenecientes al anillo
= —I— Taj, son divisibles por T y son de

)
(i1) Los polinomios vy y ry son divisibles respectivamente por T* y T3 dentro del
anillo Q[ay, s, as, aq, T)[z], y son de grados < 6 y < 9 en T, respectivamente.
Demostracion:
(i) ParaT =0, p es el cubo de py = (v — ay)(z — a2)(z — a3)(z — ay), luego
9(T',z) = po(T', ) + T'gr (T, )
con g1 € Qlay, ag, as, ay, T)[z]. Entonces,

4
9(T, 25(T)) = [ (z5(T )+ Tg1(T, 2;(T)) = 0 mod T
k=1

por la definicién de z;;(7). Denotamos por

4
g(T, 2;(T ZCTZ y g(:lp (%)):ZDZ-T—ZZ
=0
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Y utilizando (7.11) y (7.10),
4 ' 1
ZC’Z- T = g(T,z;)=g9g (T, Tz <T)) =
= 1 1 4 o4
= Ty (T,zji (T)) = ;Di T = ;D4_,~T

Luego Dy_; = C;, i =0, ...,4. Hemos visto que ¢g(2;(1)) = 0 mod T, asi que
Dy =0 = Cy; y esto para todo z;;, luego el grado de ¢(T’, z;;) en T es < 3.

Ya vimos en la demostracién del lema 7.6.4 que ry, 7y son divisibles por T2.
Tenemos

ro(z) = p(z) — ¢°(x) — g(a)ri(x).
Entonces,
2(2i5) = —93(2’2‘]‘) — g(2i5)r1(zi5),

ra(2)

T2
< 3 en z, ya que ry(x) también lo es por el lema 7.6.1. Por definicién tenemos
2;7(0) = a; y por el apartado (ii) del lema 7.6.3 obtenemos

por lo que T% divide a r(z;;) para todo ,j. El polinomio es de grado

7’2(062')
Tz 0 1=1,...,4,
es decir, T;Ef) = 0 mod T, esto es, ry es divisible por T°.

Se tiene por construccion que el grado de vy en T es < 8 y el de 5 es < 12.
Ademas, como vimos en la proposicién 7.6.6, se tiene que el grado de r; en x
es < 2yelderyes <3. Por tanto podemos escribir

r(T,x) = ZAi(T) ' con grado(4,(T)) < 8;

=0
3
ro(T,x) = ZBZ-(T) 2 con grado(B;(T)) < 12.
i=0
Utilizando las identidades (7.11) obtenemos

Ba(3)#n(3) 23040

1=0 =0

y con ello que

Ay(T) = T8 A, (%) .
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Si denotamos A;(T Z a; T*, obtenemos
k=0
i=0 =  ayp=aos—r k=0,...,8;
. ayg = 0,
i=1 = { tr—arr . k=0,...T (7.12)
. Qg8 = Q27 = O,
=2 = {a2,k:a2,6—k k=0,...,6;

Hemos visto que T?|ry, por lo que a;0 = a;1 = 0, i = 0,1,2. Con (7.12)
obtenemos a;s = a;7 =0, ¢ = 0,1, 2, es decir que el grado en 1" de r; es <6.

Para ry, utilizando de nuevo las identidades (7.11) obtenemos

35 (1) s () - LT 3B

=0

Asi que
: 1
Bi T - T12_ZBZ‘ p— .
() (7)
12
Si denotamos B;(T) = Z bik T*, obtenemos
k=0

1=0 = b07k:b0’12_k ]{7:0,...,12;

| — bi,12 =0,
1 = 1 — bl,k = bl,ll—k ]{j = O’ e 11’ (713)
bo12 = b1 = 0,

bg’k = bg’lg_k ]{7 = O, ceey 10,

bs12 = b3 11 = b3 10 =0,

Z:?) = bg,k:bg,g_k ]{3:0,,9

|
i
|

Como T?|rg, big =bi1 = b2 =0,i=0,1,2,3. Junto con (7.13) obtenemos
biiz =0bi11 =bi10=0,1=0,1,2,3; es decir, que el grado en 7" de 75 es < 9.

O

Cambiando y por Y = Ty, la ecuacion de C' queda de la forma
Y9+ (T, 2)Y + foT,x) = 0,

donde f; (respectivamente fs) es de grado < 2 en x y < 4 en T (respectivamente
<3enzy<6enT).

i (T .
Los puntos P;; = <zij (T), w> tienen coodenadas sobre Q[ay, ..., ay, T

ii(T' :
2;(T') (respectivamente W) de grado < 1 (respectivamente < 2) en 7.



7.6. Curvas elipticas de rango alto sobre Q(T). 167

Nos falta por mostrar que para aq, as, ag, oy convenientemente elegidos, C' es
lisa, los puntos F;; son linealmente independientes y el invariante j de C' es no
constante. Eligiendo

Oé1:—1,0é2:0,0é322ya4:11

obtenemos la siguiente curva
E:y’ 4+ a2’y + asry + asy + asx® + az® + agx + ag = 0,

con
a; = —269407? + 512207 — 26940,
as = —132073 + 1728072 + 172807 — 1320,
az = —18876T* — 1538287 + 30122172 — 1538281 — 18876,
ay = —148960073 + 148960072 + 14896007 — 1489600,
as = 58168807 4 80438807 — 274635007 + 80438807 + 5816880,
ag = 34161607 — 241663207 + 192020407 + 1920204072
— 241663207 + 3416160
a; = —745360T° — 1546802475 + 188537641
— 1383947 + 1885376412 — 154680241 — 745360.
Los puntos P, con¢,j =1,...,4, 1 # j, los denotaremos por P, con k =1,...,12.
Asi, los puntos Py tienen como coordenadas:

P1 (117 — 1, — 158472 + 18267 — 240),
= (117, 396T2 + 737 + 154),
= (117 + 2,19807% — 1399T — 414),
= (2T + 11, —414T?% — 1399T + 1980)
= (2T — 1, 234T2 A87T + 84),
= (27, 180T2 — 134T — 44),

P7 = (2, —44T? — 134T + 180),
= (11,1542 + 73T — 396),
= (=1,—1107% + 1217 + 156),

P10 = (=T,156T% + 121T — 110),

Py = (=T + 2,84T?% — 487T + 234),

Py = (=T + 11, —240T?% + 1826T — 1584).

Vamos a ver que los doce puntos anteriores son independientes. Primero veremos
la demostracién realizada por Mestre en [MES1].

Para mostrar que los puntos P, son independientes, es cémodo ver £ como una
superficie eliptica fibrada sobre P! y los puntos P, como secciones de la fibracién
E — P! dada por (x,y,T) — T.

El discriminante es un polinomio en 7" irreducible de grado 36. Las fibras sin-
gulares son de tipo Kodaira I, es decir, son cibicas nodales. Si elegimos el punto

P15 como elemento neutro O, la forma bilineal de Néron-Tate viene dada, después
de Shioda ([SHI]), por

(P,Q)=x+(P-0)+(Q-0)—(P-Q),
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donde (R -S) designa el producto de interseccién de las secciones Ry S,y xe es la
caracteristica de Euler-Poincaré de la superficie £.

Ahora vamos a calcular yg usando la siguiente férmula:

Férmula de Noether. Sea S una superficie compleja y conexa. Entonces

_ Kg + Xt0p(8>
Xs 12 )

donde Kgs es el divisor candnico de S y Xip(S) es la caracteristica topoldgica de

S.

Para superficies elipticas £ se tiene que (ver [BEA], Capitulo IX, Proposicién
1X.3)
K:=0. (7.14)
)

Por lo tanto sélo nos queda calcular x;.,(£) vy para ello enunciaremos el siguiente
resultado que se puede encontrar en [B-P-V], Capitulo III, Seccién 11, Proposicién
11.4.

Proposicion 7.6.10 Sea 7 : S — C' una fibracion sobre la curva C' de la super-
ficie compacta S y sea Syen, una fibra genérica. Entonces, si Sy = 7 1(t),

Xtop(S) = Xtop(Sgen) * Xtop(C') + Z (Xtop(St) = Xtop(Sgen))-

teC

Vamos a aplicar esta proposicion a nuestra superficie eliptica £. En este caso,
la fibra genérica es una curva eliptica y por tanto Xop(Egen) = 0. Si & es una fibra
singular entonces xi,,(€:) = 1, por ser ciibicas nodales. Hay 36 fibras singulares, ya
que el discriminante es un polinomio de grado 36, y por tanto,

Xtop(E) = 36. (7.15)
Por tanto usando (7.14) y (7.15) en la férmula de Noether, obtenemos
Xe = 3.
Los lemas siguientes nos permiten calcular (P; - P;), 1 <1i,7 < 12.
Lema 7.6.11 Sean i,j dos indices distintos (1 <1i,j < 12). Denotamos por
r; =a; +Tb; Y xj = a; +Tb;
las abcisas de P; y P;. Entonces

py_J O si (a; — a;)(b; — bj) =0,
(B Py) = { 1 en otro caso
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Demostracion: Primero, hemos de tener que las abcisas coinciden:

a; + TbZ = aj + Tbj,
(CL,’ — aj) = (bj — bz)T

Se van a distinguir varios casos:

e Si a; = a;, entonces

Si b; = bj, se tiene que P; = P;, y entonces i = j.

Si T = 0 y denotamos por h;(T) a la ordenada del punto P;, como se tiene
que h;(0) # h;(0) si i # j, entonces

(P P) = 0.

e S5ib; = bj, entonces a; = a; y por tanto P; = P; y hemos supuesto que i # j.

ai—aj

e Si (a; —a;)(b; — b;) # 0, obtenemos T' = . Ahora, se observa que

J %

Pi(bj_bj> :pj<bj_bj') Vi, 7 tal que 7 # j;

por tanto, (P, - P;) = 1.

Y para la autointerseccién tenemos el siguiente resultado:
Lema 7.6.12 Para cualquier seccion P € E(P') se tiene que
(P?) = (0%) = —xe.

Demostracion: Ver [SHI] Lema 2.7.

—_
—_
(€]
wn

Asi, la matriz de alturas de los puntos P;, i =1, ...,

8 55354435 3 3
5 8 5 3 45 43 443
55 834453434
3336 4433322
54448543533
4 5445843 443
4 453 44845 3 4
333333464 2 2
5443545 4833
3432343236 3
33423342336
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con determinante igual a 2'%3* que no es nulo; esto prueba la independencia de los
puntos P, i =1,...,11.

Ahora vamos a ver una segunda demostracion que utiliza los teoremas de es-
pecializacién que vimos en la seccion 7.3. El teorema 7.3.3 nos asegura que la
aplicacion especializacion oy es inyectiva para todo t € QQ, excepto para un nimero
finito, comenzamos a ver oy, 0,,... pero obtenemos que no son inyectivas, hasta
llegar a t = 5, con la que conseguimos mandar los doce puntos a otros doce puntos
distintos, que es lo que necesitamos. Asi, mediante o5 : t — 5, obtenemos que los
coeficientes de la curva pasan a

(0,1)5 = —444340,

(a2)s = 352080,

(ag)s = —24283491,
(aq)s = —143001600,
(as)s = 4000483780,
(ag)s = —1665559440,
(a7)s = —47824263130,
y los puntos P

Py)s = (54, —30710),

(

(P2)s = (55, —9381),
(Ps3)s = (57,42091),
(Py)s = (21, —15365)
(Ps)s = (9,3499),
(FPs)s = (10,3786),
(Pr)s = (2,—1590),
(Ps)s = (11, 3819),
(P = (1, ~198)
(P10>5 - ( 4395)
(Pi1)s = (=3, —101),

(P12)s = (6, 1546).

Elegimos el punto (Pj3); como elemento neutro y pasamos esta ecuacién a la
siguiente forma de Weierstrass, que en el lenguaje del sistema de cdlculo PARI es

E=initell([0,0,0,-40882674303743037258350100,
100556503556906054830274466114283990000] ) ;

Y los puntos (P;)s, ..., (Pi1)s pasan a

p1=[3865711467558825/1024,-4716889734942144411925/32768] ;
p2=[192889611336410/49,-270538573125545138700/343] ;
p3=[-2086675407042006/289,-21597221115105563117372/4913] ;
p4=[3763450258650, -20924283887279500] ;
p5=[18254953880490, -73739995889820064700] ;
p6=[624198567198449/64,-12846691864117539671607/512] ;
p7=0[790409610736625/64,19692846711370067937975/512] ;
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p8=[6967759898090, -12408801087627044100] ;
p9=[3445873909274, -772289830512462132] ;
p10=[433705933180250/121,349288756564530755700/1331] ;
pl11=[32422531814410/9, -4671078429048768100/27];

Usando el sistema de calculo PARI tenemos que el determinante de la matriz

(< pi,pj >)i<ij<in
asociado a la altura candnica es, en el lenguaje de PARI:

m=mathell (E, [pl,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,p10,p11]);
det (m)=31803732646.56403528873158196.

Por lo tanto vemos que pl,...,pll son puntos independientes, ya que el deter-
minante anterior es no nulo. La proposicién 7.3.2 nos dice que entonces los puntos
Py, ..., Pi; son independientes.

|

Como hemos afirmado antes, el discriminante es un polinomio en 7" irreducible
de grado 36. Por lo tanto tenemos que su invariante j es no constante y hemos
demostrado el siguiente teorema:

Teorema 7.6.13 FExiste una familia infinita de curvas elipticas, no isomorfas entre
st, definidas sobre Q de rango > 11.

7.6.2 Mestre: rango > 12.

En esta seccion vamos a describir un segundo método debido a Mestre ([MES1] y
[MES2]), con el que obtendremos curvas elipticas definidas sobre Q(7") con rango
> 12. En la practica este método resulta més efectivo que el método descrito en la
anterior seccién.

Sean «o; € Z, 1 =1,...,6, y definamos

a(z) = [ [ (X — ) € QLX]

i=1

p(x) = qle =T)-q(z+T) € QT)[X].
Entonces existen dos polinomios g(X),r(X) € Q(7")[X] con grados 6 y 5 respecti-
vamente tales que
p=g°—r.
11 6
Sip= Z a; ' + x'%, entonces g = Z b; x* con
=0 1=0
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by = 1,

ail
b5 — 7’ 2

Q10 a1
by = > T g
by = a9 a11010 a1_13’

2 4 16
by — as a1’ 3aipan’ _ Sap? Q1109

2 8 16 128 4 7
b — 01108 Banaw’  Sawan’  Tan’ | 3an’ay ar  aiag
Ty 16 32 256 16 2 4
b . 3&1126L8 . 15 a112a102 + 35 CL114CL10 . 21 a116 . 5&9&113 . ajiay
T 16 64 256 1024 32 4

3a9a11G10 Q1008 n ap? L% Cl_92'
8 4 16 2 8

Se observa que la curva Y2 = r(X) contiene 12 puntos Q(7')-racionales dados por

y
Psi=(-T+ap,9(-T+«;)) i=1,...,6.

Sea Cj el coeficiente de X° en r(X). Para cualquier 6-upla
A= (a1, ag, a3, oy, a5, ag) € A%(Z)
tal que C5 = 0, obtenemos una curva eliptica
Er: Y2 =1r(X)

sobre Q(T"). Para t € Q, denotamos por €4, a la curva eliptica obtenida de £4 por
la especializaciéon T — t.

Ahora, tomemos A = (=17, 16,10, 11, 14,17). Entonces obtenemos C5 = 0. Y
el coeficiente de X* es de la forma 34749/4T%+4314060. Para T = 6 esta expresion
es igual a 2151% y la cénica U? = 34749/4T2 + 4314060 es Q-isomorfa a la recta
proyectiva. Y podemos parametrizarla por

B 67" — 956" + 2574

= T72 — 429 ’
____8305011—%193597”2——2084947”
N T2 — 429 '

Con esto Mestre ([MES2]) obtiene el siguiente resultado:
Teorema 7.6.14 Sea A = (—17,—16,10,11,14,17). Entonces,
rangoE4(Q(T")) > 12.

Ademds su invariante j es no constante.
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Demostracion: La curva eliptica £4 esta dada por
Y2 = (4314060 + 34149T Xt —220077T2 — 100359000) X3
—@Tﬂt 1984531T2 + 98994636) X?
2202077T4 — 7366917617 + 10917208512) X
34749 . )
+TT — 5442147T* + 10773019447% — 61466790384,
y los puntos por
P1 = (T —17,-796824 — T2 + 1030597,
= (T — 16,694980 + 6705T2 100728T),
= (T + 10, —19656 + 621T2 11617),
P4 = (T +11,13608 — 1557T2 134917,
= (T + 14, —33480 — 3195T2 303037),
= (T 4 17,141372 + 4527T2 + 426247T),
= (=T — 17,796824 + 712°1T2 +1030597),
= (=T — 16, —694980 — 1572 — 1007287,
= (=T +10,19656 — 22172 — 11617,
P10 = (=T +11,—13608 + 12772 — 134917,
Py = (=T + 14, 33480 + 22272 — 303037),
Py = (=T +17,-141372 — 8272 4 426247T)).
Utilizamos la especializaccién o : T — 6 para obtener:
Y? = 4626801.X* — 104320386.X> + 74690505X % + 8407728072X — 29331630576,

y los puntos P; pasan a

Py)s = (—11, —306288),

(

(Py)g = (—10,211302),
(Py)s = (16, —15444),
(Py)e = (17, —95364),
(Ps)s = (20, —272808),
(Ps)s = (23,478602),
(Py)g = (—23,1542996),
(Py)g = (—22, —1420038),
(Py)s = (4,1512),
(Pu)s = (5, ~66528),
(Pui)s = (8, —90828),
(P12>6 - (11,32886)

con (P;)s € E46(Q) ¢ =1,...12. Ahora mediante la aplicacién ¢prorgen Obtenemos
la curva E y la imagen de los puntos, que en el lenguaje del sistema de célculo

PARI es



174 Capitulo 7. Curvas elipticas de rango alto.

E=initell([0,74690505,0,-334250967131406288,
48404941515219417769286208] ) ;
p1=[3584861064,214195929837120] ;
p2=[1059542856,31105904933376] ;
p3=[766236024,-16911907412400] ;
p4=[1311100344,-44635421310480] ;
p5=[2788653096,-146230410534624] ;
p6=[436840776,77033908224] ;
p7=[656555544,12006886666320] ;
p8=[12882795336,1465008463885824] ;
p9=[-275728536,-11193002664480] ;
p10=[-4058424,-7054263748224] ;
p11=[148409496,-1926859079376] ;
p12=[-169313976,10113639782400] ;

Usando el sistema de calculo PARI tenemos que el determinante de la matriz

(< pi,pj >)i<ij<i2
asociado a la altura candnica es

m=det (mathell(E, [pl,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,p10,p11,p12]))
m=7.297272887272600092779928942

Por lo tanto vemos que pl,...,pl2 son puntos independientes, ya que el deter-
minante anterior es no nulo. Como la especializaciéon og es un homomorfismo de
grupos obtenemos que los puntos Py, ..., P son independientes.

Para ver que el invariante j es no constante hemos de ver que el discriminante
es no constante. El discriminante es

2830413072176786521772366499102688530658165260288000 +
333067471912729518152879865545847801877311447367680 T2 —
1391531577710903201776525614402774556708235727470592 T* +
111372935771381636622131751854877807108521409822720 7°¢ —
1781401057267690200545896053995306380809750654720 78 —
20331748914845184131747184124429996585697184 712 4
11349970098876539536025750827151900909167292160 70 +
1749133548811348177101806239441998110640 T4 +
126032403339792836417209182515287568721 716 —
183215755293654661943625536280147000 78 +
54337280303407689533958102090000 7%

7.6.3 Nagao: rango > 13.

Vamos a encontrar una curva eliptica sobre Q(7") de rango > 13 utilizando el
método desarrollado en la seccién §7.6.2. Para obtener curvas elipticas £4 de rango



7.6. Curvas elipticas de rango alto sobre Q(T). 175

alto sobre Q(T'), debemos de encontrar 6-uplas A € A%(Z) satisfaciendo C5 = 0 y
tales que S(N,E4) sea grande.

Para A = (148,116,104, 57,250), tenemos que Cs = 0. Para el valor de S(N, £,4),
tomamos una cierta ecuacion de Weierstrass de £4 con coeficientes en Z, que de-
notaremos por Eye; 4. Para la curva Eye; 4 tenemos S(536, Ewe; a) > 10. En este
caso, la ecuacion de la curva asociada a €4 y sus puntos Q(7))-racionales Py, ..., Py
estan dados por:

Y2 = (972 + 211950)X* + (—270072 — 63901710) X3 + (—187* + 3961507
+ 6706476489)X % + (27007 — 2957535072 — 284435346600) X
+ 9T — 1592007 + 89169959272 + 4156297690000,

T + 148, 662T% + 668737 + 1868944),
T + 116, —554T% — 39687T — 191632),
T + 104, 52672 — 28497T + 163372),

= (
P2 = (
Py =
P4 — (T + 57, 508T2 — 193327 — 368809),

— (T + 25,580T2 — 491167 + 566825),
— (T, —670T2 + 69759T — 2038700),
— (=T + 148, 66272 + 668737 — 1868944),
— (=T + 116, 55472 — 306877 + 191632),
= (=T + 104, 52677 — 28497T — 163372),
Pw — (=T + 57, —508T — 193327 + 368309),
Py = (=T + 25, —580T2 — 49116T — 566825),
Pry = (=T, 67072 + 69759T + 2038700).

Mediante una busqueda exhaustiva, obtenemos otro punto Q(7')-racional de Ea:
Pis = ((T +703)/15, (—224T3 — 844T?2 + 9004847 + 2161725)/75).
Sea C4(T) = 9T? + 211950 el coeficiente de X* en r. Entonces la ecuacién

52 - C4(T)
tiene la siguiente solucion parametrizada por

—T" 4 23550 3(T" + 23550)
(T7 S) - ( 2T/ ) 2T/ ) .

Ahora consideramos la curva £/, definida sobre el cuerpo de funciones Q(7") que
se obtiene de £4 mediante el cambio

—T" + 23550
277 '

T —s

Asi Nagao ([NA3]) obtiene:
Teorema 7.6.15 Sea A = (148,116, 104,57,250). Entonces
rango &4 (Q(T")) > 13.

Ademds su invariante j es no constante.
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Demostracion: Andloga a la demostracion del teorema 7.6.14, pero en este caso la
especializacién es
op:1T — 1.

Y al especializar la ecuaciéon de E y sus puntos racionales p; (i = 1,2, ..,13) obte-
nemos

Y2 = 9(235512X4 — 332790042120 X3 — 614965734912980666 X 2
+ 184504435837788834600.X + 170521602512224323381326809)
p1 = (23845, 740545471584),

ps = (23781, —618187274016),
ps = (23757, —586075278288),
p1 = (23663, 561604339872),

ps = (23599, 638662269024),

ps = (23549, —736549528176),
pr = (—23253, —727947133368),
ps = (—23317,610710560712),
po = (—23341, 580706671464),

pro = (23435, —565246334016),

pi = (23499, —647915330496),

P12 = (—23549, 749691565704),

pis = (4991/3, —117044707247104/3).

Cambiando las coordenadas (X,Y) a

((1663948803 X2 — 499185063180X — 23551Y — 307482867456490335) /24,
(—39187658259453 X3 + 17634459470479467 X2 + 554649601 XY +
21724587034902596560629.X — 83197486979Y —
3258947668828956176258115)/48),

conseguimos la ecuacién de Weierstrass de E y los puntos pasan a, en el lenguaje
de PARI:

E=initell([1,0,0,-1970473859866423938027563293202211,
33666977357380599346718366106269137257495662819841]) ;
p1=[25386174421432494,67109523606414317896233] ;
p2=[26509492766907566 ,-245653984040295182797783] ;
p3=[26399379919965810,-214794859310156325577539] ;
p4=[24966084178226490,182907525210079265587329] ;
p5=[24682088239127826,260827678931979907473297] ;
p6=[25869170713328826,-66811158987551134918203] ;
p7=[25873709433784550,68073651220906477508921] ;
p8=[24768067209581670,-237268561874887509232071] ;
p9=[24875645484381876,-207753103174362148710903] ;
p10=[26306960164950894,188927676301479656226153] ;
p11=[26597669117443566,270396628393543357053417] ;
p12=[25390343800982316,-65957033567927528804583] ;
p13=[230674528980533950/9,-1830275649909410733133/27] ;
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El determinante de la matriz
(< pi,pj >)i<ij<i3
asociado a la altura candnica es

m=det (mathell(E, [pl,p2,p3,p4,p5,p6,p7,p8,p9,p10,p11,p12,p13]))
m=2910704763254221.2813489

Por lo tanto vemos que pl,...,pl3 son puntos independientes, ya que el deter-
minante anterior es no nulo. Como la especializaciéon o7 es un homomorfismo de
grupos obtenemos que los puntos P, ..., Pi3 son independientes.

Veamos que su invariante j no es constante, para ello nos basta con ver que su
discriminante es no constante. El discriminante es

2103683652343830383608472159204221645090111488000000
— 78463738376816890055976089658107506396798970572800 T
+ 368745115834628329321034445744016521319225375488 T
— 263273401922813490029155938223074173675980800 T

— 15527677757595152331461252626793843838720 T

— 35205494146821812122912606198800384 T2

+ 81029283582473534819918136738132172800 T''°

+ 6713802311035606356769402060800 T4

— 539438971637832633359990784 7'

+ 453699453233214259200 T'®

+ 1631591344373760000 7.

O

Por lo tanto £4 define una familia infinita de curvas elipticas, no isomorfas entre
si, definidas sobre Q de rango > 13.

7.6.4 Mestre: familia de rango > 13.

En esta seccién vamos a mostrar la construccién, debida a Mestre ([MEST7]), de
una curva eliptica de rango > 13 definida sobre Q(u, v)(7T). A partir de esta curva,
Fermigier ([FE2]) construye una curva eliiptica definida sobre Q de rango al menos
22; esto ultimo lo veremos en la seccion §7.7.

Utilizando el método desarrollado en la seccion §7.6.2 construimos la curva £,4
mediante la 6-upla A = (a1, g, as, ay, as, ag), donde

ap = udv? —2u?v +uvt —ut — 2u?0? — 2uvd vt uPv duv? — v w4 2uu v -,
ay = utv —2ulv? +uvd +ut — 20l — 2u0? — vt —ud FuPv Fuv? e+ 2uu 02—,
as = utHutv —udv? —2uv — 20+ uPvP +uv? + u? — 2uPv 4+ 2uv —uvt Fuv? + vt — o,
ay = u? —utv — 2u?v 4+ u?0? + o3 — 2u? — 2uv + uv? + 2uvd +u— v+ — vt o,
as = udv? —utv+2utv+ud +uv? — v +uPo — 2uvd — 2uv? —u+uvt — 203 +v? ot
Qg — —0p — Qg — (g — Oy — Q.
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Con esta 6-upla obtenemos la curva eliptica €4 definida sobre Q(u, v)(7"). Como
vimos en la seccién §7.6.2, esta curva tiene al menos 12 puntos. Encontramos un
decimotercer punto independiente de los 12 anteriores que tiene como abscisa

A+ BT
w2 +v2 41
con

A = 3udv? + 2utv + v — 4v3u — 3v2u? + 3vdu? — dudv +u+ v —ub + 0P — 3t
+ 20° — 0% 4 3uPv + 30%u + 2vtu — 3ut + ud + 20’ + WP + W — ute?

— 2ut? — wdv?t — 4udvd + w0’ — 2uvt + wd,

B=—-u?—v"4+2u+2v+1.

&4 es de la forma
Y? = R(X),

donde R(X) es un polinomio de grado 4 en X. Si denotamos por Cjy al coeficiente
de X* en R(X) se observa que es de la forma

Cy = C(u,v)*t* + D(u,v)

donde C(u,v), D(u,v) € Q[u,v]. Si parametrizamos la cénica (en (T,u)) Cy = u?
por t = f(T), obtenemos una familia de dos pardmetros (u,v) de curvas elipticas
definidas sobre Q(7") de rango > 13. Para ver esto tltimo basta con observar que
la curva construida por Nagao en la seccién §7.6.3 se obtiene de ésta mediante las
especializacién (u,v) = (2,5), que es un homomorfismo.

Observacion 7.6.16 Recientemente, Mestre ha encontrado una familia infinita de
curvas elipticas definidas sobre Q(T') de rango > 14. Este resultado serd publicado
a principios de 1998.

7.7 Curvas elipticas de rango alto sobre QQ.

Vamos a ver dos de los ejemplos de curvas elipticas definidas sobre (Q més significa-
tivos de los tltimos anos. Por una parte, un ejemplo de Nagao con el que consigue
una curva eliptica de rango > 21 y el actual récord debido a Fermigier, que obtiene
una de rango > 22.

7.7.1 Nagao: rango > 21.

En esta seccién vamos a mostrar la existencia de una curva eliptica definida sobre Q
de rango al menos 21 entre las curvas obtenidas por especializacion de las de rango
alto definidas sobre Q(7") construidas a partir del método de Mestre de la seccién
§7.6.2. Nagao ([N-K]) consiguié esta curva usando la stiper computadora Hitachi
Hitac S-820.
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Sea A = (399, 380, 352,47,4,0). Entonces tenemos ¢; = 0. Tomando una cierta
ecuacion de Weierstrass Eyeia de £4, tenemos

S(563, Eein) > 10.

Sea Fy, s, la curva obtenida de Eye; 4 por la especializacién T — t; /t,. Buscamos
ti,te, N € N tales que 1 < ¢ < 20000, 1 <t < 2000, ¥ Snagao(N, Ey, j,) sea
suficientemente grande. Y encontramos que para t; = 14721,t, = 376 y N = 6581
se tiene

5Nagao(6581, Ela721/376(Q)) > 20.

De hecho se va a tener que el rango de Eiy721/376(Q) es > 21. Asi obtenemos el
siguiente resultado:

Teorema. Sea E la curva eliptica
y? +ay +y = 2® + 2?2 — 215843772422443922015169952702159835
— 19474361277787151947255961435459054151501792241320535,
y sean Py, ..., Py1 dados por

P, = (800843008889340065933/16, 22662214190910903990783584765347/64),

P, = (10610541066763914590637/22009,
1087744114825178454840094794778034,/103823),

P; = (907186946780634143, 728916386168451830641677698),

P, = (196833201085564442194083107 /2279194009,
2277807398930440819587410184793923763894/3440899317673),

P; = (185463474139064652528000075/366301321,
225699857838583242849473830466481978146,/7010640982619),

Ps = (—12485261071234691432503/123904,
1543303353428939982282171752702539/43614208),

P; = (—59703014087684747037/361, 741881245094154068525036126962/6859),

Py = (—73270463404799613067/361, 866878137858638792891117943482/6859),

Py = (—360733396398627565, 106985840484096728947883974),

Py = (—389445180957906897, 74288355118790673852542098),

Py = (—1474458350349858512665407 /14205361,
2278493401578368084310409028259332632/53540005609),

Py = (—114305856035468892691779277 /278589481,
16972779768877136292841029639987095378,/4649937027371),

P35 = (—21972533600828202797/81, 100790786584963504563876005302/729),

Py = (—25047938415396324842058977 /71216721
68347192566984943007522052612937752062,/600997908519),

Pp5 = (3434828081885118352213715284707 /5137262501809,

4279912483838925044234939165329697576812433846,/11643877735262694377),

Pig = (—227656313261676647, 133660024327268949095297798),

Py7 = (—4098089434105992137835293 /12552849,
5660088413991351759301403659890889706/44474744007),

Py = (2657828735869178020212617 /1495729,
4174499731549997186596131721273201376/1829276567),
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Py = (883965004314243424124994323 /850947241,
23250077986002214917145041708721276812178/24822981967211),

Py, = (37543938954172817209003 /73441,
1224097915991280099903835490020298,/19902511),

Py = (19165312347502458410162233 /17214201,
75593839815741485450348997055551694952/71421719949).

Entonces,
rango E(Q) > 21

y P1,..., Py son puntos independientes en E(Q).

Demostracion: Usando el paquete APECS ([APECS]) de MAPLE obtenemos que
Ei4721/376 es Q-isomorfa a E. Usando el sistema de célculo PARI, tenemos que el
determinante de la matriz

(< B, P >)i<ij<n

asociada a la altura canénica es
1057662683061657998079887.489.

Como el determinante es distinto de cero, vemos que los puntos P, ..., P»; son
independientes.

7.7.2 Fermigier: rango > 22.

A partir de la curva eliptica definida sobre Q(u,v)(T") de rango > 13 construida
por Mestre, que vimos en la seccién 7.6.4, Fermigier encuentra una curva eliptica
definida sobre Q de rango al menos 22. Para los calculos, Fermigier us6 unas decenas
de estaciones de trabajo Sparc a lo largo de una semana.

Teorema. Sea E la curva eliptica
E:y?+ay+y= 23— 940299517776391362903023121165864x
+ 10707363070719743033425295515449274534651125011362
y sean Py, ..., Py:

P, = (32741153161482344264 /3025,
— 223089674587110979578532169697/166375),
P, = (215521674613198983365,/24649,
— 6872949155061353554235704378947/3869893),
P = (637312541911044643/81, —1420356190129296832193564087 /729,
Py = (—11906250919327880080/361, —16580788535875788634285886853/6859)
, Ps = (—136152345735493381 /4, —14482270545045735913281693/8),
Ps = (—27830298157016213012252/7134241,
72099692861364392796183359497454267/19055557711),
P; = (4127671322151440, 2626107692045613116291646),
Py = (6175679781777296, 2266254335997033124678449),
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Py = (12047255022287093, 1061993236525943920980477),

Py = (416685837455186583191 /32761,
5321268222786709669160311587369/5929741),

Py = (149915813139075767108024 /10220809,
8704326838108646949177663157917117/32675926373),

Py = (58759417448623559/4, 2030968553150713398654657/8),

P13 = (237195157887349854919517/160240009,
— 11477798111611307979707215505421441/64144108027),

Py = (9568474434078537574436 /687241,
319520556343135681977874272805086/569722789),

P5 = (1725892668710258675291 /177241,
117378050663464845770966453025039/74618461),

Pig = (—35277008506980340471 /1024,
48766027143946934186731674507/32768),

Py7 = (—2752742763529705669/121,
6000532252185982381233585699/1331),

Pig = (—18552633109178014, —4665466215824339436717966),

Py = (—113251707338691187737649969 /3304065361,
310152527894831470820009872373229341739/189920981015641),

Pyy = (=7572001778163591251/729, —86590661426506799357663502953/19683),

Py = (—380526048554032285152211 /11242609,
73081235744931307684790623068490233/37696467977),

Py, = (—1503889497722021588110681 /42784681,
— 160705885170116750151534640924719585/279854598421)

Entonces,

rango E(Q) > 22

y Pi,..., Py son puntos independientes en E(Q).

Demostracion: De acuerdo con el sistema de calculo PARI, E es

E=initell([1, O, 1, -940299517776391362903023121165864,
10707363070719743033425295515449274534651125011362]) ;

Usando el sistema de calculo PARI tenemos que el determinante de la matriz,
denotando por Pi := P;,
(< Pi, Pj >)1<ij<2

asociado a la altura candnica es, en el lenguaje de PARI:
m=mathell (E, [P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7,P8,P9,P10,P11,P12,P13,

P14,P15,P16,P17,P18,P19,P20,P21,P22]);
m=12992022722213680254541.34536.

Por lo tanto vemos que P1,..., P22 son puntos independientes, ya que el determi-
nante anterior es no nulo.
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