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Resumen

Las formas binarias cuadraticas son polinomios homogéneos de grado dos de dos
variables con coeficientes enteros que llevan siendo objeto de estudio desde hace siglos.
Muchos de los matematicos con mas renombre de la historia, como Legendre o Gauss,
entre otros, han estudiado y desarrollado una amplia teoria sobre estas ecuaciones.

Una de las partes mas interesantes e importantes de la teoria sobre formas binarias
cuadréticas es que existe una relaciéon de equivalencia y una compleja operacién que
otorgan a estos polinomios una estructura de grupo. El primero en conseguir demostrar
esto fue Carl Friedrich Gauss.

Esta operacion, que Gauss bautizé como composicion directa de formas binarias
cuadréticas, es trabajosa de operar. Por ello, han sido varios los matematicos que han
intentado obtener una manera de entender y realizar esta operacién de forma més
sencilla. Entre ellos, Dirichlet fue capaz de dar con una expresién mas explicita del
resultado de la composicion..

En 2001, el matematico canadiense Manjul Bhargava publicé su tesis doctoral,
titulada Higher Composition Laws. En su tesis, presentaba una forma mucho més
visual de entender la composicion directa de formas binarias cuadraticas a partir de
unos cubos con coeficientes en cada vértice, llamados cubos de Bhargava. Ademés,
este concepto es generalizable a dimensiones superiores, de ahi el titulo de su tesis.

Abstract

Binary quadratic forms are homogeneous polynomials of degree two of two vari-
ables with integer coefficients that have been a main subject of study for centuries.
Many of the most renowned mathematicians in history, such as Legendre or Gauss,
among others, have studied and developed an extensive theory about these equations.

One of the most interesting and important parts of this theory about binary
quadratic forms is that there is an equivalence relation and a complex operation that
give these polynomials a group structure. The first to succeed in proving this was
Carl Friedrich Gauss.

This operation, which Gauss called direct composition of binary quadratic forms,
is laborious to operate. Therefore, there have been several mathematicians who have
tried to obtain a way to understand and solve this operation in a simpler way. Among
them, Dirichlet was able to come up with an explicit expression of the result of the
composition.

In 2001, Canadian mathematician Manjul Bhargava published his PhD thesis,
entitled Higher Composition Laws. In his thesis, he presented a much more visual
way of understanding the direct composition of binary quadratic forms from cubes
with coefficients at each vertex, called Bhargava cubes. Moreover, this concept is
generalizable to higher dimensions, hence the title of his thesis.
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Introduccion

Las formas binarias cuadraticas son una de las areas de la teoria de nimeros
més estudiadas a lo largo de la historia. Sus numerosas e importantes propiedades y
aplicaciones le han dotado de un lugar especial dentro del campo de las matemaéticas.

En el primer capitulo, nos centraremos en introducir algunas nociones bésicas
sobre formas binarias cuadraticas. Estas son polinomios homogéneos de grado dos con
coeficientes enteros, de la forma

f(z,y) = az® + bxy + cy®.

Cada forma binaria cuadratica tiene asociado un concepto fundamental, el discrimi-
nante,
D =b* — 4ac.

El grupo lineal especial de dimension 2, SL9(Z), actia sobre el conjunto de formas
binarias cuadraticas de discriminante D mediante un cambio de variable. Ademas, esta
accion de grupo induce una relacion de equivalencia, y denotaremos por Gp a este
conjunto bajo dicha relacion.

De todas las formas binarias cuadraticas, nos centraremos en aquellas con discri-
minante negativo, primitivas y definidas positivas, es decir, con coeficientes coprimos
y que representan solo niimeros no negativos. De estas formas, existe un tipo especial
de ellas, llamadas formas reducidas, que son aquellas que verifican:

bl<a<e¢, y 0<b siempreque a=|b] o a=c.

Lo que hace importante a las formas reducidas es que en cada clase de equivalencia
de G'p existe una tunica de ellas, y que en Gp el niimero de formas reducidas es finito.
Es decir, el nimero de clases de equivalencia de Gp es finito.

En el segundo capitulo nos centraremos en la composiciéon de formas, primero
desde una perspectiva histérica y finalmente demostrando que esta operacién induce
en G'p una estructura de grupo.

La existencia de una operacién entre las clases de equivalencia de formas binarias
cuadréticas, llamada composicion directa, es uno de los resultados méas interesantes
sobre estas. Desde hace siglos, varios matematicos como Diofanto o Brahmagupta han
logrado dar con precedentes de esta identidad, algo menos generales. Legendre, estu-
diando el trabajo de Fermat y Lagrange, logré finalmente dar con una “composicién”
general, pero que no estaba del todo bien definida.
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VIII Introduccién

Fue Gauss quien, en Disquisitiones Arithmeticae [8|, consigui6 definir correctamen-
te la composicién. Ademas, en una época en la que el concepto de grupo ni siquiera
existia aun, logré6 demostrar que esta operaciéon otorgaba a Gp todas las propieda-
des de un grupo abeliano finito. La composicién es trabajosa tanto de entender como
de operar, y por ello, muchos matemaéticos a lo largo de la historia han intentado
simplificar este concepto.

Entre ellos, Dirichlet logré dar una expresién explicita de la composiciéon de dos
formas de un tipo especial, llamadas formas reunidas, y demostré que para cualquier
par de clases de equivalencia existe una pareja de representantes reunidos. Atdn asi, esta
expresion explicita ain dependia, no solo de encontrar una pareja de representantes
reunidos, si no también de un coeficiente que resulta de resolver un sistema de tres
congruencias.

En el tercer y tultimo capitulo, estudiaremos los Cubos de Bhargava, uno de los
dltimos y mas fructiferos progresos en el campo de las formas binarias cuadraticas.
Dos siglos después de que Gauss definiese su composicion, el matemético canadiense
Manjul Bhargava dio con un concepto nuevo que revolucioné el area de la teoria
de nameros. El, en su tesis doctoral, introduce una nueva forma de visualizar esta
operacion a partir de cubos con coeficientes en cada uno de sus vértices, nombrados
en su honor Cubos de Bhargava. Cada cubo C se puede cortar de tres formas distintas,
con los llamados cortes fundamentales, dando lugar a tres formas binarias cuadraticas,
Q?,Qg y Q3C. A aquellos cuyas formas asociadas sean primitivas, los llamaremos
cubos proyectivos. Imponiendo sobre las clases de equivalencia de estas formas la Ley
de Cubos,

[Q]0[Q5] 0 [QS] = [Qia,p),

donde [Q;q.p] es la clase identidad de las formas binarias cuadraticas y o denota la
composicion de formas, Bhargava logra probar que este axioma es equivalente a la
composicion de Dirichlet, y por tanto, a la de Gauss. Una consecuencia de esto es que
las clases de equivalencia de cubos de enteros también forman un grupo. Pero, ademas
de esto, el concepto de Cubos de Bhargava es generalizable a dimensiones superiores.
Todo ello hizo del descubrimiento del canadiense un hito en el campo de la teoria de
numeros.



CAPITULO 1

Formas binarias cuadraticas

Para poder entrar en materia sobre la composicién directa de formas binarias
cuadréticas, serdn necesarias algunas nociones bésicas.

Introduciremos los conceptos de discriminante y equivalencia de formas, que serédn
fundamentales para poder probar que las formas tienen estructura de grupo. Por
altimo, definiremos la nociéon de formas reducidas y demostraremos la existencia y
unicidad de estas en cada clase de equivalencia.

1.1. Nociones basicas

Definiciéon 1.1. Una forma binaria cuadratica es un polinomio homogéneo de dos
variables de grado dos de la forma

flz,y) = az? + bry + cy?,

donde a, b, c € Z.

Una forma ax? + bxy + cy? se suele denotar generalmente como (a,b,c) ya que
estos enteros determinan completamente la ecuaciéon. Ademas, decimos que la forma
binaria cuadrética es primitiva si a,b y ¢ son coprimos, y que es definida positiva si
f(z,y) > 0 para todo x,y # 0.

Definicién 1.2. El discriminante de una forma binaria cuadrética (a, b, c) se define
como Disc((a, b, c)) = b* — 4ac.

Se dice que un entero m estd propiamente representado por una forma binaria
cuadratica f(x,y) si existen p, q € Z coprimos tales que f(p,q) = m. Cuando p y g no
son coprimos, decimos simplemente que m esta representado por la forma f(x,y).

Proposicion 1.3. La forma binaria cuadrdtica (a,b,c) es definida positiva si y solo
si Disc((a,b,¢)) <0 ya>0.



2 Formas binarias cuadraticas

Demostracion. Si f(x,y) = (a,b,¢) y D = Disc(f(z,y)), entonces
daf(x,y) = (2ax +by)* — Dy?,

fla,y) = ﬁ[@aw +by)* — Dy?].

Por lo tanto f(z,y) > 0 para todo z,y # 0 solamente si a > 0y D < 0. O
De la proposicién anterior, podemos concluir procediendo de la misma forma que
sia <0y D <0, entonces f(x,y) < 0sixz,y#0 (es decir, la forma binaria cuadratica

es definida negativa), y que si D > 0, no podemos asegurar nada sobre la positividad
o negatividad de f(z,y).

Nota 1. En lo que resta, llamaremos simplemente formas a las formas binarias cua-

drdticas primitivas y definidas positivas, salvo que se indique algo distinto.

Se puede definir la acciéon del grupo lineal especial

SLQ(Z)—{ (‘2 Z) :a,b,c,deZ,ad—bc—l}

sobre una forma como
(11 (a,b,0) <: ?) = a(az + By)* + blax + By) (yx + 6y) + c(yz + 6y)?,
donde «, 3,7, € Z cumplen ad — v = 1.

Otra forma de ver esté accion de grupo es como un cambio de variable. Si f(z,y)
es una forma y M € SLo(Z), entonces f(z,y)* M = f(z',y') con (2',y')t = M (z,y).

Esta operacion es, efectivamente, una accion de grupo. Dadas f(z,y) una forma,
M, N € SLy(Z) dos matrices y la matriz identidad I € SLy(Z):

1. Se verifica inmediatamente que f(x,y) x [ = f(x,y) por (1.1).
2. (f(z,y)xN)xM = f(z',y') con (z',y')" = MN(z,y)",y f(z,y)xMN = f(2',¢).
Proposicion 1.4. Para cualquier matriz M € SLs(Z) y cualquier forma (a,b,c), se

tiene Disc((a, b, c) x M) = Disc((a, b, ¢)).

Demostracion. Si (a,b,c) = ax? + bxy + cy? tiene discriminante D y

([ a b2
N= (b/2 c ) ’
se cumple ax? + bry + cy? = (z,y)N(z,y)!. Ademas, det(N) = ac — % = %, o, lo
que es lo mismo, D = —4det(N). Puesto que f(z,y) * M = f(2',y") por el cambio
(@, )t = M(z,y)t, f(z,y)* M = (z,y) M*NM(z,y)!, entonces su discriminante es

—4det(M'NM) = —4det(N) = D, pues M tiene determinante 1, y por tanto M*
también. O
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De esta demostracion se puede deducir de manera analoga que si det(M) = —1,
entonces el discriminante también es invariante por equivalencia. Es mas, también se
deduce que para cualquier matriz M de dimension dos, no necesariamente en SLo(Z),

Disc((a, b, c) * M) = det(M)? Disc((a, b, ¢)) para cualquier forma (a, b, c).

Puesto que por esta proposicién el discriminante es invariante por la accién de
grupo, es natural definir la relacidn de equivalencia

f(x,y) ~g(z,y) siysolosi f(x,y)*M =g(x,y) paraalgin M € SLy(Z),
con f(z,y)y g(x,y) dos formas de igual discriminante D. Se denota por
Gp ={(a,b,c) : a,b,c € Z, Disc((a,b,c)) = D}/ ~

el conjunto de clases de equivalencia de las formas de discriminante D y por [(a, b, ¢)]
(o, equivalentemente, [f(x,y)]) el representante en Gp de la clase (a,b,c) (o f(z,y)).

Falta comprobar que esta relacion es, efectivamente, de equivalencia. Sean tres
formas f(z,y),g(z,y), h(x,y) de discriminante D, dos matrices M, N € SLy(Z) e I
la matriz identidad de SLo(Z):

L f(z,y)* I = f(z,y), luego f(z,y) ~ f(z,y) (reflexividad).

2. Si f(z,y) ~ g(z,y), f(z,y)«M = f(,y') = g(z,y), con (2',)" = M(z,y)", se
tiene (z,y)" = M~'(2",y) vy g(z,y) * M~' = f(2,y), luego si f(z,y) ~ g(,y),
entonces g(z,y) ~ f(z,y) (simetria).

3. Si f(z,y) ~ g(z,y) y g(x,y) ~ h(z,y), entonces por equivalencia se tienen
los cambios f(z,y) * M = f(2',y') = g(z,y) vy g(z,y) * N = f(2',9/) * N =
f(@”,y") = h(z,y), luego f(x,y)x NM = h(x,y), con NM €SLs(Z), y entonces
f(z,y) ~ h(z,y) (transitividad).

Pese a que Legendre defini6 la relacién de equivalencia de manera general para matrices
M € GL2(Z), Gauss introdujo el concepto de equivalencia propia, que restringia esté
accion Unicamente a matrices de determinante +1. A la equivalencia de formas por
una matriz de determinante —1 se le llama, analogamente, equivalencia impropia.
Maés adelante, al introducir la composicion de formas, veremos la vital utilidad de
esta distincion.

Una de las propiedades invariantes por equivalencia de formas mas importantes es
la representaciéon de enteros:

Proposicion 1.5. Dos formas equivalentes representan los mismos enteros.

Demostracion. Sean f(x,y) y g(z,y) dos formas equivalentes de igual discriminante.
Entonces, se tiene f(z,y) = g(ax+by, cx+dy) para a,b, c,d € Z tales que ad—bc = 1.
Luego, para cualquier m € Z tal que f(r,s) = m parar, s € Z, entonces g(ar+bs, cr+
ds) = m. Como ademas, g(z,y) = f(d'z 4+ Vy,dx + d'y) por simetria de la relacion
de equivalencia para otros cuatro enteros a’,’,c y d’, los niimeros representados por
g(z,y) también son representados por f(x,y) por el mismo razonamiento. O
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Proposicion 1.6. Si una forma binaria cuadrdtica es equivalente a otra forma binaria
cuadrdtica primitiva, la primera es también primitiva.

Demostracion. Sea una forma binaria cuadratica f(z,y) equivalente a otra forma
primitiva g(z,y). Entonces, existe M € SLo(Z) tal que

flz,y)* M = g(z,y) = az® + bxy + ¢y, con med(a,b,c) = 1.

Sea el conjunto A = {n : n = f(z,y),z,y € Z} de los nameros representados por
f(x,y). Si f(x,y) no fuese primitiva entonces existe N € Z; tal que para todo
n € A,n = kN, k € Z. De hecho, se tiene que N es el maximo comin divisor de los
coeficientes de la forma f(z,y). Sin embargo, como g(x,y) es equivalente a f(x,y),
entonces representan a los mismos enteros, y como g(x,y) es primitiva, N = 1. Es
decir, si una forma binaria cuadratica es primitiva, también lo son todas las que sean
equivalentes a ella, pues representan los mismos enteros. ]

1.2. Formas reducidas

Definicién 1.7. Decimos que una forma (a, b, ¢) es reducida si cumple
(1.2) b|<a<e¢, y 0<b siempreque a=|b] o a=c.

Teorema 1.8. En cada clase de equivalencia de Gp hay una unica forma binaria
cuadrdtica reducida.

Demostracion. Veremos primero que toda forma es equivalente a una forma reducida.
Se toma un representante f(z,y) = az? + bxy + cy? de una clase de equivalencia
cualquiera de Gp. Consideremos las matrices

(0 -1 a1 1\N" (1 n
S_<1 0) yT_(o 1)‘(0 1>’
para algin n € Z. La matriz S lleva una forma (a1,b1,¢1) a (c1, —bi,a1), y T" lleva
(a1,b1,c1) a (a,2an + b,an? + bn + c).

Si a < |b|, entonces existe m € Z tal que
9(z,y) = f(z,y) * T = az® + Vay + 'y,

con b/ =2am+by c =am?+bm+ c. Asi, se consigue V| < ay |[V| < c. Si se tiene
c < a, con un tltimo cambio

h(xa y) = 9(1'73/) * S - C/xQ — b,flf2 + ay2

concluimos que todas las formas son propiamente equivalentes a una con |b| < a < c.
Esto es lo mismo que —a < b < a < c. Por lo tanto, la forma ya es reducida, salvo
queb<0Oyb=—-aoa=c
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En el primer caso, vemos que f(z,y) = az? —axy+cy? es propiamente equivalente

a (a,a,c) a través del cambio dado por la matriz T', y en el segundo caso, se tiene que
h(z,y) = ax® + bry + ay® es propiamente equivalente a (a, —b, a) a través del cambio
dado por la matriz S. Como ambas formas son reducidas, hemos terminado.

Una vez probada la existencia, veamos la unicidad de las formas reducidas. Para
ello, consideremos una forma reducida f(x,y) = az? + bxy + cy®. Es decir, se tiene
que |b] < a < ¢. De esto, se puede deducir que f(z,y) > (a — |b| + ¢)m, donde
m = min(z?,y?). Para ello, supongamos que = < y, entonces 2 > xy > —y% y
x? > 9%, y por tanto

flz,y) = ax® + bry + cy® > (a + c)y® + by > (a + c)y* — by* > (a — |b] + ¢)m,

donde en la dltima desigualdad hemos usado que —b > —|b|. Si y > x, se procede de
la misma forma. Por tanto, siempre que z,y # 0, se tiene f(z,y) > a — |b| + c.

Por lo tanto, el menor valor que puede tomar una forma cuando z,y # 0 es
a — |b] + ¢. Por supuesto, el menor valor representado por f(x,y) es 0, en z =y = 0.
Si suponemos que = k > 0 e y = 0, entonces f(k,0) = ak? > a. Del mismo modo,
f(0,k) = ck? > ¢, por lo que, si la forma es reducida, entonces a < c 'y a es el
menor valor distinto de 0 representado propiamente por f(z,y) y ¢ el segundo menor.
Como mcd(n,0) = n paran € Zs1, aunque f(k,0) < f(0,1), no estariamos hablando
de representacion propia. Ademaés, si [b] < a < ¢, entonces a — |b| + ¢ > a es por
tanto el tercer menor valor distinto de 0 representado propiamente por f(z,y). Estas
observaciones fueron dadas por Legendre en [11].

Veamos ademés que, si se cumple estrictamente la desigualdad |b| < a < ¢, tenemos

(1.3) a= f(z,y), med(z,y) = 1< (x,y)=(x1,0),
c= f(z,y), med(z,y) = 1< (z,y)=(0,=%1).

Por simetria, probaremos solo el primer caso. La condicién necesaria es inmediata.

Supongamos ahora que se cumple estrictamente la desigualdad |b] < a < ¢y que
existe una pareja de enteros coprimos (z,y) # (+1,0) tal que f(z,y) = a. Si y =0,
entonces f(x,0) = ax? = a si y solo si = 41. Ahora bien, si z = 0, entonces
f(0,y) = cy? = a si ¢ < a, con lo cual tampoco es posible este caso, luego zy # 0. Por
la observacién anterior sobre los menores niimeros representados propiamente por f,
se tiene entonces que a = f(x,y) > a — |b| + ¢ > a, lo cual es una contradiccion, lo

que concluye esta parte de la demostracién.

De forma anéloga, si se tuviese a = ¢, entonces f(z,y) = a = ¢ con med(z,y) =1
siy solo si (z,y) = (£1,0) o (z,y) = (0,£1).

Sea ahora otra forma reducida g(z,y) equivalente a f(z,y). Como representan
los mismos enteros al ser equivalentes, deben tener el mismo primer coeficiente a,
pues si es el menor nimero representado propiamente por f(z,y), también lo es de
g(x,y). Si ¢ es el tercer coeficiente de g(z,y), a < ¢ por ser g(z,y) reducida. Si
se tuviese a = ¢/, entonces estos tendrian cuatro representaciones propias (£1,0) y
(0,+£1), lo que seria una contradiccion con (1.3) ya que f(x,y) y g(x,y) representan
los mismos enteros. Por lo tanto, se tiene a < ¢ y entonces el segundo menor nimero
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representado por g(z,y) es ¢’ por la observacion de Legendre, y por tanto ¢ = ¢, otra
vez por representar f(z,y) v g(x,y) los mismos enteros. Por tener g(z,y) el mismo
discriminante que f(z,y), se ha de tener que el segundo coeficiente de g(z,y), b’ = +b.

Terminamos probando que b = b'. Como f(z,y) es propiamente equivalente a
g(x,y), supongamos que por el cambio de variable dado por la matriz

)
r s

entonces g(z,y) = f(px + qy,rx + sy). Luego, se tiene que a = ¢(1,0) = f(p,r)

y ¢ = ¢(0,1) = f(gq,s). Una vez mas, a consecuencia de (1.3), (p,r) = (£1,0) y

(g¢,s) = (0,£1) y como la matriz M tiene determinante 1, ps — gr = 1, y obtenemos

inmediatamente que M = +1, siendo I la matriz identidad. Como ninguna de las dos
posibilidades produce ningin cambio en las formas, concluimos que f(z,y) = g(z,y).

Sia = ¢, ese es el minimo valor que toma f, y lo hace en (z,y) = (£1,0) o (z,y) =
(0,+£1). Como f(z,y) v g(z,y) representan a los mismos enteros, a = o’ = ¢ = ¢ por
el mismo razonamiento hecho antes, y por tener igual discriminante, b’ = +b.

En el caso |b| = a, por el mismo argumento usado previamente, si f(z,y) = a con
med(z,y) = 1y (x,y) # (£1,0), entonces zy # 0. De esta forma, llegarfamos a la
contradiccion a = f(z,y) > a — |b| + ¢ = ¢, ya que a < c. Luego, el valor a se alcanza
tan solo en (x,y) = (£1,0). Asi, por representar g(x,y) y f(x,y) los mismos enteros,
entonces a = a’ = |b| = |b/|, y entonces ¢ = ¢ por tener el mismo discriminante.

En ambos casos (a = ¢ y |b| = a) hemos llegado a que g(z,y) = azx? + b + cy?,
pero por la Definicion 1.7, ha de darse b > 0 y, logicamente, también b’ > 0, con lo
que se concluye que b = ', y hemos probado la unicidad de las formas reducidas. [

Este teorema nos sirve como preludio para probar que el ntimero de clases de
equivalencia de formas de discriminante D, nimero al que denotaremos h(D), es finito.

Teorema 1.9. Sea D < 0 un entero. Entonces, el nimero de formas reducidas en
Gp es finito y coincide con h(D), que es por tanto finito.

Demostracion. Como ya hemos demostrado en el anterior teorema la existencia y
unicidad de una forma reducida en cada clase de equivalencia de G p, probar que el
nimero de formas reducidas que existen en GGp es finito implica inmediatamente que
el namero de clases de equivalencia también lo es, ya que ambos coinciden.

Esto se puede demostrar a partir de la Definicién 1.7, que implica ciertas con-
diciones a los coeficientes de una forma . Sea f(r) = ax? + bxy + cy? una for-
ma reducida de discriminante D < 0, luego > < a® y a < c. De este forma,
—D = 4ac — b* > 4a® — a® = 3a®. Por tanto, a < \/? y como |b| < a por ser
reducida, hay un ntimero finito de elecciones para a y, por lo tanto, también para b.
Ademaés, como D = b? — 4ac, también hay un ntmero finito de elecciones para ¢, con
lo que concluimos que h(D) es finito.

O]



CAPITULO 2

La ley de composicion

Una de las propiedades més importantes de las formas binarias cuadréticas es que
pueden operarse entre ellas. Esta operacion, llamada composicion, fue bien definida
por primera vez por Gauss.

Muchos siglos antes, matematicos como Brahmagupta o Fibonacci ya habian dado
con identidades similares a la composicién de formas, pero menos generales. Casi un
milenio después, en su estudio sobre la representaciéon de primos, Lagrange dio con
una identidad que se correspondia con la composiciéon de una forma consigo misma.
Fue Legendre el que se dio cuenta de que esa igualdad podia generalizarse y en su
estudio obtuvo una composicién que, aunque casi igual a la que hallarfa Gauss poco
mas tarde, no estaba del todo bien definida; el resultado no siempre era tnico.

2.1. Introducciéon historica

Gauss introduce en el quinto capitulo de su obra Disquisitiones Arithmeticae (8]
una compleja operaciéon entre formas que bautiza como ley de composiciéon. Aunque
no existia en la época de Gauss el concepto de grupo, él matemaético aleman es capaz
de probar que esta operacién, junto al conjunto de clases de equivalencia de formas,
cumplen todas las propiedades de un grupo abeliano finito.

Antes de Gauss, otros matematicos ya habian estudiado identidades menos gene-
rales a la que mas tarde introduciremos como composicién de formas. El matematico
griego del siglo I1I, Diofanto de Alejandria, conocido como el padre del Algebra, en su
estudio sobre los ntimeros que pueden escribirse como suma de dos cuadrados, escribio
en el Libro IIT (Problema 19) de [6]:

El nimero 65 se puede escribir como suma de dos cuadrados: 16 + 49 y 64 + 1. Esto
se debe a que 65 =513, y ambos son la suma de dos cuadrados.

Esta observacién deriva en la siguiente identidad de Fibonacci, encontrada en el
problema 6 de [13]:

(a® +b*)(c* + d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)* donde a,b,c,d € Z.

7
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En el siglo VII, el matematico indio Brahmagupta, dio con otra identidad atin
mas general estudiando las soluciones enteras de la Ecuaciéon de Pell, que en notacién
moderna se expresaria como

(2.1) (a®> = Nb*)(c? — Nd?) = (ac + Nbd)? — N(ad + bc)?,
O Ccomo

(a® + Nb*)(c* + Nd?) = (ac + Nbd)* + N(ad F be)?,
para cualesquiera a,b,c,d, N € Z.

La demostracién en ambos casos es inmediata expandiendo ambos lados de la
ecuaciéon. Podriamos decir que, por esta identidad, las formas binarias cuadraticas de
la forma 22 4+ Dy? son cerradas bajo la multiplicacion.

Loégicamente, la cuestion ahora se torna en conseguir una generalizacién de esta
identidad que sea valida para todas las formas binarias cuadréticas.

2.2. Legendre

Euler, en [7], estudiando el trabajo de Fermat de la representacion de ndimeros
primos, queria probar su conjetura de que cualquier producto de primos p y ¢ de la
forma 20n 4+ 3 0 20n 4 7, con n un entero, seria representado por la ecuacion 2 4 5y2,
donde x,y € Z. Es decir, que

p,q=3,7 (méd 20) siysolosi pg=az>+ 5>

Para ello, supuso que 2p = 22 + 5y? para p un primo tal que p = 3,7 (méd 20).
Entonces, multiplicando 2p = 22 + 5y por 2q = 22 + 5w?, con z,y, z,w € Z impares,
se obtendria

4pq = (2% 4 5y%) (2% + 5w?) = (z2 — byw)? + 5(zw + y2)?,

lo cual implica, al cancelar el 4, la conjetura de Fermat.
Lagrange logré por fin demostrar esta conjetura, probando que esos primos estan
representados por la forma f(z,y) = 222 + 2zy + 3y?, y viendo que se verifica:

(2.2) (222 4 2zy + 3y2) (222 + 22w + 3w?) = (222 + 2w + yz + 3yw)? + 5(zw — yz)?

donde x,y, z,w € Z.
Lagrange dio una prueba en [9] de una identidad atin mas general con respecto al
producto de dos tipos particuales de formas:

(2.3) (ax? + bryyy + d'cy?) (d'z3 + broys + acyd) = ad'z? + bry + cy?,

donde a,a’,b,c € Z, x = w129 — cy1y2 € Yy = axr1ys + a'woyy + broys.

El matemaético francés Adrien-Marie Legendre fue quien se dio cuenta de que algo
mas profundo explicaba la existencia de esta identidad. Observé que, dadas dos formas
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binarias cuadréticas de discriminante D < 0, f(x,y) y g(z,w), entonces existe otra
forma F(z,y) de igual discriminante tal que

(2.4) flx,y)g(z,w) = F(By(z,y; z,w), Ba(z,y; 2, w)),

donde B;(x,y; z,w) = a;xz + bjzw + ¢;yz + diyw, a;, bi, ¢, di € Z, i =1,2.
Ahora, observando la identidad (2.2), podemos ver que la forma x? 4 532 es la
“composicion” de 222 4 2zy + 3y? consigo misma.

Ademaés, muestra que los niimeros representados por la composicion de dos formas
seran el producto de los niimeros que representan estas dos y que dos formas con el
mismo discriminante siempre pueden componerse.

Para simplificar, veamos el caso en el que ambas formas tienen segundo coeficiente
par, f(z,y) = ax?® + 2bzy + cy? v g(z,y) = a’2? + 2V'zy + /y?, ambas de discrimi-
nante D = 4n,n € Z.o, y tal que med(a,a’) = 1. Esta tdltima condiciéon se puede
obtener siempre con equivalencia de formas. Entonces, por el teorema chino del resto,
la ecuacion

(2.5) {B =+b (mdd a),

B=4b (méd o),
admite solucién para B. De esto se sigue facilmente que
B> -n=B>-bt*+ac=0 (mdd a).
Es decir, a divide a B> — n. Lo mismo se cumple en modulo @/, por lo que se tiene
que aa’ divide a B? — n.
Entonces, Legendre prueba que la composicion de f(z,y) v g(x,y) es

B2—n

(2.6) F(U,V) = ad'U* 4+ 2BUV + V2,

aa’
Para llegar a esto, Legendre toma el cambio
Z=ax+by, Z =dz+bw
que, como n = b — ac, resulta en

af(x,y) = ZQ_ny27

dglz,w) = Z7?—nuw’

Asi, aplicando la identidad (2.1), se tiene

(@ p)9(zw) = ——[(ZZ' £ nyw)? —n(Zw + yZ')?).

aa

La parte derecha de esta ecuacién se puede escribir como

2
— N
V2

B
F(U,V)=adU?+2BUV + ”
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haciendo
V=ZwxyZ, adU+ BV =27 +nyuw,

donde B se toma como en (2.5) para que todos los coeficientes de F'(U, V') sean enteros
por lo que habiamos visto antes. Despejando, obtenemos ademés que

U=zz+myz+mzw+ lyw,

on bF B bV — B B?
m::FT,m': a_ y l=mm' T —n.

aa’

Ademas, vemos que el discriminante de F'(U, V) es

B? —n
aa

(2B)? — 4ad’ =4B? —4B? + 4n =4n = D.

El problema con la composicién de Legendre es que esta composicién no es tnica.
Los signos + de la ecuacion (2.5) provocan que dos formas puedan componerse, en
general, de cuatro maneras distintas. Las formas (14, 10,21) y (9, 2, 30) admiten cuatro
composiciones distinas:

(126,+38,5) y (126,+74,13),

y cada una de ellas cae en una clases de equivalencia distinta.

Sin embargo, como Legendre no diferenciaba entre equivalencia y equivalencia
propia, para él la operaciéon resultaba en general en tan solo dos soluciones, y no
cuatro.

Mientras no se distinga entre la equivalencia y la equivalencia propia, el problema
de signos en el segundo coeficiente no se puede solucionar, pero este no es el tinico
problema. Se necesita probar que los signos de (2.5) se pueden elegir de forma que la
composicion esté bien definida.

2.3. Gauss

En la seccion anterior ya habiamos visto una definicién de la composiciéon de Le-
gendre en (2.4). Quedaba por solucionar la ambigiiedad en el nimero de soluciones.
La solucion a este problema la dio Gauss en Disquisitiones Arithmeticae [8], y, aun-
que menciona los resultados de Legendre sobre la ley de reciprocidad cuadratica, no
escribe nada sobre su estudio de formas binarias cuadréticas, por lo que parece que el
matematico aleméan no estaba al tanto de lo avances ya hechos por el francés. La clave
final para definir la composiciéon de formas reside en el siguiente resultado probado
por Gauss:

Proposicion 2.1. Dadas dos formas f(z,y) y g(z,y) cuyo discriminante es D < 0
y su composicion es F(x,y), de forma que

flx,y) - g(z,y) = Flarxz + bizw + c1yz + diyw, asxz + boxw + coyz + dayw),

entonces
arby —agby = ££(1,0) y ajca —ager = +9(1,0).
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Demostracion. Si f(x,y) = (a,b,¢), g(z,w) = (a’,b/,) y F(z,y) = (A, B,C), usan-
do la igualdad

f(z,y)g(z,w) = Flaixz + byzw + c1yz + diyw, aszz + bexw + coyz + doyw)
podemos obtener estas tres igualdades:
ad’ = Aa? + Bajas + Ca3,

(2.7) ac’ = Ab? + Bbiby + Cb3,
ab = 2Aa1b; + B(albg + agbl) + 2Casbs.

La primera y la segunda igualdad se obtienen directamente haciendo x = 2z = 1 e
y=w=0,yx=w=1ey =z =0, respectivamente. La tercera requiere un poco
méas de trabajo y resulta de hacer z = 2z = w = 1 e y = 0 y utilizar las otras dos
igualdades anteriores para despejar la ecuacion y llegar a la identidad deseada.

Ahora, si desarrollamos a?(b"? — 4a'c’) = (ab')? — 4aad’ac, al usar las igualdades en
(2.7), obtenemos que

a®(b? — 4d'd) = (a1by — aghy)*(B? — 4AC).
Pero el discriminante de F(z,y) y g(x,y) es el mismo, D, por lo tanto
a’D = (a1bg — a2b1)2D.

Despejando D, lo cual es posible ya que D # 0, y utilizando que f(1,0) = a, llegamos
a f(l,O) = :l:(albz - a2b1).

Para obtener que ¢(1,0) = o’ = £(aica — agcy), procedemos de forma analoga,
obteniendo las identidades

aa’ = Aa? + Bajag + Ca3,
a'c = Ac? + Bejea + Cc3,
a'b =2Aaic1 + B(aica + aser) + 2Cascs,

v haciendo uso de estas para llegar a
a?(b* — dac) = (a1ca — ager)?(B? — 4AC)
para obtener finalmente g(1,0) = £(a1ca — ascr). O
Ahora, Gauss hace buen uso de estas igualdades para dar con la clave final de la
composiciéon de formas, a la que el llama composiciéon directa:

Teorema 2.2. Dadas dos formas de igual discriminante D < 0, f(x,y) y g(z,w),
entonces existe otra forma F(x,y), que llamaremos composicion directa de f(x,y) y
g(x,y),de igual discriminante D tal que

(2.8) flx,y)g(z,w) = F(B1(z,y; z,w), Ba(z,y; 2, w)),

donde Bi(z,y; z,w) = ajxz+bxw+cyz+diyw con a;, b, ci,d; € Z,i = 1,2, y ademds
se verifica que f(1,0) = a1by — a2b; y g(1,0) = ajca — agey.
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La composiciéon directa de Gauss arregla el problema que tenia la composicién
de Legendre y le da a las clases de equivalencia de formas la estructura de grupo
abeliano finito. Cabe destacar que en la época de Gauss todavia no existia el concepto
de grupo; sin embargo, el matemético aleméan fue capaz de demostrar igualmente todas
las propiedades que hacen de este conjunto un grupo con esas caracteristicas.

La demostracion que da Gauss en Disquisitiones Arithmeticae (8] de la estructura
del grupo es muy densa y trabajosa, asi que trabajaremos con un concepto algo més
sencillo: la composicién de Dirichlet.

2.4. Dirichlet

Dirichlet fue un matemaético prusiano del siglo XIX que dedic6 gran parte su vida
a estudiar la obra de Gauss. Entre sus numerosas aportaciones a la teoria de ntimeros,
destaca su trabajo sobre la composicién de formas. Dirichlet consiguid, para un tipo
particular de formas que ahora veremos, dar una expresion explicita del resultado de
la, composicién.

Para poder introducir el concepto de composicién de Dirichlet, es necesario primero
dar la siguiente definicion:

Definicién 2.3. Dos formas f(z,y) = az? + bxy + cy? y g(z,y) = d'z? + 'wy + y?

de igual discriminante D se dicen que estan reunidas si med(a, a’, b‘gb )= 1.

Ademas, necesitaremos un par de resultados para asegurar la existencia y unicidad
de un entero B que sera clave para la composicion de Dirichlet:

Proposicion 2.4. Sean p1,q1,--.,pr, qr, m enteros tales que med(py, ..., pr,m) = 1.
Entonces, las congruencias

(2.9) piB=q¢i (médm), i=1,...,r
tienen una unica solucion si y solo si para todo i,j =1,...,1 se tiene
(2.10) piqj = pjqi  (méd m).

Demostracion. Supongamos primero que se cumple (2.9). Entonces, existe un tnico
B € Z tal que para todo i,j = 1,...,7, p;B = ¢; (méd m) y p;B = ¢; (méd m).
Multiplicando p; por ¢; y usando las congruencias, obtenemos

Pjqi = pjpiB = pip; B = pig; (méd m),
como buscabamos.

Supongamos ahora que (2.10) es cierto. Puesto que med(py,...,pr,m) = 1, por
Bézout, existen enteros

,
(2.11) a,ai,...,a, tales que am + Zpiai =1,
i=1
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que en términos de congruencias es Y ., pja; = 1 (méd m).

Si tomamos B =Y, gia; (méd m). Entonces,
T T T
PkB =) aigipr =Y aigipi = qr Y aipi = g (méd m),
i=1 i=1 i=1

donde en la segunda congruencia hemos usado (2.10) y en la cuarta (2.11).

Veamos ademas que este entero B es tinico médulo m. Pare ello, suponemos que
existe otra solucion C' € Z. Entonces, se verifica que p;(B — C) = 0 (méd m) para
i=1,...,7, con lo cual m divide a p;(B — C), y por tanto, a B — C, ya que p; y m
son coprimos. Luego, B = C (méd m), y la soluciéon es tinica moédulo m. ]

Proposiciéon 2.5. Sean f(z,y) = ax® + bxy + cy? y g(x,y) = a’'2® + V'xy + dy? dos
formas reunidas de discriminante D < 0. Entonces, eziste un inico entero B = B(f, g)
mddulo 2aa’ tal que

B = b (mdd 2a),
B =V (méd 2d),
B? = D (méd 4ad).

Demostracion. El primer paso es sintetizar las tres congruencias. Si se cumplen las
dos primeras, multiplicAndolas obtenemos que

B2~ (b+V)B+b' =(B—0b)(B—-b)=0 (mbd 4ad’),

de forma que, como (b + ¥)B = B? + b (méd 4aa’), la tercera de ellas se puede
escribir como

(b+b)YB=b'+ D (méd 4ad’),
que al dividir entre dos resulta en

(b+V)B _ b +D
2 2

(2.12) (méd 2aa’).

Multiplicando las dos primeras ecuaciones por a’ y a respectivamente y combinéan-
dolas con (2.12), la hipotesis de la proposicion es equivalente a:

(2.13) adB = db (méd 2aa)
(2.14) aB = abt (méd 2aa’)
/ /
D
(2.15) MB = b+ (méd 2aa’).
2 2
. . idac @ b+t | _
Puesto que f(z,y) v g(x,y) son formas reunidas, se cumple mcd (a, a’%) =1

y la condicién sobre el maximo comun divisor de la Proposicién 2.4 se verifica. Por

lo tanto, solo falta comprobar que las congruencias de (2.10) se cumplen para poder

aplicarla. Sea entonces py = d’, po =ay p3 = b%b/ yq=ab, qg=abyq= WT*D.
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Entonces,
pr-q@ = a-ab (2;‘) a -aB (2é3) a-a'b =py-q (méd 2ad),
progz = d- i ;— D e Bb;b, O . bb;b/ =ps @ (méd 2ad’),
Do Qg3 = a-bb/;D (zéS)a-Bb—;b/ (zgl)a-b’b—;b/ =p3-q2 (méd 2ad’).

Luego, nos encontramos en las hipétesis de la Proposicién 2.4 y la existencia y
unicidad de B en moédulo 2aa’ se sigue de esta. O

Asegurada la existencia y unicidad de este entero B, tenemos ya todo lo necesario
para poder definir la composicién de Dirichlet:

Definiciéon 2.6. Dadas dos formas reunidas, con el mismo discriminante D < 0,
f(z,y) = ax® + bxy + ¢y y g(z,y) = a’x® + b'zy + 'y?, la composicién de Dirichlet
de estas dos formas es

2

B*—D
(2.16) F(z,y) = ad'z® + By + Wy2,

donde B = B(f, g) es como en la Proposicion 2.5. Denotaremos F' = f o g.

El siguiente paso es comprobar que, efectivamente, la composicién de Dirichlet es
la misma que la de Gauss, pero para formas reunidas:

Proposicion 2.7. Dadas dos formas reunidas f(z,y) y g(x,y) de mismo discrimi-
nante D < 0, su composicion de Dirichlet F(x,y) es la composicion directa de Gauss
de f(x,y) y g(z,y), y tiene discriminante D.

Demostracion. Sean f(x,y) = ax?+bxy+cy®y g(x,y) = a’x?+b'zy+c/y? dos formas
reunidas de discriminante D = b? — 4ac = b'? —4a’¢d’ <0y

B?-D

F = ad'z® + B
(z,y) = aa'z” + Bxy + tad

su composicion de Dirichlet, con B = B(f, g) como en la Proposicion 2.5. Es inmediato
comprobar que el discriminante de F(x,y) es B? — 4ad’ B>-D _B2_pB24 pD=D.

4daa’

. C 2
Veamos que efectivamente es la composiciéon directa de Gauss. Sea C = B4aa,D de

forma que F(z,y) = aa’z? + Bxy + Cy?. Por tener que cumplir B la primera de las
congruencias de la Proposiciéon 2.5, existe un n € Z tal que B = b+ 2an. A través
de la matriz T" usada en la demostracion del Teorema 1.8, f(z,y) es equivalente a la
forma

(a,b + 2an,an® + bn + ¢) = (a, B,an’® + bn + ¢).
Ademas,

B2-D B b2+4a2n2+4abn—b2+4ac_

/
C =
“ 4a 4a

an’® + bn + c.
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Luego, f(x,y) es propiamente equivalente a la forma (a, B, a’C) y de manera analoga
podemos ver que (da’, b, ') es equivalente a (a’, B, aC).

Ahora bien, si hacemos X = 2z —yw e Y = azw + a'yz + Byw y consideramos la
forma F(X,Y) = aa’ X% + BXY + CY?2, obtenemos que

Los calculos para obtener esta igualdad se encuentran en el Apéndice A.

Falta por comprobar que F(z,y) es primitiva (ver que es definida positiva es
inmediato por ser el producto de dos formas que lo son). Para ello, supongamos por
reduccion a lo absurdo que existe cierto primo p que divide a aa’, B y C. Entonces,
también divide a todos los ntimeros representados por la forma f(z,y)g(z, w), es decir,
al producto de los niimeros representados por f(z,y) y por g(z,w), entre ellos ac’, a’c
ald +0 +),ed yd(a+b+c).

Supongamos que p { a. Si este es el caso, se debe dar que p | a’. Entonces, como
p | ad, se tiene que p | ¢ y como p | a(a’ +b + ), p |V, lo que contradice que g(z,y)
sea primitiva. Supongamos ahora que p divide tanto a a como a a’, entonces, como
p | e, al menos una de f(z,y) o g(x,y) no es primitiva. Por altimo, sip |ay ptd/,
como p | d'e,plec,ycomop|ad(a+b+c),pl|bd, porlo que f(x,y) no es primitiva y
concluimos que no existe tal primo p.

Por ultimo, veamos que la composicién de Dirichlet esta bien definida. Para ello,
veremos que la eleccion de B solo depende de su resto modulo 2aa’. Sea (aa’, B', C")
otra composicion de Dirichlet de las formas f(z,y) y g(z,w), donde B' = B 4 2aa’m
paraalginm € Zy C' = BZ;,D. Entonces, la matriz T~ lleva F(x,y) a (ad’, B',C"),
con lo que ambas caen, como buscidbamos, en la misma clase de equivalencia. O

Ahora, introduciremos un tipo de formas que jugaran un papel fundamental en
esta seccion, pues veremos mas tarde que son el elemento identidad del grupo Gp:

Definicién 2.8. Dado D < 0 tal que D = 0,1 (méd 4), la clase de la forma principal
de G p es la que contiene a

D
xz—zyz si D = 0 (mdd4),

1-D
x2—|—my—i—Ty2 si D = 1 (méd4).

En ambos casos, unos sencillos céalculos bastan para ver que el discriminante de
las formas principales es D: en el primer caso, el discriminante es —4(—%) =D yen
el segundo, es 1 — 4% = D. Ademas, son reducidas: en el primer caso

4711

D

para algtin ny € Z, y en el segundo,

1-D 14dnpy—1

1=1<
- 4 4

n2
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para algun no € Z.

Para la demostracion de que la composiciéon de Dirichlet induce en G p una estruc-
tura de grupo abeliano finito necesitaremos demostrar previamente varios resultados
sobre equivalencia de formas y representacion propia:

Lema 2.9. Si f(x,y) = ax? + by + cy? y g(z,y) = a'2? + bzy + y? son dos
formas de igual discriminante D < 0 tal que a = a’ y b=V (méd 2a), entonces son
equivalentes.

Demostracion. Sea T™ una matriz como en la demostracion del Teorema 1.8. Esta
matriz lleva f(z,y) a la forma equivalente f'(x,y) = az?+(b+2an)zy-+(an®+bn-+c)y?.
Como b + 2an = b (mdd 2a), entonces se puede elegir al entero n de forma que
b+ 2an = b'. Como ademés a = @’ y las dos formas tienen el mismo discriminante, el
tercer coeficiente también debe coincidir y f(z,y) y g(x, y) han de ser equivalentes. [J

Lema 2.10. Sean (a,b,c) y (a',V/,c) dos formas reunidas de igual discriminante
D < 0. Entonces, existen dos enteros B y C' tales que med(a,a’, B) =1 y (a, B,d'C) es
propiamente equivalente a (a,b,c) y (a’, B,aC) es propiamente equivalente a (a’, V', )

Demostracion. Para poder aplicar el Lema 2.9 bastaria con probar que existe un tal
entero B que verifique

B=b (méd2a) y B=b (méd 2d).

y, en consecuencia, C' estard determinado por el discriminante.

Si suponemos que se cumple la primera congruencia, entonces existe un entero k
tal que B = b+ 2ak, y la segunda congruencia equivaldria a b+ 2ak = V' (méd 2a’),

. J— / 7
o lo que es lo mismo, 5% = —ak (mdéd a').

Como (a,b,c) y (a’,b, ) tienen el mismo discriminante, entonces b y o’ tienen la
. . — / . . .-,
misma paridad, por lo que 25 es un entero y entonces la congruencia tiene solucion

2
. . . . — /
siy solo si m = med(a, a’) divide a 252

Como b? — 4ac = b'? — 4d/c’, entonces

(b+b)(b-b) b —V? dac—4d'd

(2.17) 5 5 =g = 1 =ac—ad'c.
Por ser las formas reunidas, mcd (a, a, b+Tb/) = 1, y de (2.17) se deduce que
entonces m debe dividir a b%b’, con lo cual b_Tb’ = —ak (mdéd a’) tiene solucion.

Ahora, falta comprobar que C, que viene determinado por el discriminante, es

: 2 . / !

un entero. Como B es tnico modulo 2n, siendo n = mem(a,a’) = 44— = 4
’ ’ mcd(a,a’) m’

entonces B = By + 2nt para By un entero fijo y ¢ otro entero arbitrario. Asi,
(2.18)  B*= B2 +4ntBy+ 4n*t> = D + 4ad'C = B*=B2 =D (méd 4n),

ya que n | aa’ al ser su minimo comtn mdltiplo.
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Ahora, si hallamos ¢ tal que B> = D (méd 4aa’), asegurariamos entonces que C
es un entero.

Despejando la segunda igualdad en (2.18) y usando que n = %, se tiene

D — B}
in

t? D — B}
= Byt + ad <m —1—0) = — 0 = Byt (méd m).

Es inmediato combrobar que la parte izquierda de la congruencia es un entero usando
que D = Bg + 4ntBy + 4n’t? — 4aC. Ademas, By es invertible en modulo m por
como esta definido, de forma que ¢t queda totalmente determinado, en médulo m, de
la siguiente forma:

D — B2

t=
4n

Byt (méd m).

Por tltimo, vemos que (a, B,a’'C) y (a’, B,aC) son formas reunidas, es decir, que

med(a,a’, B) = 1, pues si no lo fuera, entonces existiria un entero d que dividiria a

/ .
a,d’ y B,y por lo tanto, a %%y entonces (a,b,¢) y (a/,¥, ) no serian reunidas.

2
O
Lema 2.11. Dos formas f(z,y) = (a,b,¢) y g(x,y) = (', V', ) de igual discriminante
son equivalentes si y solo si existen dos enteros a y v que verifican:
ao® + bay + ¢y?
2ac+ (b+ b)Yy
(b—b)a+2ecy =

a,
0 (méd 2d’),
0 (méd 2a’).

Demostracion. Supongamos que estas formas fueran equivalentes mediante el cambio
dado por la matriz
vy 9
donde 3,9 € Z.
Esto quiere decir que entonces

g9(x,y) = flax + By, vz + 6y) = (aa® + bay + cy*)2’+
(2aB 4 2¢v6 + b(ad + By))xy + (aB? + bBS + c6%)y>.

Por lo tanto, se ha de satisfacer

ad = fla,),
(2.19) V¥ = 2aaB+2cyd + b(ad + 37),
d = f(B,9),

con lo cual, se cumple la primera ecuacién del enunciado. Ademas, por tratarse de
equivalencia propia y por la ecuacion (2.19), entonces Sy § deben verificar

(2.20) ad—pPy = L
(2.21) B(2ac + by) + 6(2cy +ba) = V.
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Usando estas identidades, obtenemos que

2aa+ (b+b)y = 2d6,
(b—ba+2cy = —2dp,

que es lo que buscamos. Los céalculos para llegar a estas identidades se encuentran en
el Apéndice A.

Para la otra implicacion, basta con recorrer el mismo camino en direccién opuesta,
partiendo desde estas dos tltimas identidades. ]

Lema 2.12. Sean (a,B,d’'C) y (da’, B,aC) dos formas reunidas con discriminante
D <0y (m,Nm'L)y(m' N,mL), también reunidas y de igual discriminante D, y
tal que (a,B,a'C) ~ (m,N,m'L) y (a’, B,aC) ~ (m’, N,mL) entonces

(a,B,ad'C)o(d',B,aC) ~ (m,N,m'L) o (m’,N,mL).

Demostracion. Para probar este resultado, aplicaremos el Lema 2.11, que, por la equi-
valencia entre (a, B,a’C) y (m, N,m’L) aseguran la existencia de dos enteros a1 y 71
tales que

(1) aci + Baiy + d'Cyi = m,
(2) 2a01 + (B+ N)y1 =0 (méd 2m),
(3) (B— N)ai +2d'Cy; =0 (méd 2m),

y, por la equivalencia entre (a’, B,aC) y (m’, N,mL), otros dos enteros as y (2 tales
que

(4) a'a3 + Bagys + aCys =,
(5) 2d'as+ (B+ N)y =0 (méd 2m’),
(6) (B— N)as +2aCvy =0 (méd 2m').

Ahora, con el objetivo de aplicar el lema a las composiciones (a, B,a'C)o (d’, B,aC) y
(m, N,m'L)o(m’, N,mL), se combinan las ecuaciones anteriores y haciendo el cambio
X = ajas — Cy172,Y = aayye + a’y1an + By1vy2, podemos llegar a:

(7) ad’ X? + BXY + CY? = mm/,
(8) 2aa/'X + (B+N)Y =0 (méd 2mm’),
9) (B—N)X +2CY =0 (méd 2mm’).

Aplicando ahora el Lema 2.11, estas ecuaciones aseguran, como buscabamos, que
(a,B,d'C) o (d,B,aC) ~ (m, N,m'L) o (m’', N;mL). Para obtener (7), simplemente
se multiplican las ecuaciones (1) y (4). Para obtener (8), multiplicamos también (2) y
(5), sustituimos N2 = B2 — 4aa’C (méd 4mm’), lo cual se cumple por ser las formas
de mismo discriminante D, y después se divide entre 2.
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Para obtener (9) se necesita algo méas de trabajo. Haciendo U = %X +CY,
obtenemos las siguientes cuatro ecuaciones:

B—+vD
(fal + a’C’yl> . <a'a2 +

B D B—-+vD
(acu + +2\/>fyl> <\/>042 + aC’m) = al,

B D
4_2\/>72> = a/U7

2
B—-+vD B—-+vD B—-+vD
— a1 +d0Omn ————as +aCy = ——U,
2 2 2
B++vVD B++VD B++vVD
C (aal + +2'yl> <a’a2 + +2'yz> = %U.

De nuevo, sustituyendo N = /D (méd 4mm'), observamos que la parte izquierda de
cada una de las cuatro igualdades es multiplo de mm/, de forma que también lo es la
parte de la derecha. Por lo tango, aU = ¢’U = BU (méd mm'), donde para obtener
la tercera congruencia hemos sumado las dos tltimas ecuaciones. Como por ser las
formas reunidas se ha de tener med(a,a’, B) = 1, entonces U = 0 (méd mm'), de lo
que obtenemos finalmente

_B-VD B-N

U 5 X+CY =

X+CY =0 (méd mm'),
y multiplicando esto por dos obtenemos (9). O

Lema 2.13. Una forma f(z,y) = (a,b,c) representa propiamente a m € Z si y solo
st es equivalente a (m, B,C') para B,C € Z.

Demostracion. Supongamos primero que f(p,q) = m, con p,q € Z coprimos. Ahora,
usamos la identidad de Bezout para asegurar la existencia de dos enteros r y s tales
que ps — qr = 1. Entonces la matriz

u=(; )

f(pz +ry,qv + sy) = (f(p,q), 2apr + bps + brq + 2cqs, f(r,s)) = (m, B, C),

envia (a,b,c) a

con B = (2apr + bps + brq + 2cqs) y C = f(r,s).
Ahora supongamos que (a,b,c) es equivalente a f(z,y) = (m,B,C). Entonces,

f(1,0) = m y m esta representado propiamente por (a, b, c¢). O

Lema 2.14. Dada una forma f(z,y) y un entero M, f(x,y) representa propiamente
al menos un entero coprimo con M.
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Demostracion. Sea f(x,y) = ax® + bry + cy?> y M un entero. Primero, veamos que
para cualquier p primo, alguno de f(1,0), f(0,1) o f(1,1) es coprimo con p. Si no
fuese asi, existirfan tres enteros r,s y t tales que

med(p, f(1,0)) = r,med(p, f(0,1)) =s y med(p, f(1,1)) =t

Como p es primo, entonces r = s = t = p. Pero como f(1,0) = a y f(0,1) = ¢, se
tendria med(a, ¢) = p, lo cual contradice que la forma sea primitiva.

La descomposicion de M en factores primos es |M| = Zizl p;*, con p; primo y
n; € N para todo i = 1,...[. Ahora bien, la observacién anterior asegura que existe
una pareja («y, 5;) € {(1,0),(1,1),(0,1)} tal que med(p;, f(cu, B;)) = 1 para todo
i=1,...,l. Esto, en términos de congruencias, es f(«;, 5;) Z 0 (mdd p;).

Por el teorema chino del resto, existen dos enteros xg, yo € Z que verifican

ro=0a1 (méd pp), yo=pP1 (méd p1),
ro =z (méd po), Yo = P2 (mdd p2),
xo=op (méd py), yo =6 (méd py).

Por lo tanto,

f(zo,y0) = axf + xoyo + cyf = aa? + baifi + B = flay, B;) 0 (méd p;)

para todo i = 1,...s, y entonces med(M, f(zo,y0)) = 1.

Solo falta por ver que med(zg,y9) = 1 para que se trate de equivalencia propia.
Sia= Hﬁzl a; vy B = H§:1 Bi, entonces g = o (méd M) e yo = S (méd M). El
teorema de Dirichlet sobre la infitud de primos en progresiones aritméticas asegura
que se puedan escoger xg € yg primos al existir infinitos primos representando cada

clase en Z/MZ. O

Ahora ya tenemos todos los resultados necesarios para demostrar nuestro objetivo:

Teorema 2.15. Sea D = 0,1 (mdd 4) un entero negativo. Entonces la composicion
de Dirichlet, que denotaremos por o, induce una operacion binaria bien definida en
Gp y convierte (Gp, o) en un grupo abeliano finito, cuyo orden es el nimero de clases
en Gp. Ademds, el inverso de la clase que contiene a f(x,y) = azx? + bxy + cy? es la
clase que contiene a f~'(z,y) = ax® — bxy + cy?, y el elemento neutro es la clase que
contiene a la forma principal de la Definicion 2.8.

Nota 2. Sin que lleve a confusion, se utilizard el mismo simbolo, o, para denotar tanto
la composicion de clases de equivalencia de formas como la composicion de formas.

Demostracion. Primero debemos probar que la composicién de formas esta bien de-
finida para cualquier pareja de clases de formas de Gp. Dados dos representantes de
dos clases distintas, (ag, by, co) v g(z,y) en Gp, el Lema 2.14 asegura la existencia de
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ag, € Z representado propiamente por g(z,y), con med(ag, ay) = 1, y el Lema 2.13 que
existen b, ¢, € Z tales que g(z,y) es equivalente a (ay, b, ¢j). Entonces, como

bg + b/
med (ag,af), 0—; 0) < mcd(ag, aj) = 1,

aseguramos que para cualquier pareja de clases existen dos representantes reunidos.

El segundo paso es ver que esta bien definida a nivel de clases. Sean fi(z,y)
y g1(z,y) dos representantes de clases de Gp. El Lema 2.10 nos permite encon-
trar fo(z,y) ~ fi(z,y) tal que fo(z,y) = (m,N,m'L) y ga(z,y) ~ g1(x,y) tal que
g (z,y) = (m', N;mL). Entonces, si denotamos también por o la composicion de re-
presentantes de clases de equivalencia de formas,

il y)l o [gi(z, )] = [fa(2, y)] o [g2(2, )] = [(f2 © g2)(x, y)]

por el Lema 2.12.

El tercer paso es probar la asociatividad. Dados tres representantes de clases
hi(xz,y) = (a;, bi,¢;) para i = 1,2,3 en Gp, de nuevo, usamos los lemas 2.13 y 2.14
para hallar formas equivalentes a estas tres que cumplan mecd(aq, az,a3) = 1 de modo
que las tres formas estén reunidas. Entonces, usando (2.16)

([Pa] o [ha)) o [h3] = [(ara2, B, C)] o [h3] = [(a1aza3, B, C")],

donde

B?-D o B?-D

C pu— pr— ,
4aias Y 4aiasa3

y B=DB(hi,hs) y B = B(hyohs,h3),

con By B’ como en (2.16). Pero ademés, por la definicion de B en la Proposicion 2.5
y por tener el mismo discriminante, para que B’ cumpla la tltima igualdad basta con
que satisfaga B’ = b; (méd 2a;) para i = 1,2,3. También se tiene

(1] o ([h2] o [hs]) = [M] © [(azas, B,7)] = [(a1a2a3, B,7")],

con 3,5,y y ' como en (2.16), y ademéas [’ verifica las mismas congruencias que B’,
por lo que B = ' (mdd 2ajaza3) ya que med(aq,as,a3z) = 1. Como ambas formas
tienen el mismo primer coeficiente ajasag, son equivalentes por el Lema 2.9..

Vayamos ahora con la prueba de que la forma principal es el elemento identidad.
Para ello, mostraremos primero que (1,b,c¢) es equivalente a la clase de la forma
principal de Gp. Si D = 0 (mdd 4), entonces b es par y se puede escribir como
b = 20,0 € Z. La matriz T~ definida como en la demostracion del Teorema 1.8,
lleva nuestra forma (1,b,¢) a

b2 D
(l,b — 2b/,b/2 — bb/ + C) = <1,0,_4 +C> - <1707_4> )

que es la forma principal, como buscabamos.



22 La ley de composicién

Si suponemos ahora que D =1 (méd 4), b es impar por lo que b=2n+1,n € Z
y la matriz 77" lleva (1,b,¢) a

¥+1-20 b-1 1-D
(1,b—2n,n2—bn+c):(1,2n—2n—|—1,— +4 - —|—c>:<1,1,4>,

que es también la forma principal.

Ahora veremos que efectivamente (1, b, ¢) es el elemento identidad. Sean (a4, by, c4)
y (as,bs,c5) dos formas de discriminante D. Observamos que (1,b4,¢4) ~ (1,b5,¢5)
por el Lema 2.9, ya que por tener el mismo discriminante, su segundo coeficiente tiene
la misma paridad, y por tanto by = b5 (méd 2). Entonces,

[(1, b, ea)] o [(as, bs, e5)] “2” [(1, Bo, asCo)] o [(as, Bo, Co)] =

2.9
(a5, Bo. Co)] = [(as. bs. c5)].
donde se ha usado el Lema 2.9 en la ultima igualdad ya que B = b5 (mdd 2as).

Lo ultimo que falta para probar la estructura del grupo es ver que la inversa
de la clase [(ag, bs, c6)] es la clase que contiene a la forma [(ag, —bg, cs)]. Puesto que

mcd (a6,a6, b'"’;bﬁ) = ag, no podemos aplicar directamente la composicién de Diri-

chlet. La matriz S de la demostracion del Teorema 1.8, lleva (ag, —bg, cg) a (cg, b, ag),

de forma que mcd (06, ag, bG;b‘i) = mcd (ag, cg,bg) = 1 por tratarse de formas primi-

tivas, pudiendo ya entonces aplicar la composicién de Dirichlet

[(a6, s, c6)] © [(as, —bs, c6)] = [(as, bs, c6)] © [(cs, bs, as)] = [(ascs, bs, 1)],
donde para la ultima identidad se ha usado que, bg = bg (méd 2ag) y bg = bg
(méd 2c4), como es logico, y que b2 = D (méd 4a2cg), pues D = b — dageg. Asi,

_b%—D_4a666_

4a606 N 4a666
Ahora, si D =0 (méd 4), entonces bg = 2bf;, b, € Z y el cambio dado por la matriz

0 -1
w= (1)
lleva (agcg, bg, 1) a (1,0, agcs — bE), que es la forma principal ya que

—4(ageg — bE) = 4bF — dageg = b2 — dageg = D.

En cambio, si D =1 (mdéd 4), entonces bg = 2ny + 1 para algin ng € Z, el cambio

dado por la matriz
0 -1
My = (1 no + 1)

lleva (agce, b, 1) a (1,1, a6c6 — np — n%), que es la forma principal ya que
1 — 4(agcs — ng — nd) = —4dageg + (2no + 1)2 = D.
La conmutatividad se sigue directamente de la definiciéon de composicion de Diri-

chlet en (2.16) y la finitud se sigue de que el cardinal de Gp coincide con el numero
de formas reducidas, que ya habiamos visto que es finito. ]



CAPITULO 3
Cubos de Bhargava

Como ya hemos visto, la composiciéon de Dirichlet nos permite entender y trabajar
con la composicion directa de formas de una forma més sencilla. Sin embargo, dos
siglos mas tarde, se siguen estudiando otras maneras de comprender la composicion.

El matematico canadiense Manjul Bhargava publicoé en 2001 su tesis doctoral, di-
rigida por Andrew Wiles, en la que desarrolla toda una teoria sobre la composicion
de formas, extendible a dimensiones superiores. Esta teoria, basada en cubos de en-
teros, es una forma mucho mas visual de entender la composiciéon de formas binarias
cuadraticas.

El objetivo principal de este capitulo serd entender las nociones basicas de los
cubos de Bhargava para poder asociarlos a la composicion de Dirichlet.

3.1. Cubos de enteros y cortes fundamentales

Bhargava introduce en su tesis el concepto de cubo de enteros, un cubo con un
entero en cada uno de los vértices, como se muestra en la Figura 3.1. Puesto que los
coeficientes de las aristas definen completamente el cubo, lo podremos denotar como

(a’7 ba ¢, daeafvg7 h)

Figura 3.1: Cubo de enteros

Este cubo se puede cortar de tres formas distinas para obtener dos cuadrados
distintos por cada corte, que definiremos como matrices 2 x 2:

23
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1. Delante - Atras:

My = (Z Z) y Ny := <Z £>

2. Izquierda - Derecha:

My := (Z ;) y Ny = <? Z)

3. Arriba - Abajo:

= (5 ) y N (5 1).

A estos cortes los llamaremos cortes fundamentales.

Ahora, igual que hemos hecho con las formas, vamos a definir la accién del grupo
I' = SLy(Z) x SLa(Z) x SLo(Z) sobre C, el conjunto de todos los cubos de enteros.
Dado v = (L1 X Ly x L3) € T, con

re s
L' — 7 (2
= (i),
entonces la accion de vy en el cubo de enteros, denotada I' x C', reemplaza
(Mi, N;) por (riM; + s; Ny, t; M; + u;N;),

siendo (M;, N;) los cortes fundamentales de C para i = 1,2,3. Es importante re-
calcar que en cada “paso”’ de la acciéon (cada vez que aplicamos la accion de L; a
(M;, N;)) afecta a las otras dos parejas de matrices, que deben estar en concordancia
con el nuevo cubo generado. Sin embargo, el orden en el que apliquemos los pasos no
afecta al resultado, ya que las transformaciones de filas y columnas conmutan por la
asociatividad de la multiplicacién de matrices.

Dados dos cubos de enteros, C' y C’, podemos definir entonces la relaciéon de
equivalencia

CnC e xC=CyeSL(Z).

Que esta relacion es de equivalencia es consecuencia inmediata de que SLy(Z)
induce una relacién de equivalencia en cada corte fundamental, a saber,

(M,N) ~ (M',N") < (M',N') = (aM + bN, cM + dN),

donde a,b,c y d son enteros que verifican ad — bc = 1, y M, N, M',N" € SLs(Z).
Veamos que esta es una relacién de equivalencia:

1. (M,N)~ (M,N) yaque (M,N)=(M+O0N,0M + N) (reflexividad).

2. Si (M,N) ~ (M',N'"), entonces (M', N") = (aM + bN,cM + dN) y, por tanto,
(M,N) = (dM' — bN',—cM' 4+ aN'), donde da — (—=b)(—c) = 1, con lo cual
(M',N") ~ (M, N) (simetria).
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3. Si (M,N)~ (M',N")y (M',N") ~ (M",N"), donde M", N" € SLy(Z), enton-
ces (M',N") = (aM +bN,cM +dN)y (M",N") = (d/ M'+ V' N',d M'+d' N’),
donde o, V', ,d € Z tal que a’d — b'c’ = 1. Entonces,

(M",N") = ((ad' + )N + (ba' + db')N, (ac’ + cd' )M + (bc’ + dd')N),
y unos célculos, que se encuentran en el apéndice A, nos convencen de que
(M,N) ~ (M",N").

Ademas, dado un cubo de enteros C, se pueden definir a partir de él tres formas
binarias cuadraticas, que no tienen por qué ser primitivas, de la siguiente forma:
(3.1) QY = — det(M;z — Nyy),
con (M;, N;) los cortes fundamentales para i = 1,2, 3.

Por ejemplo, las formas binarias cuadraticas que define la Figura 3.1 son:

c B axr —ey bxr— fy B o _

QT = det <ca: _ gy do— hy) = (bc — ad,ah + de — bg — cf, fg — eh),
C _ ar —by cx—dy B v B

Qs = det <ew _fy gr— hy) = (ce — ag,ah + bg — cf — de,df — bh),

c _ ar —cy er—gy\ _ , o B
Qs = det <bx—dy fx—hy>_(be af,ah + cf —de — bg,dg — ch).

Definicién 3.1. Decimos que un cubo entero C' es proyectivo si las tres formas bina-
rias cuadréticas que induce, Qlc, Qg y Qg, son primitivas.

Ejemplo

Sea C' el cubo de entero correspondiente a las siguientes matrices:

11 30
= () ; m= (5 1),
10 1 2
Mz = (3 2) Y Nz = (o 1)'
13 0 2
M = <1 0> Y N3 = (2 1)'

Entonces, las formas asociadas a este cubo son:
Qlc = (_27 57 _3)7
Qg’ = (_27_37_1)7
Qg = (37 _77 4)7
que son todas primitivas, y por lo tanto C' es un cubo proyectivo.

La accion de

2 -1 10 2 1
v=1L; x Ly x Ly = (1 0>>< <0 1>>< <1 1>€I‘
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en C produce el primer cambio:

-1 2 11
= (%3) M= (o),

de forma que el cubo resultante es (—1,2,-2,3,1,1,0,2), y por tanto

1 -2 2 3
Mé:(l 0)’ Nz = <1 2>'

Como Lo deja el cubo invariante, entonces

-1 1 —2 0
= (0) = (3)

y la accién de L3 hace

—4 2 -3 1
" __ " __
w= (70 w=(3)
con lo que finalmente, la accion de « lleva C a (—4,7,-3,5,2,4,1,3).
Proposicion 3.2. Para cualquier cubo de enteros C, se verifica

Disc(QY) = Disc(QS) = Disc(QY).

Demostracion. Dado un cubo C' como en la Figura 3.1, desarrollamos los discriminante
de Qlc, Qg y Qg con las expresiones obtenidas anteriormente para estas formas usando
la formula del discriminante b> — 4ac. Unos calculos, que se encuentran en el Apéndice
A, prueban que los tres coinciden y dan como resultado

a?h? +d*e? + 0% g2 + 2 f2 —2(adeh+abgh+acfh+bdeg+cdef +befg)+4(bceh+adf g).

O]

Por lo tanto, tiene sentido hablar del discriminante de un cubo de enteros, y lo
denotaremos Disc(C).

3.2. Ley de Cubos

Bhargava, para asociar los cubos de enteros a la composiciéon de formas, logré
probar que la composicién de Dirichlet era equivalente a la siguiente proposicion:

Ley de cubos. La composicion de las formas inducidas por un cubo de enteros
C cumplen [QF] o [QF] 0 [QF] = [Qia,0]-
Aqui, [Qiq,p] denota la clase de la forma principal de la Definicion 2.8. Mas tarde,

en el Teorema 3.4 demostraremos que, efectivamente, esto equivale a la composicion
de Dirichlet.
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Veamos una consecuencia de esta ley. Si tomamos v = M x I x I € T, entonces,
~ % C induce las formas QY*C, Qg’ y QSC, y se tiene

[QF] 0 [Q5] 0 [Q5] = [Qian) = Q7] 0 [Q5] 0 [QF] = [QF] = [Q]"°] = [@F * M].

Ademas, la accion I x N x L € I' deja invariante la primera forma inducida, QIC
Ambas afirmaciones se pueden extender analogamente a la segunda y tercera forma
inducida, Qg y Qg Por lo tanto, podemos concluir que el discriminante es invariante
por la accién de I', pues ya vimos en el Capitulo 1 que el discriminante era invariante
por la accion de SLy(Z).

De hecho, después de probar que la Ley de Cubos equivale a la Composiciéon de
Dirichlet, veremos que, como consecuencia, el espacio de equivalencia de cubos de
enteros de discriminante D, que denotaremos C((Z?)®3; D), forma un grupo.

Antes de ello, veamos primero cuéles son los “cubos identidad”:

Definicion 3.3. Dado D = 0,1 (méd 4), definimos los cubos principales A;4 p como
aquellos que inducen tres formas binarias cuadraticas iguales, que ademas serén las
formas principales definidas en la Definicién 2.8. Podemos ver estos cubos principales
en la Figura 3.2.

1—0 l—1
S /] /i
0o———1 0——1

Aid‘D - {‘)_ L %, Aid"D - l —_— —T+3
1/70/ 1/ 1/

Figura 3.2: Cubos Principales

Teorema 3.4. Sea D = 0,1 (méd 4) un entero y sea A;qp el cubo principal, cuyas
tres formas inducidas son todas Q;q,p. Entonces, existe una unica ley de grupo en el
conjunto de equivalencia de formas primitivas de discriminante D tal que:

1. [Qia,p] es la identidad.

2. Para cualquier cubo proyectivo C' de discriminante D
[QF] 0 [Q57 0 [Q5] = [Qia,p].

A la inversa, dadas tres formas primitivas de discriminante D, Q1, Q2 y Q3 tales que
Q1] 0 [Q2] o [Q3] = [Qiap], existe un cubo C, tnico salvo I'—equivalencia, tal que
Q1 = Q?,Qg = QQC y Q3 = Q3C. Si se escoge como identidad a la forma principal,
esta ley de grupo es equivalente a la composicion de Gauss.
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Demostracion. Para probar este resultado, vamos a mostrar primero que la Ley de
Cubos es equivalente a la composicion de Dirichlet (y por tanto a la de Gauss), y
entonces el teorema es consecuencia inmediata de que Gp, como ya habiamos visto,
es un grupo.

Tomamos un cubo proyectivo como en la Figura 3.1. Puesto que es primitivo, sus
coeficientes son coprimos. Para ver esto, supongamos que M = mced(a, b, ¢, d, e, f, g, h),
y por tanto M divide a med(be — ad,ed + ah — bg — fec, fg — eh) = 1, pues son los
coeficientes de Q?, que es primitiva por ser C' proyectivo. Esto implica entonces que
M =1.

Veremos ahora que existe v € I' que lleva nuestro cubo C a (1,0,0,d,0, f,g,h).
Consideremos las matrices S y T" de la demostracion del Teorema 1.8.

Si I € SLa(Z) es la matriz identidad, aplicando
SxIxI, IxSxI o IxIxS

adecuadamente, pues estos cambian los coeficientes del cubo de orden y signo, podemos
asumir que a es el menor coeficiente del cubo. Si a es coprimo con b, ¢ 0 e, podemos usar
el algoritmo de Euclides para encontrar una matriz en SLy(Z) que permita cambiar
a por 1. Si no es el caso, entonces se aplica T™ x I x I, I xT" x I oI x I xT"™ para
reducir b,c¢ y e moédulo a. Entonces, se puede reemplazar a por el menor coeficiente
distinto de 0 y repetir el proceso.

Pararemos cuando a = 1, o, si esto no ocurre, cuando C sea de la forma
(a,0,0,d,O,f,g, h)

En este caso, se debe dar med(a, f) = 1 para que el cubo sea proyectivo, y podemos
aplicar entonces T' a C para llegar a (a,0,d,d, f, f,g+ h,g), y asi, med(a,e) = 1. En-
tonces, podemos encontrar v € I' que reduzca a a 1, y usar entonces este 1 para reducir
b,cy e a0. De esta forma, ya tendriamos nuestro cubo equivalente (1,0,0,d,0, f, g, h),
que induce las tres formas siguientes:

Q1 = (=d,h, fg),
QQ = (_g7h7df)7
Q3 = <_f7 h7dg)

Ahora, la Ley de Cubos implica [Q1] o [Q2] = [@3]~'. Como mcd(—d, h, fg) = 1,
entonces med(d, g, h) = 1, luego, en términos de la composicion de Dirichlet,

B? — (h? + 4df g) >]
4dg ’

@1l 0 [Qa] = (~d. . fo)] o (~g.hodg)] = [0, .
para algin B € Z que verifica

B = h (mdd 2d),
B = h (mdd 2g),
B? = h*+4dfg (méd 4dg).
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Claramente, B = h cumple estas congruencias, por lo tanto [Q1]o[Q2] = [(dg, h, —f)],
pero la matriz S lleva esta forma a [(— f, —h, dg)], que en términos de la composicion de
Dirichlet es la inversa de @J3, y por tanto la Ley de Cubos corresponde a la composicion

de Dirichlet. ]

Ademas. con este teorema podemos concluir que el conjunto de cubos de enteros
forma también un grupo:

Teorema 3.5. Sea D = 0,1 (mdd 4) un entero negativo y A;q.p el cubo identidad.
Entonces, existe una tinica operacion binaria que transforma C((Z*)®3; D) en un grupo
tal que:

1. [Aiq,p] es la identidad.

2. Parai = 1,2,3, la aplicacion [A] — [Q#] es un homomorfismo de grupos del
conjunto de clases de equivalencia de cubos de discriminante D a Gp.

Demostracion. Este resultado se deduce del teorema anterior, pues si A y B son dos
cubos de discriminante D, como

([Q1] o [QF]) o ([Q4] 2 [QF]) o (1Q4] © [QF)) = [Qia,p),

entonces existe un cubo C' de discriminante D, tnico salvo equivalencia, que induce
las formas

@iTolQr) [@21o[Qs], v [Qf]o[@d]
Asi, definimos la operacion entre [A] y [B] como [A4] + [B] = [C].

Como ademas sabemos que A;q p da lugar a tres formas Q;q,p, que es la identidad
de Gp, entonces [A;q p] es la identidad del grupo de cubos. d

Gracias a estos teoremas, podemos componer sin problema las formas inducidas
por un cubo. Sin embargo, lo normal es no tener un cubo, sino tan solo dos formas
que se quieren componer, asi que la pregunta ahora es: dadas dos formas, ;podemos
encontrar un cubo que las induzca? La respuesta es si:

Teorema 3.6. Dado D = 0,1 (méd 4), para cualquier pareja de formas (a,b,c) y
(a',¥, ) de discriminante D existe un cubo C tal que QY = (a,b,c) y QS = (a’, ¥, ).

. P / . .
Si ademds, aa’ # 0 y e = med (a, a, %) , existen soluciones enteras para f y g

de la ecuacion
af—ag bV
e )

de forma que si se define
/
_f# — el
h = —_—,

a

h es entero. Ademds, para tales f,g,h, el cubo (0,%,e, f, %, %Z,g, h) da lugar a las

formas (a,b,c) y (a',0,c).
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Demostracion. Suponemos, sin perdida de generalidad, que @’ # 0 (siempre se puede
encontrar una forma equivalente que cumpla esta condicion). Sea C' el cubo

a' b—I—b’
(’ M 7f7 2 7g7h)7
—2e

y (M;, N;),i = 1,2,3 las matrices de sus cortes fundamentales. C' induce las formas

QC—(a b+b’+ﬁ ag —a'h b-l—b’)

1=

2 e e e 2e
b+ ’f ag —ah b+ b
c_ (.
Q2—<a, 2 e T e e -f 2¢ )

El primer coeficiente en ambos casos ya es el que queremos. Igualando los segundos
coeficientes a b y ', respectivamente, se obtiene en ambos casos la misma ecuacion,
b—b d

a
(32) BTt et

Por la identidad (2.17) del Lema 2.10, ac — a'¢ = 2400 l, y como, por hipotesis,

2
mecd (e, ae/, b;é’ ) = 1, entonces mcd ( ) divide a 5=, y el algoritmo de Euclides

nos permite encontrar f y g que satisfagan (3.2).

e’ e

Ahora, se necesita para el tercer coeficiente

b+b’ / b+b’
975 —ah e —ah
=c y =c.
e e
Usando que
2 12 /
b*—b —ae—dd f_ag e(b—1)
4 a 2a’
se tiene
/ /
- —f%—ec’_ —agb+b b2 — 12 ( e ) ec
a aa’ 4 aa’ a
/ /
—g b—;b e(ac —a'd) — aec gfb'gb ec
o d aa’ B a

Ahora, si h es un entero, hemos terminado. Si no, como

b+b’
—ah
—29_ c€eZ,
e e

ah

y lo mismo se da para , luego el denominador de h divide a mcd (%/, %) =ay

podemos escribir h = E? con H € Z. Como ademas, mcd (a, b';eb ) =1, existe r € Z
tal que rb+b = H (méd «). Sea

/ /

e r e f—a2
W= ()= @ (D)

ae 2eq
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! . . .
y entonces, como ¢ y % son divisibles por a, ¢’ = e, f' y ¢’ son todos enteros.

Ademas,
h/:h_r(b_’_b/):H_rb;: GZ
2eq «

como se buscaba, y hemos construido un cubo equivalente que da lugar a nuestras dos
formas binarias cuadraticas. ]

Veamos un ejemplo préctico de este teorema. Si consideramos las dos formas re-
ducidas de G_12, que son Q1 = (1,0,3) v Q2 = (2,2,2), entonces tendriamos que
encontrar dos enteros f y g tales que

20f —g=-1 vy h=—f—2.

Si tomamos f =1y g =3, entonces h = —3. Por lo tanto, el cubo que define estas
formas seria C = (0,1, 1,1,2, —1, 3, —3). Efectivamente, las formas generadas por este
cubo verifican QY = Q1 y QY = Q2, y ademas, Q§ = (2, —6,6). Por lo tanto, la Ley
de Cubos implica que

[(1,0,3)] 0 [(2,2,2)] = [(2,-6,6)] " = [(2,6,6)].
Proposicion 3.7. El inverso de la clase de equivalencia del cubo
A= (a,b,c,d,e, f,g,h)
es la clase que contiene a

—A= (a7 _bv —C, d7 -, fag7 _h)

Demostracion. En términos de la composicién de Dirichlet, se tiene que [Q‘l“] =
—Ay— —A1—
[Ql ] ! Yy [Q?] = [QQ ] 1, por lo que

Qo [Q7 Y =1[Q5]0 Q34" = [Qia,p),

y el Teorema 3.5 junto al Teorema 3.6 implican [A] 4+ [—A] = [Aia.p]- O

Uno de los aspectos mas interesantes de este version de la composiciéon de formas es
que es generalizable a otras dimensiones. Aunque en este trabajo nos hemos centrado
en las formas binarias cuadraticas, Bhargava explica en su tesis como generalizar la
Ley de Cubos a dimensiones mas altas.






APENDICE A

Calculos adicionales

En este apéndice se recogen algunos célculos adicionales necesarios para completar
algunas demostraciones.

Calculos en la demostraciéon de la Proposiciéon 2.7

Desarrollamos F'(X,Y):

F(X,Y) = ad'z?2* 4 ad' C*y*w? — 2ad' Cxyzw + aBx? 2w+
+a'Bryz? + B*xyzw — aBCzyw? — o’ BCy?zw — B2Cy?w’+
+Ca’z?w? + d?Cy? 2% + CB*y*w? + 2ad' Cxyzw + 20 BCxyw?+
+2d' BCy*zw = ad (x*2* + C?Y?*W?) + B(ax*zw + d'vyz* + Bayzw)+

+C(a?z?w? + a9 2?) + aBCryw? + o’ BCy? zw.

Ahora, veamos que coincide con f(z,y) - g(z,w) :

f(z,y) - g(z,w) = (ax® + Bay + d'Cy?) - (' 2* + Bzw + aCw?) =
=ad - 2°2® + ad - C*y*w? + B - az’zw + B - d'zyz? + B - Bxyzw+
+C - a?z?w? + C - d?y*2% + o' BCy? 2w + aBCxyw? = F(X,Y).

Calculos en la demostracion del Lema 2.12

Comprobamos la primera de las identidades:
(2:21) 2 2 re _
=" 2aa + by + 2aa8y + bBy" + 2¢0v° + bayd — 2a°d =

2aa(1 + by) + by(1 + By + ad) + 2¢69* — 2d'5 (220)

20026 + 2bayd + 20726 — 24’5 = 20(f(a,7) — a') "= 0.

2ac+ (b+b')y —2d§

33
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Ahora, pasamos a comprobar la segunda de las identidades:

(b—b)a +2cy + 2d' 8 @21) ba — 2a0” B — baBy — 2caryd — bas + 2y + 24/ =

ba(1 — By — ad) + 2¢7(1 — ad) — 2aa2B + 243 "2

—2bafy — 2¢726 — 2003 + 24/ B 219 28(a’ — f(v,6)) = 0.

Calculos en la demostraciéon de la Proposiciéon 3.2

Calculemos el discriminante de las tres formas que induce el cubo C' para ver que
son el mismo:

Disc(QY) = a?h? + d*e* + b2 g + A2 f2—
— 2(—adeh + abgh + acfh + bdeg + cdef — bef g)
— A(befg + adeh — beeh — adf g) = a®h? + d%e* + b2 g? + 2 f2—
— 2(adeh + abgh + acfh + bdeg + cdef + bcfg) + 4(bceh + adf g).

Disc(QS) = a?h? + d?e* + b2 g* + 2 f>—
— 2(adeh — abgh + acfh + bdeg — cdef + befg)
— 4(cdef + abgh — beeh — adf g) = a®h? + d%e* + b2 g? + 2 f*—
— 2(adeh + abgh + acfh + bdeg + cdef + befg) + 4(beeh + adf g).

Disc(QS) = a®h® + d*e® + b2 g + 22—
— 2(adeh + abgh — acfh — bdeg + cdef + befg)
— 4(bdeg + acfh — beeh — adfg) = a*h® + d*e* + b?g* + 2 f*—
— 2(adeh + abgh + acfh + bdeg + cdef + bcfg) + 4(beeh + adf g).

Calculos en la demostracion de la relaciéon de equivalencia
entre cubos de enteros

Lo tnico que faltaba por ver era que

aa' +cb ba' + db
- <ac’ +cd b + dd’) € SL2(2).

Para ello, tenemos que comprobar que el determinante de U es 1 :

(aa’ + cb) (b + dd") — (ba' + db)(ac + cd') =
aba'c + ada’d’ + beb'd + cdb'd'—
aba'c — bea'd — adb'd — cdb'd' =
ad(a'd —v'd) +be(b'd —d'd) =ad—be=1,

donde en las dos ultimas igualdades se ha usado que ad — bc = d’d’ — b’/ = 1.
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