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Resumen

A mediados del Siglo XVII, Fermat conjetura cuando un primo puede escribirse
como suma de dos cuadrados, a raiz de esto muchos grandes mateméaticos como Fuler,
Lagrange y Legendre comenzaron a preguntarse qué primos eran representados como
z2+ny?, donde n podia ser cualquier entero. Para dar respuesta a esto se dieron cuenta
de que serfa 1til plantearse algo incluso més general, qué niimeros son representados
por una forma cuadratica az? + bry + cy? con discriminante D = b — 4ac.

Este trabajo busca responder a la pregunta planteada a través de la Teoria de
géneros, que fue introducida por Gauss en Disquisitiones Arithmeticae y consigue
determinar qué unidades moédulo D representaran las formas cuadraticas con este
mismo discriminante. Para introducirnos en ella, antes debemos profundizar en las
formas cuadraticas y desarrollar una teoria en base a sus propiedades. Una vez enten-
damos su funcionamiento nos introduciremos en la Teoria de géneros, primero desde
un enfoque moderno y finalmente desde el ingenioso enfoque de Gauss.

Abstract

Since Fermat postulated whether a prime could be written as sum of two squares,
many important Mathematicians like Euler, Lagrange and Legendre wondered which
primes could be written as 2 + ny? for n any integer. To answer this question, they
realize it would be useful to generalize even more and investigate which numbers are
represented by a quadratic form az? + bxy + cy? with discriminant D = b — 4ac.

The purpose of this thesis is to answer that question using Genus Theory. This
theory was first introduced by Gauss in Disquisitiones Arithmeticae and its aim is to
determine which units modulo D can be represented by a form with this discriminant.
To begin with, we will study Binary Quadratic forms and develop some important
results based on their properties. Once we acquire some knowledge about them, we
will focus on studying Genus theory, first from a modern perspective and finally from
the ingenious point of view of Gauss.
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Introduccion

A mediados del Siglo XVII, el matemético Pierre de Fermat plantea, sin dar una
demostracion, las siguientes conjeturas siendo p un primo impar cualquiera:

p=2>+19% x,ycZ <= p=1(mod4),
p=a2+2y% z,y€Z <= p=1,3(mod8),
p=a?+3y% z,yc€Z <+= p=3o0op=1(mod3).

Podria decirse que este es el comienzo de la Teoria de géneros, pues a raiz de este
planteamiento, varios mateméticos importantes como Euler, Lagrange y Legendre,
buscaron no solo la demostracién de estos teoremas sino también la generalizacion
de este concepto. Es decir, buscaban saber qué primos podian representarse como
x? + ny? donde n es cualquier entero positivo.

Con este objetivo, Lagrange introduce por primera vez en Recherches d’Arithméti-
que [6] las formas cuadraticas, que son polinomios de la forma f(z, y) = az?+bry+cy?,
con a, b, ¢ enteros, donde define su discriminante como D = b? — 4ac y expone una
relacion de equivalencia entre ellas (nos fijamos en que z2+ny? es una forma cuadratica
de discriminante D = —4n). Por ello dedicaremos el primer capitulo a la Teoria de
formas cuadraticas. Primero estudiaremos una relacién de equivalencia entre formas
de un mismo discriminante, y clasificaremos nuestras formas en las distintas clases de
equivalencia. Una vez definida esta relaciéon, introducimos la siguiente operaciéon entre
clases de formas cuadraticas: dadas dos formas cuadréticas f y g de discriminante D
conseguimos otra forma F con el mismo discriminante definida como:

f(xvy) : g(’LU,Z) = F(Bl(x7y; Z,’U)),BQ(J},y; va)>7

con Bi(z,y; z,w) = a;xz + bjzw + c;yz + diyw i = 1,2, formas bilineales.

Asi, si conocemos qué primos representan f y g, esto nos permitiré conocer los enteros
representados por F. Como es natural pensar, esta nocién introducida por primera
vez por Legendre y perfeccionada por Gauss dio un empujén a la Teoria de géneros
consiguiendo resolver conjeturas mas generales, como por ejemplo:

p,q = 3,7 (mod 20) — pg = 2% + 5y° (Fermat),

p=3,7 (mod 20) — 2p = z? + 5y? (Euler).

En este primer capitulo desarrollaremos una composicién equivalente: la composiciéon
de Dirichlet, la cual proporciona una férmula general para F' = fog. Una vez definida,
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VIII Introduccién

dedicaremos una seccién para ver que esta operaciéon proporciona a las clases de formas
cuadraticas de un discriminante D < 0 fijo una estructura de grupo abeliano finito.
Ademas, le dedicaremos también otra seccion a resultados de representacion de enteros
mediante formas cuadraticas, donde la Ley de reciprocidad cuadratica! irad ganando
protagonismo.

Con la introduccién de formas cuadréticas y la implicacion de tantos matemaéticos
para resolver las conjeturas sobre primos de la forma p = z? 4+ ny?, se va creando
una teoria que poco a poco va cogiendo forma. La pregunta que nos hacemos es la
siguiente: cuédndo surge la Teoria de géneros y qué es exactamente.

En 1801 se publica Disquisitiones Arithmeticae [5], donde Gauss no solo retine toda
la Teoria de Numeros expuesta hasta entonces, sino que aporta nuevos conceptos
y teoremas de gran profundidad y complejidad mateméatica®. En este libro, entre
los articulos 229 y 287, aparece la Teoria de géneros: Gauss observa que dada una
forma cualquiera de discriminante D, los nimeros representados por ella guardan una
relaciéon estrecha si tomamos sus clases modulo los divisores primos de D. A raiz
de este concepto define una serie de caracteres con los que clasifica a las formas de
discriminante D en los llamados géneros. Es decir, la Teorfa de géneros logra acotar
qué posibles enteros representa una forma cuadratica, dando respuesta a muchas de
las conjeturas anteriores.

En el segundo capitulo nos sumergimos en la Teoria de géneros desde un enfo-
que moderno. Primero definiremos un homomorfismo xp : U(Z/DZ) — {£1}, cuyo
nicleo contiene a todas las unidades modulo D representadas por formas con este
discriminante. En especial, veremos que las unidades representadas por una forma
concreta fo(z,y) forman un subgrupo del ker(xp), y en funcion de ello asignamos
a fo(z,y) un género u otro. Una vez asentada la definicién, nos centraremos en los
discriminantes fundamentales y buscaremos una férmula para el namero de géneros,
a la vez que entendemos su estructura interna. A continuacién, demostraremos uno
de los teoremas mas importantes de géneros, el Teorema de Duplicaciéon de Gauss. En
toda esta seccion intentaremos aplicar los resultados a las formas con discriminante
negativo, que son las que habremos estudiado en la primera seccion.

La peniltima seccion la dedicaremos a entender esta teoria desde su enfoque inicial,
mediante la definicién de caracteres que introdujo Gauss en Disquisitiones Arithmeti-
cae. Esta se basa en clasificar las formas cuadraticas de discriminante D fijo en clases
de equivalencia moédulo p primo. En funcién a ello, podremos ver que una forma de
discriminante D solo puede representar restos cuadraticos (o no restos cuadraticos)
modulo p | D primo impar, independientemente de si el discriminante es positivo o
negativo. Finalmente para concluir demostraremos aquellas tres primeras conjeturas
que dieron lugar a toda esta teorfa.

'Esta ley era considerada por Gauss uno de los teoremas mas importantes de Disquisitiones
Arithmeticae, de hecho él mismo lo llamé Aureum Theorema (el Teorema de oro). Aunque Euler, y
Legendre ya la habjan mencionado anteriormente, fue Gauss quién consiguié dar una demostracion
completa, incluso de 8 maneras distintas.

2Hasta entonces toda la Teoria de Numeros se encontraba en distintos ensayos y publicaciones
inconexas, por ello muchos consideran que con este libro se inicia realmente esta teoria, pues sera la
base de muchos matematicos que deciden adentrarse en este drea durante los siglos XIX y XX. Por
ejemplo, se dice que Dirichlet tenia siempre una copia de Disquisitiones Arithmeticae en su escritorio.



CAPITULO 1

Formas cuadraticas

Comenzamos introduciendo qué son las formas cuadraticas y nos sumergiremos en
varios resultados relativos de dicha teorfa. En este capitulo, podemos encontrar los
resultados expuestos en los libros [3], [1] y [4].

Definicién 1.1. Una forma cuadrdtica es un polinomio de la forma ax® + bxy + cy?,
donde a,b,c son enteros. Definimos su discriminante como D = b*> — 4ac. Diremos
que una forma es primitiva si med(a,b, c) =1 y denotaremos esta forma como (a,b, c)
cuando sea conveniente.

Toda forma cuadratica f(x,y) = ax? + bzy + cy? admite una expresién matricial:

o= (3 ) ()

Observacion 1.2. Sea D el discriminante de una forma cuadrdtica (a,b,c). Como
D =b? (mod 4), entonces D = 0,1 (mod 4).

Definicién 1.3. Dado un entero m, decimos que m es representado por una forma
f(x,y) si existen p,r € Z tales que f(p,7) = m. En el caso en el que med(p,r) =1,
entonces diremos que m es propiamente representado por f(x,y).

Dada una forma cuadréatica f(z,y) = (a,b, c) con discriminante D se tiene que:
daf(z,y) = (2ax + by)* — Dy

En consecuencia, si D es positivo f(z,y) podra tomar valores positivos y negativos.
Mientras que si el discriminante es negativo, f(z,y) representa enteros positivos si
a > 0 y enteros negativos si a < 0. A raiz de este resultado podemos definir lo
siguiente:

Definicién 1.4. Sea f(z,y) = (a,b,c) una forma de discriminante D. Si D > 0
diremos que f(x,y) es indefinida. Si D < 0 entonces diremos que f(x,y) es definida
positiva st a > 0 y definida negativa si a < 0.



2 Formas cuadraticas

1.1. Equivalencias de formas cuadraticas

Ahora ya conociendo las definiciones bésicas, definimos una relaciéon de equivalen-
cia entre las formas cuadraticas de discriminante D:

Definicion 1.5. Decimos que dos formas f(z,y) y g(z,y) son equivalentes si existen
enteros p,q,r, s tales que:

f(z,y) = g(pr + qy,rz + sy),  ps—qr=%1.

Serdn propiamente equivalentes si ps — qr = 1; en este caso usaremos la siguiente
notacion: f(xz,y) ~ g(x,y). Si F y G son las respectivas matrices asociadas a las

formas f(x,y) y g(x,y), entonces:

(1.1) (x y)F <”y”> = (¢ y) M'GM (g) con M = (f z>

Proposiciéon 1.6. La relacion definida entre formas cuadrdticas es una relacion de
equivalencia.

Demostracion. Dada una forma cuadratica f(x,y) es (propiamente) equivalente a
ella misma por la matriz identidad. Para probar la transitividad consideramos tres
formas f(z,y) = (a1,b1,c1), g(z,y) = (az,b2,c2) , h(z,y) = (as,bs,c3) , tales que
f(M(z,y)) = g(x,y) con det(M) = 1y g(M'(x,y)) = h(z,y) con det(M') = £1. Si
las matrices son de la forma:

M= <p1 Q1>, A — <p2 QQ>7
ros1 ry 82

g(z,y) =ai(piz+ qy)* + bi(prz + qy)(riz + s1y) + ci(rz + s1y)?,
hz,y) = a1(p1(p2x + q2y) + q1(r2x + 529))* + b1(p1(p2z + 2y) + @1 (r2x + s2y))
(r1(p2x + qy) + s1(r2x + s2y)) + c1(r1(p2z + q2y) + s1(rez + Szy))2
= a1((p1p2 + @1r2)z + (p1@2 + @152)y)? + b1 ((p1p2 + qir2)w + (P1g2 + q182)Y)

((ripe + s1r2)x + (r1g2 + s152)y) + c1((ripe + s1r2)T + (r1g2 + 8182)y)2-

entonces:

Por tanto, podemos escribir h(z,y) = f(M"(x,y)) siendo

- (Ps B _ (P @) (p2
r3  S3 ri s1) \r2 s2/)’

con det(M") = p3s3 —qsrs = +1 (si ambos fuesen 1 entonces g ~ f y h ~ g implicaria
h ~ f ). Finalmente para ver que es una relacion simétrica, se puede comprobar que

fer=o(3(2)),  aon =1

entonces M es invertible y por tanto,

g(z,y) = f (M—l @”)) . con det(M) = det(M™1).
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Proposicion 1.7. Sean f(x,y) y g(x,y) dos formas cuadrdticas propiamente equiva-
lentes. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Tienen el mismo discriminante.
11. Representan los mismos enteros.

1. St una de ellas es primitiva entonces ambas son primitivas.

Demostracion. Sean F'y G las matrices asociadas a las formas f(z,y) = (a,b,c) y
g(z,y) = (d,V,) del enunciado, y sean p,q,r, s los enteros tales que ps — qr = 1
y g9(z,y) = f(px + qy,rx + sy). Nos fijamos en que el discriminante de f(x,y) es
—4det(F). Apoyandonos en la igualdad (1.1), vemos que det(F) = (ps — qr)?det(G);
por tanto los discriminantes de f(x,y) y g(z,y) han de ser iguales.

La segunda parte es directa, pues si f(x,y) representa a un entero m, existen
enteros k, [ tales que f(k,l) = m, y entonces g(pk + ql,rk + sl) = m. Finalmente, se
puede comprobar que se tiene la siguiente igualdad:

(1.2) g(z,y) = f(p,7)x? + (2apq + bps + bgr + 2crs)zy + f(q, s)y?,

y por tanto:
a = f(p7 T) = ap2 + bpr + CTQa
b = 2apq+ bps + bgr + 2crs,
d = [(g,s) = aq® + bgs + cs>.

Por lo que si f(z,y) no es primitiva, existe [ # 1 que divide a a,b y ¢. En este caso [
divide a @/, b y ¢ también, por lo que g(x,y) no seria primitiva. Utilizando la simetria
de la relacion conseguiriamos la otra direccion. O

1.1.1. Formas definidas positivas

Una vez definida la relacion de equivalencia, fijamos un discriminante D < 0.
Vamos a clasificar las formas cuadréticas de discriminante D en clases, y veremos que
solo hay un ntmero finito de estas. Primero daremos una definicién que nos permitiré
llegar a este resultado:

Definicién 1.8. Sea f(z,y) = az? +bxy + cy? una forma primitiva, definida positiva
de discriminante D. Diremos que f(x,y) es una forma reducida si cumple [b] < a < ¢
y st |b| =a o a=c entonces b > 0.

Proposicion 1.9. Toda forma primitiva, definida positiva es propiamente equivalente
a una forma reducida.

Demostracion. Sea f(x,y) = (a,b,c) y sea F' la matriz asociada a esta forma. Consi-
deramos las siguientes matrices:

(0 1 L (11 (1 -1
() v v
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con determinante 1. Aplicaremos las matrices U, V* y V= a f(z,y) hasta llegar a
una forma reducida propiamente equivalente. Aplicando la matriz U obtenemos

t c -3
U'FrU = y 2,
-t a

que intercambia los coeficientes a y ¢, por tanto si a > ¢ podemos obtener una forma
equivalente g(x,y) = f(U(x,y)) con a < c. Por otro lado, si |b| > a, podemos disminuir
el valor de b. Observamos que

b b
+tF +: a a/+§ 7tF - _ a _a+§
VI)FV (a+g a+b+c> VIRV = (i ey

es decir, aplicando V* o V'~ llevamos b/2 en b/2 + a o b/2 — a respectivamente y
a se mantiene constante en ambas. Asi en un namero finito de pasos podemos ir
reduciendo el valor de b hasta llegar a que f(x,y) es equivalente a una forma con
|b] < a. Si tenemos el caso en el que [b] = a y b < 0, aplicando VT llegamos a que
b=a >0, y por tanto, a una forma reducida. Si a = ¢ y b < 0 entonces aplicamos la
matriz U llegando a una forma reducida. O

Proposicion 1.10. Dos formas reducidas de discriminante D no pueden ser propia-
mente equivalentes.

Demostracion. Sean f = (a,b,c¢) y g = (d,e, h) dos formas reducidas equivalentes.
Sin pérdida de generalidad, suponemos a > d. Como ¢(1,0) = d, existen u,t enteros
tales que d = f(t,u) > a(t® + u?) + btu > a(t? + u?) — altu| > altu|. Por tanto solo
se pueden dar dos casos: |tu| = 0 o 1. Antes de comenzar los célculos recordamos que
g9(z,y) = f(pr + qy,rx + sy) con p,q,r, s enteros tales que ps — qgr = 1, y esto nos da
la siguiente igualdad :

(1.3) 9(z,y) = f(p,7)2* + (2apq + bps + bgr + 2crs)zy + f(q, s)y°.

Empezamos el analisis: si u = 0 se tiene que d = f(¢,0) = at? y por tanto t = +1
y a = d. Gracias a (1.3) vemos que f(p,r) = d = a 'y como f(£1,0) = a entonces
p==x1yr=0,porlo que ps = 1. Igualamos los coeficientes que multiplican a xy en
(1.3) y obtenemos:

e = 2apq + bps + bqr + 2crs = b £ 2agq.

Como g(z,y) es reducida teniamos que |e] < d = a y como |b] < a solo se pueden
dar los casos ¢ = 0, que implicaria b = e y por tanto, al conservarse el discriminante,
f(z,y) = g(z,y). La otra posibilidad seria ¢ = £1 y b = a, en este caso llegamos a

una contradiccion pues tendriamos que e = —a = —d < 0 y g(z,y) es reducida.
Para uw =0, f(z,y) es tnica. Si t = 0, la prueba es andloga. En el caso en que |tu| = 1,
se tiene que a = d y repetimos el mismo proceso hasta llegar a que f = g. O

De ambas proposiciones obtenemos de forma directa el siguiente resultado:
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Corolario 1.11. Toda forma de discriminante D primitiva definida positiva es equi-
valente a una unica forma reducida.

A partir de aqui es facil ver que dado un discriminante D negativo, el ntimero
de clases de formas es finito. Sabemos que en cada clase hay una forma reducida, si
f(z,y) = (a,b,c) es reducida, entonces b?> < a? y a < c y se tiene:

—D = 4ac — b? < 4a® — a® = 34>,

Por tanto 0 < a < y/—D/3. Por lo que va a existir un ntmero finito de posibilidades
para a, también para b, pues |b|< a, y para ¢, que queda completamente determinado
por a, by D. Es decir, el nimero de formas reducidas es finito y por la Proposicion 1.9
también lo es el nimero de clases de discriminante D < 0. Veamos un par de ejemplos:

Ejemplo 1.12. Para D = —20 buscamos las posibles formas reducidas. Tenemos
D =b? — 4ac < a® — 3a®. Por lo que a®> < 6 y ademds b es par. Para a = 1, la tinica
forma reducida posible es si b = 0, es decir, x> + 5y%. Si a = 2, las posibilidades de
b son 0 y 2. Llegamos a que solo puede haber otra forma con la siguiente expresion:
222 + 2y + 332

Ejemplo 1.13. Para D = —56, con el mismo procedimiento nos quedaria a®> < 18 y
b par. Si a = 1, la tinica forma reducida seria con b = 0, es decir, x> + 14y>. Para
a = 2, se tiene 222 + Ty?, para a = 3 hay dos posibilidades: 3x* £ 2xy + 5y? y para
a = 4 comprobariamos que no existe ninguna forma reducida.

Definicién 1.14. Fijado D = 0,1 (mod 4) negativo, diremos que dos formas per-
tenecen a la misma clase si son propiamente equivalentes y denotamos al nimero de
clases de formas primitivas definidas positivas de discriminante D como h(D).

Hemos demostrado lo siguiente:

Lema 1.15. Fijado D < 0. Entonces h(D) es finito y es igual al nimero de formas
reducidas de discriminante D.

1.2. Representaciones dada una forma

Vamos a ver una serie de resultados que nos seran de gran utilidad para futuras
demostraciones y en especial para la Teoria de géneros.

Lema 1.16. Una forma f(x,y) representa propiamente a un entero m si y solo si
f(x,y) es propiamente equivalente a la forma mxz? + Bxy + Cy? para ciertos B,C
enteros.

Demostracion. Si f(x,y) representa propiamente a m, entonces existen p,r € Z co-
primos tales que f(p,r) = m. Queremos hallar ¢,s € Z tales que: ps —qr =1y
ma? + Bry + Cy? = f(pr + qy,rx + sy). Como med(p,r) = 1, sabemos que existen
q, s tales que ps — qr = 1. Por otro lado, teniamos que:

fpz + qy,rx + sy) = f(p,r)z” + (2apq + bps + bgr + 2rs)zy + f(q, s)y>.
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Por lo que bastaria tomar B = (2apq + bps + bqr + 2rs) y C = f(q, s).

La otra direccién es directa, pues ma? + Bxy + Cy? = f(px + qy,rx + sy), para
D, S,q,r € Z tales que ps — gr = 1. Tomando z = 1 e y = 0 obtenemos f(p,r) = m
con med(p,r) = 1. O

Lema 1.17. Sea D = 0,1 (mod 4) y sea m un entero impar coprimo con D. Entonces
m es representado propiamente por una forma primitiva de discriminante D si y solo
st D es un residuo cuadrdtico médulo m.

Demostracion. Sea f(z,y) forma de discriminante D que representa propiamente a m.
El Lema 1.16 nos dice que f(x,y) ~ ma? + Bxy + Cy%. Y por tanto, D = B? — 4mC
y D = B? (mod m).

Ahora, partimos de que D = b? (mod m) para algiin b. Como m es impar, en
la clase de b habré enteros pares e impares, por lo que puedo tomar b de la misma
paridad que D. Ademas, si D = 0 (mod 4), b> = 0 (mod 4). Para D = 1 (mod 4),
b2 = 1 (mod 4). Por lo que D = b? (mod 4); y como med(4,m) = 1, entonces
D = b% (mod 4m). Por lo que podemos escribir D = b? — 4mec, para algtn ¢ € Z. La
forma ma? + bxy + cy? tiene discriminante D y representa propiamente a m. [

Lema 1.18. Sea f(x,y) una forma primitiva de discriminante D y m un entero.
Entonces f(z,y) representa infinitos nimeros coprimos con m.

Demostracion. Primero vamos a demostrar el resultado para m = p primo. Como
f(x,y) es primitiva se cumple que p no puede dividir a a, b y ¢ simultaneamente. Hay
3 casos:

1) Si p 1 a entonces tomo (zg,yp) tales que:
zo # 0 (mod p),
{yo =0 (mod p).
Reescribiendo f (o, yo) = ax + yo(bxo + cyo) vemos que p{ f (o, yo)-
2) Analogamente si p { ¢ bastard tomar (zo,yo) tales que:

{:co =0 (mod p),
yo #Z 0 (mod p).

3) El altimo caso seria cuando p{ b. Sipta 6 p 1 ¢, estamos en los casos anteriores.
Estudio cuando p | a y p | ¢. Tomo (zg, yo):

{wo # 0 (mod p),
yo Z 0 (mod p).

Entonces f(xo,y0) = ax3 + cy3 + bzoyo v se tiene que pt f(xo,%0).

Para un m general, sea m = p{*...p%* su descomposicion en factores primos. En-

tonces si queremos que f(xg,yo) sea coprimo con m, basta ver que p; 1 f(xo,yo) para
i€ {1,...s}. Es decir, vamos a tener para cada i un par de ecuaciones modulo p; se-
gun estemos en el caso 1), 2) o 3). Lo que queda en un sistema con s ecuaciones para
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x 'y s ecuaciones para y, cada una modulo p; parai € {1,...,s}. Por el Teorema chino
del resto existen infinitas soluciones que cumplan estos sistemas; equivalentemente
infinitos (z,y) tales que f(z,y) es coprimo con m.

O]

1.3. Composiciéon de Dirichlet

Ya hemos definido una relaciéon de equivalencia entre las formas definidas positivas
de un discriminante D negativo dado. Nuestro objetivo ahora es definir una operacion
entre las clases a partir de la cual consigamos una estructura de grupo abeliano finito.

Gauss fue el primero en dar una composicién de formas cuadraticas bien definida,
pues hasta entonces se habia intentado definir la operacién entre clases equivalentes
y no propiamente equivalentes, por lo que no se conseguia un resultado tnico al
componer dos formas. El trabajo de Gauss sigue un proceso extenso y complicado,
por lo que, de forma equivalente, estudiaremos la composicién definida por Dirichlet,
que ademés nos permite tener una férmula explicita para la composicion. Para definir
esta operacién nos haran falta un par de resultados previos:

Lema 1.19. Sean pi1,q1,...,pr, qr,m enteros tales que med(pi,...,pr,m) = 1. En-
tonces las congruencias

pix = ¢; (mod m), i1=1,...,r
tienen una unica solucion mddulo m si y solo si para todo j, k =1,...,r tenemos:
Prq; = qkpj (mod m).

Demostracion. Si existe una tnica solucion xg que cumple p;xg = ¢; (mod m) para
1 = 1,...,r, entonces podemos comprobar que se cumplen las ecuaciones de abajo
multiplicando por esta zg a ambos lados de la ecuacién. Para la otra direcciéon basta ver
que si med(py, . .., pr,m) = 1, existen a, a1, ...,a, € Z tales que: am+Y ., a;p; = 1.
Por tanto Y ;_;a;p; = 1 (mod m) implica que qx > .;_; aipi = qx (mod m) para
k=1,...,r. Y utilizando la hipotesis se tiene que: py Y ;_; a;¢; = q& (mod m). [

Lema 1.20. Sean f(x,y) = (a,b,¢) y g(z,y) = (a’,V, ) dos formas de discriminante

D tales que med(a,d’, b"'Tb/) = 1. Entonces existe un inico entero B (mod 2aa’) que

satisface las siguientes ecuaciones:
B =b (mod 2a),
(1.4) B =1b" (mod 2d'),
B? =D (mod 4aa’).

Demostracion. Si B es un entero que satisface las dos primeras ecuaciones se tiene
que (B —b)(B —?b) =0 (mod 4ad’) y junto con la tercera ecuacion tendriamos que
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(b+b)B =0V + D (mod 4aa’). Reescribimos las congruencias de la siguiente forma:
a'B = a'b (mod 2a),
(1.5) aB = ab’ (mod 2d'),
(b+0)B/2 = (bV + D)/2 (mod 2aa’).

Como med(a, d, b%b/) = 1, podemos ver que existe una tnica soluciéon x¢g = B apli-
cando el lema anterior con m = 2ad’, ¢ = a’b,qa = ab’ y q3 = (bb' + D) /2. O

Ahora ya tenemos los ingredientes para poder definir nuestra operacion:

Definiciéon 1.21. Sean f(x,y) = az? + bay + cy? y g(x,y) = a'z? + bxy + y? dos
formas primitivas, definidas positivas de discriminante D < 0 con med(a, d’, %) =1.
Diremos que estas formas se pueden componer y definimos su Composicion de Dirichlet

de la siguiente forma:

F(z,y) = f(z,y) o g(z,y) = ad'z* + Bxy + Cy?,

B2-D
4aa’ *

donde B es la solucion del Lema anterior y C =

Observacion 1.22. Independientemente del B que tomemos (pues solo tenemos uni-
cidad mddulo 2aa’) siempre vamos a llegar a formas en la misma clase de equi-
valencia. Si tomo B’ otra posible eleccion, de tal forma que la composicion queda

F'(z,y) = (ad', B, (B;E;TD), entonces asumiendo que B’ = B + 2aad’l para | algin

entero se tiene que:
. 1 1
F(M(x,y)) = F'(z,y) con M = 0 1)

Lema 1.23. Si F(x,y) es la composicion de Dirichlet de f(x,y) y g(x,y), entonces
F(x,y) representa enteros de la forma my - mo donde f(x,y) representa my y g(x,y)
a mso.

Demostracion. Sea f = (a,b,¢) y g = (a/,¥/,). Veamos que f ~ (a, B,a’C'). Como
B =b (mod 2a), B = b+ 2ak con k algin entero. En este caso

F(M(2,y)) = (a, B,d'C) con M — <(1) ’f) ,

det(M) = 1. Analogamente verfamos que g ~ (a/, B,aC) usando la equivalencia

=¥ (mod 2d’). Por tanto, f(z,y) vy g(x,y) representan los mismos valores que
(a,B,d'C) y (d’, B,aC) respectivamente y se tiene que:
(

1.6) (az? + Bzy + d/Cy?)(d/ 22 + Bzw + aCw?) = ad’ X? + BXY + CY?,
con X =xz— CwyeY = azrw + d'yz + Byw. ]
Gracias al lema anterior nos sera suficiente estudiar qué primos representa la forma

reducida de cada clase, pues al componer con otras formas podemos ver qué enteros
se representan.
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Lema 1.24. F(z,y) = f(z,y) o g(x,y) es una forma primitiva, definida positiva de
discriminante D.

Demostracion. El discriminante de F es B2—4aa’(B42a;,D) = D. Como f(z,y)y g(z,y)
son definidas positivas, aa’ > 0 y en consecuencia F' también lo es. Finalmente, si existe
p > 1 que divide a aa’, B y C. Podemos asumir que divide a a y por tanto la forma
(a, B,d'C) no seria primitiva. Esto lleva a una contradiccion pues f(x,y) ~ (a, B,d’'C),
lo que implica que la segunda forma ha de ser primitiva por la Proposicion 1.7. O

1.3.1. Estructura de grupo

Una vez definida la composicion de Dirichlet, vamos a poder obtener una estructura
de grupo entre las clases de formas primitivas, definidas positivas, de discriminante D
negativo. Por tanto vamos a ver que nuestra operaciéon esta bien definida para todas
las clases.

Proposicion 1.25. Sean f(z,y) y g(x,y) dos formas primitivas con el mismo dis-
criminante D. Entonces eziste una tercera forma h(xz,y) propiamente equivalente a
g(x,y) tal que f(x,y) y h(z,y) se pueden componer.

Demostracion. Si f(x,y) = (a,b,c), por las Proposiciones 1.18 y 1.16, se tiene que
g(z,y) ~ h(z,y) = (d,e,h) donde d es un entero coprimo con a representado por
g(z,y). En consecuencia, f y h se pueden componer ya que mcd(a,d, bize) =1 O

Lema 1.26. Sean f(z,y) = (a1,b1,c1) y g(x,y) = (ag,ba, c2) dos formas primitivas
con el mismo discriminante D. f(x,y) y g(x,y) son propiamente equivalentes si y solo
st existen p,r € Z tales que:

f(pa 71) = ay,

2a1p + (by + b2)r =0 (mod 2as),
(b1 — b2)p + 2c17 = 0 (mod 2as).

Demostracion. Si f(x,y) ~ g(x,y) existen enteros p, q,r, s tales que f(p,r) = aq,

ps —qr =1,
by = (bip + 2¢17)s + (2a1p + by7)g.

Si escribimos el sistema matricialmente:

P —r sy (1
bip+2cir bir+2a1p) \q) \b2)’

donde el determinante de la matriz es 2f(p,r) = 2as > 0. Invirtiendo obtenemos:

9% <s> - <blr+2a1p 7") <1>
*\q —bip—2c1m p) \b2)’
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de donde conseguimos las dos siguientes ecuaciones:

2a98 = bir + 2a1p + bar = (b1 + ba)r + 2a1p,
2a2q9 = —bip — 2c17 + bap = p(by — by) — 2¢q 7.

Haciendo el proceso a la inversa llegariamos a que son equivalentes usando que dos
formas son iguales si tienen el mismo discriminante y los dos primeros coeficientes. [

Proposicion 1.27. Sean las formas f(x,y) = (a1,b1,c1) ~ f'(x,y) = (a3, b3, c3) y
g(x,y) = (a2,b2,c2) ~ ¢ (z,y) = (a4,bs,cq) de discriminante D negativo. Si las for-
mas f(z,y), g(z,y) v f(x,y), ¢'(x,y) se pueden componer respectivamente, entonces
f(z,y)og(x,y) v f'(x,y) o g (x,y) son propiamente equivalentes.

Demostracién. Llamemos F(z,y) = f(z,y) o g(z,y) = arasz® + Bxy + Cy? y
F'(z,y) = f'(z,y) o ¢'(z,y) = azasz® + B'zy + C'y?. Sabemos que:

f(z,y) ~ (a1, B,axC),
g(x,y) ~ (a2, B,a10),
f(z,y) ~ (a3, B, asC"),
g'(z,y) ~ (as, B', a3C")

Como (a1, B,asC) ~ (as, B',a4C"), puedo aplicar el lema anterior y existen p,r ente-
ros tales que:

a1p® + Bpr + a2Cr? = az,
(1.7) 2a1p+ (B + B')r =0 (mod 2a3),
(B — B")p+2a2Cr =0 (mod 2a3).

Analogamente, como (agz, B,a1C) ~ (a4, B',a3C") existen p’,r" enteros tales que::

as(p')? + Bp'r' + a1C(r")? = ag,
(1.8) 2a9p’ + (B + B')r' =0 (mod 2ay4),
(B — B)p' +2a1Cr' =0 (mod 2ay).

Queremos ver que (ajaz, B,C) ~ (agaq, B',C"), equivalentemente por el lema
anterior, buscamos P, R enteros tales que:

a1a2P2 + BPR + CR? = asay,
(1.9) 2a1a2P + (B + B')R = 0 (mod 2a3as),
(B— B')P+2CR =0 (mod 2asay).

Por las primeras ecuaciones de los sistemas (1.7) y (1.8), sabemos que al evaluar
(a1, B,a2C) en (p,r) representa as y (a2, B,a1C) representa a4 al evaluarlo en (p/, r').
Usando la igualdad (1.6) podemos tomar:

P=pp —Crr,
R = aipr’ + aorp’ + Brr/,
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que cumpliran la primera ecuacion de (1.9). Vemos que cumplen la segunda condicion:
tomando las ecuaciones centrales de los sistemas (1.7) y (1.8) tenemos:

aip + (B+B)T’E
asp’ + (B+Bl) r!

0 (mod a3),
0

(mod ay).

Por tanto,

B+ B B+ B’
2 <a1p + (;)T> (CLQP/ + (dg)r’> =0 (mod 2azay).

Como ambas F(x,y) y F'(x,y) tienen discriminante D, igualando discriminantes po-
demos escribir (B')?2 = B? — 4a1a2C + 4a3a4C’ en la ecuacién anterior y nos queda:

B+ B B+ B
2a1asP + (B+ B)R = (alp + (—;)r) <a2p' + (—;)r'> = 0 (mod 2agay),

que es la segunda condicion en (1.9). Para ver que se cumple la tercera condicion

definimos:
B—+D
U:f;ﬁP+CR

es directo comprobar que se cumplen las siguientes igualdades:
(%p + azCr) (agp/ + MW) = ayU,
(alp + B+2‘/5r) (B VD P+ a10r> = U,
(B%@p—i-agC) (B VD 4 a C’r) = ]3*2‘/5U7

C (a1p+ LE/ET) (agp’ + BtVDpgyp') = BL/Dy,

Tomamos modulo 2asay en las igualdades y como B’ = v/ D (mod azay), nos fijamos
en que los términos de la izquierda son miltiplos de aza4 por las igualdades anteriores,
y por tanto los del lado derecho también lo seran. Es decir,

a2U = a1U = BU =0 (mod asay).

Como (a1, B,asC) es primitiva, se tiene que mecd(a1, B,as) = 1 y esto implica que

U =0 (mod aga4). Reescribiendo,

B—-+VD B-B
2

U==—F"P+CR=

P+ CR =0 (mod agay).
Y asi comprobamos que P y R cumplen la tercera ecuacion. ]
Parece que nuestra operacion satisface todo lo que buscabamos. Ahora procedemos

a dar una definicién que nos es 1til y ya a continuaciéon enunciaremos el teorema que
da nombre a la seccién.
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Definiciéon 1.28. Sea D < 0, D = 0,1(mod 4), entonces la forma principal de
discriminante D es la siguiente:

22— Ly? si D=0 (mod 4),
2’ +zy+52y? si D=1 (mod 4).

En ambos casos, la forma principal es reducida.

Teorema 1.29. Sea D = 0,1 (mod 4) un entero negativo. Definimos C(D) como el
congunto formado por las clases de formas cuadrdticas primitivas, definidas positivas
de discriminante D. Llamaremos clase principal o aquella que contiene a la forma
principal, y dada f(z,y) = (a,b,c) definiremos su forma opuesta como (a,—b,c).
Entonces se tiene lo siguiente:

» La composicion de Dirichlet induce una operacion bien definida en C(D) que
aporta a C(D) una estructura de grupo abeliano finito de orden h(D).

s La identidad de este grupo es la clase principal.

» La clase inversa de [f(z,y)] es la que contiene a su opuesta.

Demostracion. Ya hemos visto que es una operacion cerrada en C(D) y gracias a los
lemas anteriores sabemos que siempre vamos a poder componer dos clases cualesquiera
y que esté bien definida independientemente del representante que tomes de cada clase.
La conmutatividad es directa, pues cuando elegimos B para definir la composicién, no
influye el orden en el que tomamos las clases. La asociatividad no la demostraremos
pues no es un punto clave en la Teoria de géneros. La demostracién se puede ver en
[7, Cap. 1, p. 21].

Elemento identidad: primero notemos que siempre vamos a poder componer cual-
quier forma (a, b, ¢) con la forma principal pues el primer coeficiente es un 1. Ademés

. 2
vamos a podemos tomar B = b y la composicion resulta en (a, b, b 4aD

=c).

Elemento inverso: sean f(x,y) = (a,b,¢) v f'(z,y) = (a, —b,c) su opuesta, ambas
en clases distintas. Sea g(z,y) = f'(—y,r) = cx® + bxy + ay?, entonces g ~ f' y
ademas se puede componer con f(x,y) pues mcd(a,c, %) = 1. En este caso también
podemos tomar B = by nos queda F(z,y) = f(x,y)og(x,y) = (ac,b, 1). Veamos que
F es propiamente equivalente a la forma principal: si D = 0 (mod 4) se puede ver
que F(y,—x — by/2) coincide con la forma principal y para D = 1 (mod 4), el cambio

serfa F(y,—x — (14 b)y/2). Asi, concluimos que f'(x,y) es inversa de f(x,y).
O
Ahora daremos un par de resultados que tendran cierta relevancia més tarde:

Lema 1.30. La clase cuya forma reducida sea ax? + bxy + cy? tiene orden < 2 si y
solosib=0,a=boa=c.

Demostracion. Sea f'(x,y) la opuesta de f(z,y). La clase [f(x,y)] tiene orden 2 si y
solo si contiene su opuesta, por lo tanto queremos ver que f(z,y) ~ f'(x,y) si y solo
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si se cumplen las condiciones del enunciado. Como f(x,y) es reducida, si |b| < a < ¢
entonces f’(z,y) es reducida, por el Lema 1.10 han de ser la misma y por tanto b = 0.
Si |a] = b entonces f'(z +y,y) = f(x,y) y seran propiamente equivalentes. De forma
analoga si a = ¢, f y f’ son propiamente equivalentes pues f(—y,z) = f'(z,y). O

Definiciéon 1.31. Sea D = 0,1 (mod 4) negativo, y sea r el nimero de primos impares
que dividen a D. Definimos pu(D) como r si D =1 (mod 4) y si D = —4n

r n =3 (mod 4)
wD)=<¢ r+1 n=1,2 (mod 4) o n =4 (mod &)
r+2 n =0 (mod 8)

Lema 1.32. Sea D = 0,1 (mod 4) negativo. El grupo C(D) tiene 2“P)=1 elementos
de orden < 2.

Demostracion. Haremos nuestra demostracion para D = —4n con n = 1 (mod 4),
donde 7 es el niimero de divisores primos de n. El resto de casos los podemos encontrar
en el libro [3, §16, p. 327].

Gracias al Lema 1.30, para buscar las clases de orden < 2 nos basta con encontrar
las formas reducidas que cumplen b =0, a = coa = b. Como D = 0 (mod 4), entonces
b es par y podemos escribir cualquier forma de discriminante D como (a, 2b, ¢). Veamos
los posibles casos.

Si queremos encontrar f forma reducida de discriminante D con 2b = 0, entonces
f =1(a,0,¢) y D = —4ac. Luego n = ac y como mecd(a,c) = 1 existen 2" posibles
combinaciones para elegir a y ¢. Como f es reducida nos quedamos con las que cumplan
a < c, en total, 2"~ opciones posibles.

Vemos cuales son las posibles formas reducidas con a =2boa=c. Sean=>b-k
con 0 < b < k coprimos. Como antes, hay 2" ! posibles elecciones de b y k. Elegidas
ky b fijamos ¢ = b+ k/2 y definimos f = (2b,2b,c). La forma f tiene discriminante
D = —4n y es primitiva, pues:

k=2c—b
{ med(k,b) = 1 — med(b,2¢) =1 — med(b,c) = 1.

Ademés ¢ es impar, pues n = 1 (mod 4) implica que b = k (mod 4) y por tanto,
¢ = (b+ k)/2 ha de ser impar.

Con este método vamos a obtener 27! formas reducidas o equivalentes a una
reducida distintas que cumplen a = 2b 0 a = ¢, pues si 2b < ¢, entonces f es reducida
ysi2b > ¢ f(y,x +y) = (¢,2(c — b),c), y sera equivalente a una forma reducida
con a = ¢, pues 2(c — b) < c¢. Ademés vemos que estas son todas las posibles formas
reducidas f = (a,2b,¢) con 2b = 0, a = ¢, a = 2b: si a = 2b, tomando k = 2c — b
llegariamos al primer caso y si a = ¢, entonces f(x,y) ~ f(z + y, —x) que nos lleva
a una forma reducida con a = 2b. Por lo que en total tenemos 2"~ + 27"l = 27
formas reducidas que cumplen las hipotesis. Equivalentemente, hay 2" clases de formas
cuadréticas de orden menor o igual que 2. O






CAPITULO 2

Teoria de géneros

Fijado un entero D = 0,1 (mod 4), la Teoria de géneros consiste en clasificar las
formas cuadréticas con este discriminante en funcién de qué unidades representan mo-
dulo D. Nosotros aplicaremos esta teoria sobre las formas de discriminante negativo,
que es donde hemos definido la composicién y conocemos su estructura interna.

En este apartado se utilizardn el Simbolo de Legendre y Jacobi, asi como sus
propiedades, que se pueden ver en el Apéndice A. Comenzaremos exponiendo un
homomorfismo cuyo nticleo contiene a las clases moédulo D de los elementos que van
a ser representados por formas de discriminante D y a partir de ahi intentaremos dar
una estructura interna a estas clases representadas. A partir de ahora usaremos la
notacién Up para referirnos a las unidades médulo D.

Teorema 2.1. Dado D = 0,1 (mod 4) discriminante podemos definir el siguiente
homomorfismo' definido sobre las unidades mddulo D:

XD : UD — {il},
. _ D ‘
tal que para todo m impar cumple: xp(m) = (—). Si D =1 (mod 4), entonces:
m

. 1 si D=1 (mod 8),
xp(2) = { ~1 si D=5 (mod 8).

Demostracion. Separamos en los dos casos. Para D =1 (mod 4) vamos a demostrar

que xp(m) = <‘g|> . Al tratarse del simbolo de Jacobi sobre |D|, esto ya nos garantiza

que sea un homomorfismo bien definido. Si D > 0, para m impar tenemos:

= (2) ()0 - (5)

LEl homomorfismo xp coincide con el Simbolo de Kronecker, que es una generalizacion del Simbolo
de Jacobi para niimeros enteros, la diferencia entre ambos es que nuestro homomorfismo esté definido
sobre las unidades médulo D. Podemos encontrar més detalles de la construccion del simbolo de
Kronecker en [8, §14].

15
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Cuando el homomorfismo actiia sobre 2, se tienen las siguientes igualdades:

wer-{ | GpIied b oo - (2)

Para D < 0, si m impar (nos fijamos en que |D| =3 (mod 4)):

Xp(7) = <m1> <‘fl|> = (-1)" (&)(_1)“"32“”‘” _
(e ()

Cuando actuamos sobre 2 basta observar que:
L 1 si D=1 (mod 8) | _ LEE D1 (2
xo(2) = { 1 si D=5 (mod 8) } =) =D = <|D|>'

Para D = 0 (mod 4), observamos que si m € Up entonces m es impar. Por otro
lado, vamos a poder escribir D = 2#r con r impar y u > 2. Si D > 0 tenemos que:

- (0)- () (2)- (2 ()=

Veamos que esta bien definido. Sean enteros m, n tales que m = n (mod D), queremos
ver que xp(m) = xp(n). Al ser D = 2#r entonces m = n (mod r) y por tanto

(™) = (%). Por otro lado, al ser D = 0 (mod 4), m = n (mod 4) y en consecuencia

e Ly "51 tienen la misma paridad. Solo quedaria comprobar que (%)“ = (%)“ Sip

es par, ya estarfa. Si y es impar, u > 3 y nos gustaria llegar a que:

(3)-0) = oo

Como en este caso D = 0 (mod 8), m = n (mod 8) y se da la igualdad. Ahora
comprobaremos que es un homomorfismo. Sean a,b enteros impares, queremos ver
que xp(ab) = xp(a)xp(b), equivalentemente:

B @)=~ Qs
b—1

Como el simbolo de Jacobi es multiplicativo solo habria que comprobar que “—51 + 75
y % tienen la misma paridad. Como a y b son impares, esto es cierto gracias al

Lema A.1 del Apéndice A. Finalmente si D < 0 se puede comprobar que:

wolm) = (2) (1) (-p e,
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El homomorfismo actta de la siguiente forma:

D
» D=1 (mod 4): xp(m) = (g) (si m es impar es directamente <‘m’> ).
D 2\°
» D=0 (mod 4): xp(m) = <> = <> <u) siendo D = 2°u.
m m) \m

Observacion 2.2. Como el homomorfismo estd bien definido, generalmente si a es
un entero coprimo con D escribiremos xp(a) para referirnos a xp(a).

La siguiente proposicién nos permite identificar qué clases médulo D van a ser
representadas por las formas con este discriminante.

Proposicion 2.3. Sea D = 0,1 (mod 4) y n entero positivo coprimo con D. Sin es
representado por alguna forma de discriminante D, entonces n € ker(xp).

Demostracion. Sea f(x,y) = ax? + bry + cy? forma de discriminante D tal que
f(s,7) = n con r,s enteros. Si llamamos d = mcd(r, s) tenemos que r = dp y s = dq
con p y q enteros coprimos. Entonces podriamos escribir n = d?f(p,q) = d*m con
m propiamente representado por f(z,y) y med(m,D) =1 (pues med(n, D) = 1). Se
tiene que xp(n) = xp(d?*m) = xp(m)(xp(d))?> = xp(m). Por tanto para ver que
n € ker(xp), nos basta ver que m € ker(xp) con m propiamente representado.

Si D es par y m impar, el Lema 1.17 nos dice que D es residuo cuadratico modulo
m, por lo que xp(m) = 1. También podemos aplicar el mismo Lema en el caso D
impar y m impar, solo nos queda ver que ocurre cuando D es impar y m par. El Lema
1.16 nos dice que f ~ ma? + Bxy + Cy? y D = B2 — 4mC. Como D = B? (mod 4),
B ha de ser impar y al ser m es par, D = B? =1 (mod 8). Por tanto, xp(2) = 1.
Denotamos m = 2°m/, con m/ impar. Si m’ = 1, entonces xp(m) = (xp(2))¢ = 1. Si
m’ >3, como D = B2—4-2°m/C, D es residuo cuadratico médulo m’. Asi, tendremos
que xp(m) = (xp(2))*xp(m’) = 1. O

En particular, para los primos tenemos también la otra direccién:

Teorema 2.4. Sea D = 0,1 (mod 4) entero y sea xp : Up — {£1} definido ante-
riormente. Entonces para cualquier p primo impar que no divide a D, [p] € ker(xp)
sty solo si p es representado por una forma de discriminante D.

Demostracion. Es una aplicacion directa del Lema 1.17, que nos dice p es presentado
por una forma de discriminante D si y solo si D es residuo cuadréatico modulo p,
equivalentemente xp(p) = (%) =1. O

Hemos conseguido demostrar que todas las unidades médulo D que pueden ser
representadas por formas de discriminante D estén en ker(xp). Veremos ahora que se
forma una estructura de grupo cociente en ker(xp) un tanto sorprendente.

Lema 2.5. Sea D = 0,1 (mod 4) negativo. Los elementos en Up representados por
formas de la clase principal forman un subgrupo en ker(xp) que denotaremos por H.
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Demostracion. Si D =0 (mod 4) nos fijamos en que:
(2% + ny?) (22 + nw?) = (22 £ nyw)? + n(zw F y2)>.

Por lo que H es cerrado bajo multiplicacién, y por tanto es un subgrupo. En el caso
D =1 (mod 4), se puede ver que:

1-D
4 <:L‘2 +xy + 4y2) = (22 +y)? (mod D).

Sea G = {z% : v € Up}, si vemos que H = G ya tendriamos el resultado que buscamos,
pues G es cerrado bajo multiplicacion. Si m = k2, € G entonces m = f(k,0) siendo
f(z,y) la forma principal. Por otro lado, si h € H, entonces 4h € G y en consecuencia,
4h = k? (mod D). Esto implica que h € G pues 4 tiene inverso modulo D.

O

Lema 2.6. Sean D = 0,1 (mod 4) negativo, H y ker(xp) definidos previamente y
sea f(z,y) una forma primitiva, definida positiva de discriminante D. Entonces los
elementos que representa f(x,y) forman una clase lateral de H en ker(xp).

Demostracion. Si D = 0 (mod 4), entonces D = —4n. Gracias a los Lemas 1.18
y 1.16 sabemos que f(x,y) representa a un entero a coprimo con 4n, y por tanto
f ~ ax® + bxy + cy?. Como D = 0 (mod 4), b ha de ser par: b = 2. Se puede
comprobar que

af(z,y) = (ax + b'y)* + ny?.

Como a y 4n son coprimos, se tiene que f(z,y) € [a~!]H. Por otro lado si [c] € [a!]H,
entonces ac = z2+nw? (mod 4n). Lo que significa que [a~!]H es un subconjunto de los
elementos representados por f moédulo D, consiguiendo asi la igualdad entre conjuntos.

Si D = 1 (mod 4), entonces b ha de ser impar. Podemos escribir b = 2m + 1 y
seguir el mismo razonamiento de antes pero con la siguiente igualdad:

af(z,y) = (ax +my)* + (az + my)y + Tyz'

Con estos resultados podemos definir los géneros:

Definicién 2.7. Sean D negativo, H y ker(xp) definidos anteriormente y sea H' una
clase lateral de H en ker(xp). El género de H' consiste en las formas de discriminante
D que representan exactamente las clases de H'. En otras palabras, dado un entero
m, m € H' siy solo si existe una forma f en el género de H' que represente a m.

Es decir, dada una forma de discriminante D, esta representara elementos de un
determinado subgrupo del ker(xp) dependiendo del género en el que esté. Veamos un
par de ejemplos que nos ayudaran a entender esta idea mejor.
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Ejemplo 2.8. Para D = —20, ya estudiamos en el Ejemplo 1.12 las dos posibles
clases. Computacionalmente, podemos ver qué unidades mddulo 20 representan:

x2 + 5y? representa 1,9 en Us,

222 + 2y + 3y? representa 3,7 en Usyg.

Ademds el Teorema 2.4 nos da las siguientes equivalencias:
22 +5y% = p primo <= p=1,9 (mod 20)
222 + 2xy + 3y? = p primo < p=3,7 (mod 20)

Ejemplo 2.9. Para D = —56, en el Ejemplo 1.13 vimos las cuatro posibles clases. Se
puede obtener computacionalmente qué unidades mddulo 56 representan y aplicando
el Teorema 2./ se tiene:

2?2+ 14y% 0 22% + Ty? = p primo <= p=1,9,15,23,25,39 (mod 56)

322 4 2zy + 5y° = p primo < p=3,5,13,19,27,45 (mod 56)

Al ver estos ejemplos, nos damos cuenta de que en ambos casos dada una forma,
podemos saber qué enteros moédulo su discriminante representa. En el caso de formas
con discriminante D = —20 esta correspondencia es univoca: dada una forma sé qué
enteros coprimos con D representa y dado un entero coprimo con D sé si puedo repre-
sentarlo a través de una forma cuadratica. Mientras que en el caso de discriminante
D = —56, vamos a tener dos posibles formas donde ambas representan a las mismas
unidades moédulo 56.

Esto es debido a que en el primer caso tenemos una clase en cada género y en
el segundo caso hay dos clases por género. Por lo tanto nos interesaré saber cuando
estamos en el mejor de los casos, es decir, para qué discriminantes se tiene una clase
por género.

2.1. Numero de géneros

El objetivo de este apartado es conseguir una férmula para el niimero de géneros
dado un discriminante D. Nos enfocaremos en las formas cuadraticas con discriminan-
tes fundamentales, pues este tipo de discriminantes nos permiten un manejo mucha
méas comodo del homomorfismo xp. En el Apéndice B estan expuestos varios resulta-
dos de discriminantes fundamentales que necesitamos en varias demostraciones.

En esta seccion nombraremos varias propiedades interesantes de yp siendo D
discriminante fundamental; y més tarde las relacionaremos con la teoria expuesta
antes. Para ello hemos seguido [8].

Definicion 2.10. Sea D € Z\{0,1} con D = 0,1 (mod 4). Decimos que D es un
discriminante fundamental si no es divisible por ningin cuadrado de un primo impar
y es impar o D =8 o D =12 (mod 16). Decimos que d es un discriminante primo si
es un discriminante fundamental divisible solo por un dnico primo.
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Observacion 2.11. Nos fijamos en que los discriminantes primos si son impares,
p—1
son de la forma d = (—=1)"2 p, y para el caso par solo pueden ser —4, 8 o —8.

Teorema 2.12. Sea D un discriminante fundamental. Entonces D puede escribirse
como producto de discriminantes primos de forma inica.

Demostracion. La demostracion de este resultado la encontramos en el Apéndice B.
O

Teorema 2.13. Sea D discriminante fundamental, D = dy ...d; su descomposicion
en discriminantes primos y xp el homomorfismo definido anteriormente. Entonces:

XD = Xdy -+ - Xdy -

Demostracion. La demostracion de este resultado la encontramos en el Apéndice B.
O

Teorema 2.14. El grupo cociente Up/ker(xp) es isomorfo a Z/27.

Demostracion. Es un resultado inmediato del Primer Teorema de Isomorfia y la so-
breyectividad de xp. O

Usando la notacion anterior definiremos:

t

Bp = m ker(xq, ) -
j=1

Obsérvese que Bp es un subgrupo normal de Up. Nuestro objetivo en un futuro cer-
cano es ver que Bp coincide con lo que habiamos llamado H. Por tanto, si conocemos
el cardinal de ker(xp)/Bp, tendremos una féormula para el nimero de géneros. No solo
eso, sino que ademas sabremos que las clases modulo D representadas por la forma
principal son aquellas que pertenecen al ker(de) para todo d; | D.

Veamos primero que estructura tiene ker(xp)/Bp.

Teorema 2.15. Sea D discriminante fundamental, D = dy ...d; su descomposicion
en discriminantes primos. Entonces Up/Bp es isomorfo a Z/2Zx .t. XZ/27Z, por lo
que tiene cardinal 2.

Demostracion. Denotamos A = Z/2Zx .t. xZ/2Z. Definimos la siguiente aplicacion,
Y :Up — A con ¢y(m) = (xq,(m), ..., xq,(m)) para m entero coprimo con D. Vemos
que 9 es un homomorfismo pues dados a, b coprimos con D:

¥(ab) = (xa, (ab), - .-, xa, (ab)) = (xar (@)Xar (b); - - X (@) Xa, (D) = ¥ (@)t (D).

Ademaés 1 es sobreyectivo, pues dado (¢1,...,¢:) € A, tenemos que para cada j €
{1,...,t} existe un y; tal que mcd(y;,d;j) = 1y xq;(y;) = ¢j. Como los d; son
coprimos entre ellos, aplicando el Teorema chino del resto, existe a entero tal que
a = y; (mod |d;|) para todo j € {1,...,t}. Por tanto ¥(a) = (xa,(a),...,xq,(a)) =
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(Xdy (Y1), -y xa,(yt)) = (c1,...,¢). En consecuencia, 1 es un homomorfismo sobre-
yectivo donde ker(¢)) = Bp; aplicando el Primer Teorema de Isomorfia nos queda:

Up/Bp 2 Z)2Zx .t. XZ/2Z.

Asi, conseguimos la igualdad |Up/Bp| = 2¢. O

Para terminar, el teorema que nos interesa:

Teorema 2.16. Sea t el numero de divisores primos de un discriminante fundamental
D, entonces el grupo cociente ker(xp)/Bp es isomorfo a Z/2Zx =1 XZ/2Z, y por
tanto |ker(xp)/Bp| = 2!

Demostracion. Gracias al Teorema 2.13 sabemos que Bp C ker(xp) y ademaés es un
subgrupo normal. Ademas, a partir de las siguientes igualdades

\Up/Bpl| = [Up/ker(xp)|| ker(xp)/Bbpl,

tenemos que |ker(xp)/Bp| = 2871, Como los elementos de Up/Bp tienen orden 1
02y ker(xp)/Bp C Up/Bp, entonces sus elementos tienen también orden 1 o 2 y
obtenemos el siguiente isomorfismo:

ker(xp)/Bp = Z/27x '~} X7 /2.

O

Nuestro objetivo ahora es demostrar que Bp = H, En este caso tendremos que
el ntimero de géneros de discriminante fundamental D es 2/~! y ademés conseguimos
una caracterizacion de H.

Proposicion 2.17. Sea D < 0 un discriminante fundamental y fo la forma principal
de discriminante D. Podemos obtener cada una de las clases en Bp C Up tomando
mddulos a los enteros positivos representados por fo. Equivalentemente, Bp C H.

Demostracion. Sea m un entero positivo coprimo con D con m € Bp. Queremos ver
que existe un entero n representado por fy con n = m (mod D). Separo por casos:

pj—1
Si D es impar, D =d;...d; con dj = (1)Jij, pj primos impares, j = 1,--- ,t.

Como m cumple que (%) = 1 para j = 1,...,t existen z1,...,7; enteros tales que

m = x? (mod pj). Por el Teorema chino del resto existira = tal que = x; (mod p;)
y bastarfa tomar n = 22 = fy(x,0).

Si D es par, denotaremos al discriminante primo par que lo divide como d;. Si
d; = —4, como m es impar y residuo cuadratico médulo 4, seguimos el procedimiento
anterior pero cambiando la congruencia m = x? (mod p;) por m = 12 (mod 4), y por
tanto en vez de x = x; (mod 4) tendriamos x = 1 (mod 4) y completamos como el

caso anterior.

Si D es par con d; = —8, como x_g(m) = 1 entonces m = 1 o 3 (mod 8). Si
m =1 (mod 8) completariamos la prueba igual. Si m = 3 (mod 8), cambiamos otra
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vez x1 por 1y al resolver el Teorema chino del resto elegimos z tal que 2 — % > 0.
Finalmente tomamos n = fo(z,1) = 2% — %. Concluimos gracias al Lema B.4, que

nos dice que £ =6 (mod 8) y por tanto n =3 = m (mod 8).

Si D es par con d; = 8. En este caso yg(m) = 1 implica que m =1 0 7 (mod 8). Si

m = 1 (mod 8), resolvemos como siempre y si m = —1 (mod 8) tomamos n = fo(z, 1).
Anélogamente usando el Lema B.4 sabemos que % = 2 (mod 8), por lo que se tiene
que n =7 =m (mod 8). O

Ya tenemos una inclusién, para demostrar la igualdad de los subgrupos H y Bp
necesitaremos el siguiente teorema:

Teorema 2.18. Sea D < 0 un discriminante fundamental y sea C una clase en C(D).
Si m,n son enteros positivos coprimos con D representados por una forma f € C,
entonces T y T pertenecen a la misma clase lateral de ker(xp)/Bp.

Demostracion. Sea D = dq, ..., d; la factorizacion en discriminantes primos. Si D es
par, asumimos que dj es el discriminante par que lo divide. Por la Proposicion 2.3
sabemos que M y T pertenecen a ker(yp). Consideremos Z = m -n ' € ker(xp)
y nuestro objetivo sera ver que T € Bp. Equivalentemente, como m -7 = T - 7’ y
n? € Bp, pues Xd; (n?) = [de (ﬁ)]2 = 1, tenemos que ver que m -1 € Bp.

Sea f = (a,b,c) una forma en C y sean p,q,r,s enteros tales que f(p,r) =my
f(g,s) = n. Consideramos la matriz

A:(gf g).

Aplicando la igualdad 1.2, se tiene que f(A(z,y)) = (m,l,n) para [ algin entero.
Usando la notacion matricial tenemos lo siguiente:

[ a b/2 o (m )2
4 (b/2 c)A_<l/2 n )’
Si igualamos discriminantes y multiplicamos por —4 obtenemos que Dv? = [2 — 4mn,

donde v = det(A). Entonces para cada d; impar, [ = 4mn (mod |d;|) y equivalente-
mente (I -271)? = mn (mod |d;|). Por tanto, x4, (mn) = 1.

Por lo que si D =1 (mod 4) ya hemos concluido lo que queriamos, pues todos los
discriminantes primos que dividen a D son impares. Queda ver que si D = 0 (mod 4),
entonces g4, (m - 1) = 1 para d; = {—4,8,—8}. Antes de ver este caso nos fijamos en
que como D es par, [ sera par, es decir, [ = 2k para k algn entero. En este caso,
k? = DTUQ + mn, con D/4 € Z. Como m y n son unidades modulo D, entonces m - n
es impar y positivo. Consideramos los 3 casos por separados:

1. Si dy = —4, entonces el Lema B.2 nos dice que D/4 =3 (mod 4). En este caso,
mn = k? +v? (mod 4). Al ser impar mn impar, entonces k o v es impar y solo
uno de los dos. En ambos casos, se tendria que mn = 1 (mod 4) y por tanto
X-4(nm) = 1.
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2. Si dy = —8, el Lema B.4 nos dice que D/4 = 6 (mod 8). En este caso mn =
k% + 2% (mod 8). Como mn es impar, k tiene que ser impar y por tanto mn =
1+ 202 (mod 8). Si v es par, mn = 1 (mod 8) y se tiene que x_g(7-m) = 1. Si
v es impar, entonces mn = 3 (mod 8) y y_s(mm) = (F) = 1.

3. Sid; = 8, entonces por el Lema B.4 sabemos que D /4 = 2 (mod 8) y por tanto,
mn = k? — 2v% (mod 8). Al ser mn impar, k es impar y mn = 1 — 2v? (mod 8).
Si v es par, entonces mn =1 (mod 8) y xs(7-m) = 1. Si v es impar, entonces
mn =7 (mod 8) y ys(mm) = (&) = 1.

O]

Corolario 2.19. Sea D < 0 discriminante fundamental y fo la forma principal con
discriminante D. Entonces elementos coprimos con D representados por fo modulo D
son exactamente las clases de Bp. Es decir, H = Bp.

Demostracion. Por el Teorema 2.17 sabemos que cualquier elemento de Bp es repre-
sentado por fy. Sabemos que el 1 € Bp por definiciéon y ademas esta representado
por la forma principal pues fy(1,0) = 1. En consecuencia, aplicando la proposicion
anterior, si m es representado por fy, entonces mBp = 1Bp y por tantom € Bp. [

Con este resultado conseguimos de forma directa el siguiente teorema:

Teorema 2.20. Sea D < 0 discriminante fundamental y sea t el nimero de discri-
minantes primos que lo dividen. Entonces hay 2t~ posibles géneros.

Veamos varios ejemplos de discriminantes fundamentales y sus géneros:

Ejemplo 2.21. D = —39 = —3 - 13, entonces t = 2 y hay dos géneros, el primero

formado por [(1,1,10)] y [(3,3,4)], que representan B_3s9 = {1,4,10,16,22,25} y por

otro lado, [(2,1,5)] y [(2,—1,5)], que representan {2,5,8, 11,20, 32}

Ejemplo 2.22. D = —-260 = —4-5-13, entoncest = 3 y hay 4 géneros:

Clases en cada género Clases laterales de Bp representadas

[(1,0,65)], [(9,8,9)] B_260 = {1 9,29,49, 61, 69, 81, 101, 121, 129, 181, 209}
[(3,2,22)], [(3,-2,22)]
[(6,2,11)], [(6,—2,11)]

[(5,0,13)], [(2,2,33)]

11- B260_{ﬁﬁﬁﬁﬁ®m@ﬁmm239}

33 - B_ss0 = {33,37,57,73,93,97,137,177,193,197, 213, 253}

OJH

Se conocen solo 65 discriminantes fundamentales tales que hay una tinica clase por
género. Los mostramos ordenandolos segtn el valor de t:

t=1:D=-3,—4,-7,—8, —11, 19, —43, —67, —163.

t=2:D=—15,-20, —24, —35, —40, —51, —52, —88, —91, —115, —123, —148,
—187,-232, —235, —267, —403, —427.

t=3:D=—84,-120,—132, 168, —195, —228, —280, —312, —340, —372, —408,
—435, —483, —520, —532, —555, —595, —627, —708, —715, —760, —795, —1012, —1435.
t=4:D = —420,—-660, —840, —1092, —1155, —1320, — 1380, —1428, —1540,
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—1848, —1995, —3003, —3315.
t=5:D = —5460.

De forma més general, en [3, §3, p. 44] encontramos siguiente teorema:

Teorema 2.23. Sea D = 0,1 (mod 4) negativo, y sea r el numero de primos impares
que dividen a D. Definimos u(D) como r si D =1 (mod 4) y si D = —4n

r n =3 (mod 4),
u(D)y=<¢ r+1 n=1,2 (mod 4) o n =4 (mod 8),
r 42 n =0 (mod ).

(D)-1

Entonces existen 2% géneros de formas de discriminante D.

Observacion 2.24. Se puede comprobar que para los discriminantes fundamentales
w(D) coincide con el nimero de discriminantes primos que lo dividen, lo que hemos
denotado como t durante toda la seccion.

Si recordamos el Lema 1.32 del primer capitulo, observamos que el ntimero de géneros
coincide con el cardinal de clases de orden menor o igual que 2. Y esto no es una
coincidencia, de hecho, dado un discriminante D = —4n, todo género de formas de
discriminante D consiste de una sola clase si y solo si todas las clases tienen orden
menor o igual que 2. Esto nos da una forma de buscar discriminantes que solo ten-
gan una clase por género. Gauss da una lista de 65 discriminantes que cumplen esta
propiedad cerca del final de la quinta seccion de Disquisitiones Arithmeticae':

h(—4n) valores de n
1 1,2,3,4,7
2 5.6,8.9,10,12,13, 15, 16, 18, 22, 25, 28, 37, 58

1 21,24, 30, 33, 40, 42, 45, 48, 57, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102,
112,130, 133, 177, 190, 232, 253

8 | 105,120, 165, 168, 210, 240, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 385,
408, 462, 520, 760

16 840, 1320, 1365, 1848

2.2. Teorema de Duplicacién de Gauss
El Teorema de Duplicacién de Gauss nos permite caracterizar el género principal
dado un discriminante. El Teorema dice lo siguiente:

Teorema 2.25. [Teorema de Duplicacion de Gauss| El género principal coincide con
C(D)2. Es decir, estd formado por el cuadrado de las clases en C(D).

!Gauss tenia especial interés en estos ntimeros pues ya habian aparecido anteriormente en otro
contexto. Son los denominados nimeros idéneos, Euler bautizo asi a los enteros que cumplian la
siguiente condicion: “ Sea m un entero impar coprimo con n, representado propiamente por =2 4+ ny?.
Si la ecuacion m = 22 4+ ny? tiene una solucién tnica con x e y positivos, entonces m es un ntmero
primo ”.
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Siguiendo la teoria anterior, daremos nuestra demostraciéon para discriminantes
fundamentales. Antes debemos definir el siguiente homomorfismo:

Teorema 2.26. Sea D < 0 un discriminante fundamental, entonces existe el siguiente
homomorfismo sobreyectivo, wp : C(D) — ker(xp)/Bp donde wp(C) = mBp, siendo
m un entero positivo coprimo con D representado por una forma en la clase C.

Demostracion. El Teorema 2.18 nos garantiza que esté bien definido, ya que si una
forma representa a m y n enteros positivos coprimos con D, entonces mBp = nBp.
Es un homomorfismo pues si F'(z,y) = f(z,y) o g(x,y), gracias a la Proposicion 1.23,
obtenemos que si wp(f) = m1Bp y wp(g) = maBp, entonces wp(F) = mimaBp.
Finalmente para ver la sobreyectividad apelamos al Teorema de Dirichlet, que nos
asegura la existencia de infinitos primos en cada clase de equivalencia moédulo D.
Por tanto, si m € ker(xp), existe un primo p tal que p = m y el Teorema 2.4 nos
dice que existe una forma f(x,y) de discriminante D que lo representa, por lo que,
wp([f(z,y)]) =pBp = mBp. O

Observacion 2.27. Dadas f1 y fo formas de discriminante D < 0 fundamental que
pertenecen a las clases Cy y Co respectivamente. Si wp(Ch1) = wp(Cs), entonces fi
y fo estdn en el mismo género.

Ahora ya podemos demostrar el Teorema de Duplicaciéon de Gauss:

Demostracion. (Teorema 2.25) Sea wp : C(D) — ker(xp)/Bp = {£1}P)=1 ¢l ho-
momorfismo definido anteriormente, queremos ver que C(D)? = ker(wp).

Por un lado, C(D)? C ker(wp), ya que los elementos en C(D)? son de la forma
[F = f(z,y) o f(z,y)], y por el Lema 1.23 [F] representa a m? para algiin entero m
coprimo con D representado por f(z,y). Por tanto, para todo n representado por una
clase en C(D)? se tiene que nBp = m*Bp y m? € Bp, pues x4, (m?) = 1 para todo d;
discriminante primo que divide a D. Como consecuencia podemos definir el siguiente
homomorfismo sobreyectivo: C(D)/C(D)? — {£1}#P)-1,

Por otro lado, definimos C'(D) = {C; € C(D) : orden de C; < 2}, que tiene
orden 2#P)=1 por el Lema 1.32. Si aplicamos el Primer Teorema de Isomorfia al
homomorfismo C(D) — C(D)? C C(D) que compone a cada clase con ella misma,
tenemos que: C(D)/C'(D) = C(D)?, por tanto C(D)/C(D)? tiene orden 2#P)~1, Por
lo que el homomorfismo C(D)/C(D)? — {£1}*P)~1 sera un isomorfismo y esto nos
dice que C(D)? = ker(wp). O

2.3. Equivalencia modular. Enfoque inicial de Gauss

Como comentamos en la introduccién, Gauss expone en Disquisitiones Arithme-
ticae |5] toda la Teoria de Numeros conocida hasta la época junto con importantes
aportaciones suyas. En especial, es el primero en tratar la Teoria de géneros, que apa-
rece desde el articulo 229 hasta el 287. Mientras que nuestro enfoque de la Teoria de
géneros es un enfoque moderno, donde hacemos uso de los avances de la Teoria de
Numeros, Gauss presenté esta nueva teoria desde una perspectiva distinta. El se dio
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cuenta de lo siguiente: dada f una forma de discriminante D cualquiera, los ntimeros
representados por f guardan una relacion estrecha si tomamos sus clases modulo los
primos divisores de D. La idea es que dado un primo impar que divide a D, entonces f
representara solo restos cuadraticos o no restos cuadraticos modulo p. Ademas, si D es
par, entonces los enteros impares que representa una forma f solo pueden tomar unas
determinadas clases modulo 8. Segiin estas nuevas premisas, Gauss define los caracte-
res de formas cuadraticas, y a partir de ahi crea una nueva clasificaciéon de las formas
en géneros. Esto ademas nos permite conocer los distintos géneros sin necesidad de
programarlo computacionalmente. Estudiemos en profundidad estos resultados.

Definicién 2.28. Sean f(z,y) y g(z,y) dos formas cuadrdticas, decimos que son
equivalentes mddulo n, con n > 1 natural, si existen enteros a, b, c,d tales que:

flz,y) = glax + by, cx + dy) (mod n), med(ad — be,n) = 1.

En este caso, f(x,y) y g(z,y) representardn los mismos enteros modulo n y usaremos
la notacion f ~, g para facilitar la lectura de algunas demostraciones.

Nos fijamos en que la dltima condicién nos permite que la matriz que nos lleva
una forma a otra sea invertible moédulo n. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2.29. Sea g(z,y) = bz? + 92y — Ty?. Estudiaremos su equivalencia mddulo
7 al aplicarle el siguiente cambio de variables

g(x — 2y,3y), o, equivalentemente, g <<(1) _32> <§>> ‘

Como el determinante de la matriz es 3, esta serd invertible mddulo 7 y podemos decir
que f(z,y) = gz — 2y, 3y) = 522 — 14wy + 8y? = 522 + 32 (mod 7) es equivalente a
g(x,y). Se puede comprobar que invirtiendo la matriz mddulo 7:

(o () -1((5 D)) =

Por tanto, las formas cuadrdticas
glz,y) =52" + 92y = Ty* y f(x,y) = 52® — 14wy + 8y°

son equivalentes modulo 7, es decir, podemos pasar de una a otra mediante un cambio
de variables invertible en Z /77 y representardn los mismos enteros mddulo 7.

Gracias al siguiente teorema, nos vamos a poder centrar en las congruencias entre
formas moédulo un primo.

Teorema 2.30. Sean m,n € Z* coprimos. Dos formas cuadrdticas son equivalentes
mddulo mn si y solo si son equivalentes modulo m y modulo n.

Demostracion. Vamos a suponer que f(z,y) = g(a1z + agy, asx + agy) (mod m) y
f(z,y) = g(biz + bay,bsx + byy) (mod n). Aplicando el Teorema chino del resto
encontramos enteros ¢; tales que ¢; = a; (mod m) y ¢; = b; (mod n). Por tanto,
f(x,y) = g(crz+ coy, csx + c4y) (mod mn) y se puede comprobar que el determinante
de la matriz es coprimo con mn. El reciproco es directo. ]
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Por lo que fijado D = 0,1 (mod 4) vamos a estudiar las equivalencias modulo p™,
con p primo impar, entre formas de discriminante D. Sea f(z,y) forma de discrimi-
nante D, los Lemas 1.18 y 1.16 nos dicen que f ~ ax? 4 bxy + cy? con a representado
por fy med(a,p) = 1. Aplicando la matriz

1 —-b
M = ( 2a> con det(M) = 2a,

obtenemos que (a,b,c) ~pn a(z? — Dy?). Ahora, fijaremos un resto no cuadratico
r modulo p (recordemos que la mitad de las unidades modulo p™ son cuadrados).
Entonces 7 y 722 no seran residuos cuadraticos modulo p™. De hecho, 7Z2 recorre los

no residuos cuadraticos si 72 recorre los cuadrados; es decir,

U(Z/p"Z) = UX(Z/p"Z) UrU*(Z/p"Z).
Por lo que existen dos posibles opciones: @ = u? o @ = 7u?> para alguna unidad @. Por
tanto, al evaluar a(x? — Dy?) en (w 'z, u"'y), obtenemos que:

a =12

=2

— a(z? — Dy?) equivalente a 22 — Dy? (mod p"),
a=rT —

a(z? — Dy?) equivalente a r(z? — Dy?) (mod p").

Asi concluimos que si p es un primo impar, hay como méaximo dos clases de equivalencia
modulo p”.

Estudiamos el caso donde p { D. Sabemos que 22 y r + Dy? toman cada uno
(p+1)/2 valores modulo p (que es el namero de los posibles restos cuadraticos modulo
p). Luego existen u,v € Z tales que u?> = r + Dv? (mod p), equivalentemente, r =
u? — Dv? (mod p). Por consiguiente u? — Dv? no es un resto cuadratico médulo p y
puedo tomar r = u? — Dv?. De esta forma, si evaltio 22 — Dy? en (uz + Dvy, vx + uy)
llegamos a la forma r(z? — Dy?) y por tanto, 22 — Dy? ~pn r(2? — Dy?). Es decir, si
p | D solo habra una clase de equivalencia modulo p™.

Si p | D, dada una forma f(x,y) de discriminante D esta puede ser equivalente
a 22 — Dy? = x? (mod p), v en este caso f(x,y) representa residuos cuadraticos
modulo p o f(z,y) es equivalente a r(2? — Dy?), y en este caso representara restos no
cuadraticos médulo p. Lo resumimos en el siguiente teorema:
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Teorema 2.31. Sea p un primo impar.

1. Sip| D, toda forma cuadrdtica de discriminante D es equivalente mddulo p™ a
solo una de las siguientes formas cuadrdticas:

z? — Dy? 0 r(z? — Dy?).

Si es equivalente a la primera, entonces representa restos cuadrdticos mddulo p
y si es equivalente a la sequnda, representard restos no cuadrdticos mddulo p.

2. Sipt D, todas las formas de discriminante D son equivalentes médulo p™.

A raiz de esto, Gauss defini6 lo siguiente:

Definicion 2.32. Sea f forma cuadrdtica de discriminante D y p un primo impar.

1. Sip | D, decimos que f tiene cardcter positivo mddulo p si representa restos
cuadrdticos modulo p. En caso contrario diremos que tiene cardcter negativo.
Gracias a la teoria anterior podemos definir el cardcter de f asi:

donde a es cualquier entero representado por f(x,y).

2. Sipt D, entonces definimos xp(f) = 1.

El cardcter modulo p esta bien definido por el teorema anterior y ademas, dado que
formas de una misma clase representan los mismos enteros, podriamos definir x,(C),
el caracter de una clase C.

Nos quedaria estudiar el caso p = 2. Antes de comenzar nos fijamos en que se tiene
la equivalencia: D =1 (mod 8) si y solo si ac es par.

Teorema 2.33. Sea D =1 (mod 4). Si D = 1 (mod 8) toda forma cuadrdtica de
discriminante D es equivalente a xy mddulo 2™. Si D # 1 (mod 8), entonces toda
forma es equivalente a x> + xy + y* mdodulo 2".

Antes de comenzar la demostracion daremos el siguiente lema:
Lema 2.34. Un nimero impar a es residuo cuadrdtico médulo 2F, con k > 3 si y solo

sia =1 (mod 8).

Demostracion. Es facil comprobar que un ntimero impar es residuo cuadratico médulo
8 si y solo si es equivalente a 1 médulo 8. Veamos que si a es resto cuadratico médulo
2% entonces lo es modulo 2811, En efecto, si a = 2 + m2F, entonces

(r+ ka_l)2 =2t m2F 1 m22k2 = (mod 2k+1)

si k > 3 (pues entonces 2k — 2 > k + 1). Por tanto, si a = 1 (mod 8) entonces sera
residuo cuadratico modulo 28! para k > 3. O
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Demostracion. (Teorema 2.33). Sea f(x,y) forma cuadratica de discriminante D, por
los Lemas 1.18 y 1.16, f(z,y) ~ ax?® + bry + cy? con a impar representado por f.
Como b es impar, entonces evaluando en (x,yb~!) llegamos a que f ~an (a,1,c). Si
D =1 (mod 8), entonces ¢ sera par y por tanto f ~aon (a,1,2c”).

Si evaluamos la forma xy en (x 4+ 2uy, ax + vy) con u,v € Z y v impar, entonces
xy ~on (a,2au + v,2uv). Teniendo en cuenta esta tltima congruencia, podremos
concluir que f(z,y) es equivalente a zy modulo 2™ si vemos que

1 (mod 2™),
d’ (mod 2m).

v+ 2au
UV

Multiplicando por v la primera congruencia y usando la segunda queda
v? — v = —2ac’ (mod 2).

Por tanto, solo tenemos que ver que existe v impar solucién de esta congruencia.
Multiplicando por 4 a ambos lados y reordenando la congruencia queda:

(2v —1)2 =1 — 8ac” (mod 22,

la cual tiene solucion gracias al Lema 2.34.

Nos queda ver el caso D # 1 (mod 8). Existen 2 p, ¢ enteros con p impar tales que:
ap? +bpg +cq® = 1 (mod 2"). Entonces si evaluamos la forma (a, b, ¢) en (pz, gz +1v),
nos queda que (a, b, c) ~on (1,b,¢) con b’ impar. Si evaluamos esta tltima forma en
(z,yb~1), obtenemos que (1,b',¢) ~on (1,1,¢) con ¢ impar, es decir, ¢ = 2k + 1 para
algiun k entero. Concluimos que (a, b, c) ~on (1,1,2k + 1).

Por otro lado, evaluando 22 4 zy + y? en (z + 7y, sy) con s impar vemos que
(1,1,1) ~an (1,27 + 8,72 + 15+ s2). Por lo tanto, para ver que (1,1,1) y (1,1,2k +1)
son equivalentes médulo 2™, tenemos que encontrar r, s enteros, con s impar tales que:

2r+s = 1 (mod 27),
r’+rs+s2= 2k+1 (mod 2").

Al despejar r llegariamos a que 72 — r = par (mod 2"), que es la ecuacién que hemos

resuelto en el caso anterior y sabemos que existe la soluciéon que buscabamos. ]

Por tltimo, nos quedaria ver las congruencias moédulo 2™ entre formas con discri-
minante D par. Sea f = (a,b,c) forma de discriminante D, en este caso b es par y
al igual que en la demostracién anterior, podemos suponer a impar. Evaluando f en
(x — (b/2)y, ay), llegamos a que f ~on a(z? — D'y?) con D' = D/4.

Definimos 7 = +1, £5 de tal forma que a = r (mod 8), y sea u = 7! (mod 8). En-
tonces ua = 1 (mod 8) y por el Lema 2.34 existe un k impar tal que k% = au (mod 2").
Por tanto a = rk? (mod 2") y evaluando la forma a(x? — D'y?) en (k~'x, k~1y) nos
queda que esta es equivalente moédulo 2" a

(2.1) r(z? — D'y?),  r==41,%5.

2La demostracién de la existencia se puede ver en [2, §14.1, p. 499].
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Luego parece que las clases van a depender de qué impares moédulo 8 represente f.
Ahora vamos a ver que si 22— D’y? representa a r modulo 8, entonces sera equivalente a
la forma (2.1) médulo 2". En efecto, si existen enteros u y v tales que A = u?— D'v? =
r (mod 8), entonces al evaluar 22 — D'y? en (uz + D'vy, v +uy) queda A(x? — D'y?).
Con un proceso analogo al anterior llegamos a que 22 — D'y? es equivalente a r(z? —

D'y?) modulo 2" para el r considerado.

En vista de lo anterior estudiamos qué impares modulo 8 representa 22 — D'y? en
funcion del valor de D’ moédulo 8:

(Drjof 12 (345 |6 |7
r[ 10| 11|11 11
+5 5|5 45|55

Veamos varios ejemplos de como interpretar la tabla:

Si D' = D/4 = 3,4,7 (mod 8), entonces z? — D'y? representa impares congruentes
con 1,5 moédulo 8, por tanto, 2 — D'y? ~agn 5(2? — D'y?), de donde se sigue que
—(2? — D'y?) ~an —5(z% — D'y?). Por ello habra dos clases de equivalencia modulo
2™ la primera representa impares congruentes con 1,5 modulo 8 y la segunda impares
congruentes con —1, —5 modulo 8.

Si D/4 = 1,5 (mod 8), la forma 22 — D'y? es equivalente moédulo 2" a r(x? — D'y?)
para r = +1,45, es decir, todas las formas son congruentes modulo 2". Luego no
podemos acotar qué impares representa una forma cuadratica médulo 8.

En conclusién, dada una forma de discriminante D par, para determinar qué clase
es modulo 2™ tenemos que fijarnos en qué impares representa moédulo 8. Por lo que,
ya no basta con ver el Simbolo de Legendre de un elemento representado por f(z,y),
ahora vamos a tener que considerar los siguientes caracteres:

A 1 si k=1,5 (mod ),
o(k) = (k> - { -1 si k=-1,-5 (mod 8),

(k) = 2\ _ 1 si k=1,-1 (mod ),

W=k) 71 -1 si k=5,-5 (mod 8),

=2\ _ 1 si k=1,-5 (mod 8),
| -1 si k=-1,5 (mod 8).

Donde vemos que modulo 8 el caracter 0 distingue a las clases {1,5} de {—1, -5},
e distingue las clases {1, —1} de {—5,5} y de distingue las clases {1, -5} de {—1,5}.
Por lo que definiremos el caracter médulo 2 de una forma f de la siguiente forma:

1 si D/4=1,5(mod 8),
B e(a) si D/4=2 (mod 8),
X2() =9 5a) si D/4=347 (mod ),
de(a) st D/4 =6 (mod 8).

donde a es un entero representado por f. Con esta nueva definicién y con la tabla,
podemos dar el siguiente teorema:
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Teorema 2.35. Sip es primo y p | D, dos formas cuadrdticas de discriminante D
son equivalentes maodulo p™ si y solo si tienen el mismo cardcter modulo p.

La conclusion de este apartado es que vamos a poder clasificar las formas de
discriminante D en funcién de si representan restos cuadraticos o no médulo p para
todo p | D. En caso de ser D par, también las clasificaremos segtin si representan
los mismos impares o no médulo 8. Es decir, hemos conseguido llegar a la nocién de
géneros desde otro camino distinto. En este caso, diremos que dos formas pertenecen
al mismo género si tienen los mismos caracteres. Veamos varios ejemplos:

Ejemplo 2.36. Volvemos a nuestro discriminante D = —20 para cerciorarnos de que
estamos hablando de lo mismo. Como D/4 = —5 = 3 (mod 8), la tabla nos dice que
una forma cuadrdtica de discriminante —20 puede representar impares congruentes con
{1,5} o {—1,—5} (mod 8). Para estudiarlo necesitamos el cardcter xo = 0. Tenemos
la siguiente tabla:
| Do |5
2?2 + 5y + | +
222 + 2zy + 3y% | —

La primera fila nos dice que x> +5y* representa enteros congruentes con 1,4 (mod 5) y
1,5 (mod 8). Por el Teorema chino del resto, son congruentes con 1,9,29,21 (mod 40).
Por consiguiente, si % + 5y? representa un entero m, entonces m = 1,9 (mod 20).
Andlogamente, la sequnda fila dice que 2z + 2xy + 3y? representa enteros de la forma
m = 2,3 (mod 5) ym = —1,—5 (mod 8); equivalentemente, m = 3,7,23,27 (mod 40)
y por tanto, m = 3,7 (mod 20), que son los resultados que conociamos.

Ejemplo 2.37. Si D =60 = 3-4-5, entonces D/4 = 15 = 7 (mod 8). El cardcter
X2 serd &, y una forma de discriminante 60 puede representar impares congruentes
con {1,5} o {—1,—5} mddulo 8. En la siguiente tabla se muestran varias formas
cuadrdticas de discriminante D = 60 y sus correspondientes caracteres.

| D=60 |4 |xs]xs ]|
= 15y% | + | + | +

15z —y? | — | — | +
322 —=5y? | — | + | —
5z2 —3y* |+ | — | —

Ejemplo 2.38. Si D = —28, entonces D/4 =1 (mod 8). Dada f forma de discrimi-
nante D, x2(f) = 1, por lo que representard cualquier impar mddulo 8. En particular,
solo hay una clase de formas cuadrdticas y su tabla de caracteres es la siguiente:

| D=-28]|x2 | x7|
22+ ]+

Lo que quiere decir que x> + Ty? representa cualquier impar mdodulo 8 y enteros que
sean restos cuadrdticos mddulo 7.

Ejemplo 2.39. Para D = —504 = —8-32 -7, como D/4 = 2 (mod 8), una forma f
de discriminante —504 representa impares congruentes con {1,—1} maodulo 8 si e(f)
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es positivo y congruentes con {5, —5} mddulo 8 si €(f) es negativo. También se puede
ver si representan restos cuadrdticos o no mddulo 3 (x3(f) es positivo o negativo) y
restos cuadrdticos o no mddulo 7 (x7(f) es positivo o negativo).

Si D = —480 = —2°-3 -5, en este caso como D/4 = 0 (mod 8), una forma de
discriminante —480 representa impares congruentes a una unica clase mddulo 8 y por
tanto tenemos que estudiar los 3 posibles caracteres mddulo 2 de cada forma cuadrdtica.
Representamos los caracteres en una tabla:

D = -504 € | X3 | X7 D = —480 € 0 | e X3 | X5
z? +126y° ++ |+ 2% +120y° +1+ ]+ |+ |+
922 + 14y? + - |+ dx? + oy +31y2 | — |+ | = | + | +
2z% + 63y> +|— |+ 8z% + 15y |+ =]
T2? + 18y? +|+ |+ 822 +8xy + 17Ty |+ |+ |+ | — | —
5?2 +4dxy +26y% | — | — | — 322 + 40y? =1+ + |-
1002 — 4oy + 1392 | — | + | — 1202 + 122y + 1392 |+ | — | — | + | —
5z —day +26y? | — | — | — 5% + 2492 +l=] =] -1+
1002 + 4oy + 1392 | — | + | — HNa? + 2y + 1192 | — | = |+ | — | +

Estos tltimos ejemplos son muy ttiles pues permiten apreciar toda la teoria ex-
puesta en las paginas anteriores. Por un lado, nos permiten distinguir los distintos
géneros que hay de forma visual, e incluso podemos ver qué clases pertenecen a un
mismo género (que seran aquellas que tengan los mismos caracteres). Ademas como
hemos hecho en los primeros ejemplos, sabremos qué unidades moédulo D representan
cada clase de formas cuadréticas, pues conocemos qué unidades moédulo p representan
para cada p primo divisor de D.

Ademaés, nos fijamos en que cualquier forma compuesta con ella misma va a tener
todos los caracteres positivos, pues si nos fijamos en los caracteres x, siendo p un primo
impar, al multiplicar dos restos no cuadréticos obtenemos un resto cuadratico médulo
p. Si observamos x2, cualquier impar al cuadrado es congruente con 1 (mod 8) y los
subconjuntos de impares de la forma {—1, —5},{5, =5} y {—1,5} modulo 8 cumplen
que al multiplicarlos con ellos mismo devuelven el subconjunto restante de impares
modulo 8, que sera el que contiene al 1 y el representado por la forma principal. Es
decir, las clases al cuadrado van a tener todos los caracteres positivos y por tanto
estan en el género principal; que es resultado del Teorema de Duplicaciéon de Gauss.

2.4. Resolucion de conjeturas iniciales

No podiamos terminar este trabajo sin dar una demostraciéon a las conjeturas
iniciales que llevaron al desarrollo de toda esta teoria, las cuales veremos que son
casos muy directos dentro de la Teoria de géneros.

Teorema 2.40. Sea p primo, entonces p = x* + y? para ciertos x,y € 7 si y solo si

p=2o0op=1 (mod4).

Demostracion. Llamemos fi(z,y) = x? + 3?2, entonces el discriminante de f; es
D = —4. La forma f; representa a p = 2 pues fi(1,1) = 2. Por otro lado, dado
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p un primo impar, sabemos por el Teorema 2.4 que p es representado por una forma
de discriminante D = —4 si y solo si —4 es residuo cuadratico médulo p. Equivalen-

temente: A )
<_> = <_> =1 <= p=1 (mod 4).
b D

Si vemos que la tnica forma reducida con este discriminante es fi, entonces esta
ha de representar a todo primo p con p = 1 (mod 4). Sea g = (a, b, ¢) forma reducida
de discriminante —4, entonces a?> < —D/3 = 4/3 y b ha de ser par. Por tanto, la tinica
opcion es @ = 1 y b= 0 se tiene que cualquier forma reducida es g = 22 + y2. ]

Teorema 2.41. Sea p primo, entonces p = x2 + 2y para ciertos x,y € Z si y solo si
p=1,3 (mod 8).

Demostracion. Llamemos fo(z,y) = 22 + 2y%, entonces el discriminante de fy es
D = —8. Dado p un primo impar, sabemos por el Teorema 2.4 que p es representado
por una forma de discriminante D = —4 si y solo si (_78) = (_72) = 1. Por tanto hay

dos opciones:

G- ()1 (12 Hotims? vt

(0= = {32 P58 ) o

Por lo que si p primo es representado por una forma de discriminante —8 si y solo si
p = 1,3 (mod 8). Si vemos que la tnica forma reducida con este discriminante es fa,
entonces esta ha de representar a p y ya tendriamos el resultado que buscamos. Sea
g = (a,b,¢) forma reducida de discriminante —8, entonces a®> < —D/3 = 8/3 y b es
par. Por tanto, la tinica opcién es a = 1y b= 0y se tiene que g(z,y) = 22 +2y%. O

Teorema 2.42. Sea p primo, entonces p = x> + 3y? para ciertos x,y € Z si y solo si
p=3o0op=1 (mod 3).

Demostracion. Llamemos f3(z,y) = x? + 3y?, entonces el discriminante de f3 es
D = —12. El caso p = 3 es directo, pues f3(0,1) = 3. Si p es un primo impar, sabemos
por el Teorema 2.4 que p es representado por una forma de discriminante D = —12 si
y solo si

p p p 3 ’

Si vemos que la tnica forma reducida con este discriminante es f3, entonces esta ha
de representar a todo primo p = 1 (mod 3) y ya tendriamos el resultado que buscamos.
Sea g = (a,b,c) forma reducida de discriminante —12, entonces a?> < 12/3 = 4y b
par. Sia =1y b =0, g = 2%+ 3y?, que es reducida. La otra opcién seria a = 2, si
b = 0, entonces no existe c tal que ¢ = (b> — D)/4a, y si b = 2 entonces la forma que
queda es 222 4+ 22y + 22, la cual no es primitiva y por tanto tampoco es reducida.
Es decir, la tnica forma reducida es f3(z,y) = 22 + 3y O






APENDICE A

Reciprocidad cuadratica. Simbolos
de Legendre y de Jacobi

Esta primera seccién del Apéndice la dedicaremos a repasar resultados vistos en el
grado relativos a la Reciprocidad cuadrética y el Simbolo de Legendre y Jacobi, pues
son de gran utilidad para este trabajo y se usan con relativa frecuencia.

Lema A.1. Sean r,s enteros impares, entonces:

r—1 s—1 rs—1
= 2).
2 + 5 5 (mod 2)

Demostracion. Sir = s (mod 4), entonces 7 + s =rs+ 1 =2 (mod 4) y si, en caso
contrario r = 3 (mod 4) y s = 1 (mod 4), entonces r + s = rs+ 1 =0 (mod 4). En
cualquier caso, si r y s son impares, entonces 7 + s = rs + 1 (mod 4) y el lema es
resultado directo de esta equivalencia. ]

Lema A.2. Sean r,s impares, entonces:

-1 -1 r2s?2 — 1
= d 2).
g + g g (mod 2)

1 (mod 16) sir = +1 (mod 16),
2 = 9 (mod 16) sir =43 (mod 16),
“ 1 9 (mod 16) sir=+5 (mod 16),
1 (mod 16) sir =47 (mod 16).
Si 72 = 52 (mod 16), entonces 725 +1 = r? + 52 = 2 (mod 16). Mientras que si

r2 # 52 (mod 16), se tiene que 7252 + 1 = 72 4+ 52 = 10 (mod 16). En cualquier caso
1?5241 = r?+5? (mod 16), y directamente podemos obtener la igualdad del lema. [

Ahora ya comenzaremos la seccion con la siguiente definicion:

Definicion A.3. Sean m,n enteros con n > 0. Decimos que m es residuo cuadrdtico
mddulo n si m = 2% (mod n) para algin entero x.
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36 Reciprocidad cuadratica. Simbolos de Legendre y de Jacobi

En concreto, observamos que los residuos cuadraticos médulo p son:

-1

12,22, (P2

{25
1

Pues (p — a) a? (mod p), por lo que podemos suponer a < P5=. En general, la
mitad de las unidades moédulo p™ seran cuadrados.

2:

Definicion A.4. Sea a entero y p primo impar. Definimos el Simbolo de Legendre de
la siguiente forma:

. 0 sip|a,
<> = 1 siptayaes residuo cuadrdtico mddulo p,
p -1 siptayamno esresiduo cuadrdtico modulo p.

Vamos a ver ciertas propiedades que cumple el Simbolo de Legendre. La ley més
importante es la siguiente:

Teorema A.5. (Ley de Reciprocidad Cuadrdtica). Sean p y q primos impares, enton-

()=

Lema A.6. (Leyes suplementarias) Sea p primo impar, entonces:

- o @

Lema A.7. (Criterio de Euler) Sea p primo impar y sea a un entero coprimo con p.
Entonces

<“> =a"7 (mod p).

p

Demostracion. Las raices de 21 — 1 en Z/pZ son las clases 1,2,...,p — 1 (todas

salvo el 0). Ademaés
P

2P 1= (2"~ )T 4 1).

Si 2 = a? (mod p), anula el primer factor (por el pequefio teorema de Fermat) y si
x # a® (mod p), debe anular el segundo factor. Por lo que en el primer caso tenemos
que:

En el segundo caso:

El criterio de Euler nos permite obtener varios resultados:
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Corolario A.8. Sea p primo impar y a,b enteros cualesquiera. Entonces:

5)-G)6)

Demostracion. Sip|a o p|b entonces es trivial. Si pfa y p1b, entonces:

(‘;”) (ab)"7 = ()" (1) = (“) Cj) (mod p).

b

Como el simbolo de Legendre es 1 o —1, probar la congruencia médulo p supone
probar la igualdad.

Para p = 2 la igualdad se consigue gracias al Lema A.1. O
Gracias al criterio de Euler también podemos demostrar las leyes suplementarias.

Demostracion. (Leyes suplementarias)

Para la primera Ley suplementaria basta sustituir ¢ = —1 en el Criterio de Euler.

2 2_
Para la segunda Ley suplementaria queremos ver que <> = (—1)pT1

Sea P = %1, usando las siguientes igualdades

y sacando factor comin a —1 podemos escribir:
P! = ()2 FP (1) 2. (=3) - ... (£P).

Nos fijamos en el lado derecho y sustituimos los términos impares de la siguiente
forma:
—1=2P (mod p),-3 =2(P — 1) (mod p),...

Nos queda:

P(P+1)

(-D)HFP o (—1). 2. (£P)=(-1)" 2 -2-4-..-2(P—1)-2P (mod p).

Sacando factor comun a 2 queda la siguiente igualdad:

(P+1)

P! =(-1) 2P P! (mod p).

+1)

Por lo tanto, 28 = (— 1) (mod p) y aplicando el criterio de Euler junto con la
—_p -1 —1

Pi1
PP+1) + ) — concluimos lo que queriamos. ]

igualdad

Podemos observar que el Simbolo de Legendre solo esta definido para ntimeros
primos; es aqui donde aparece el Simbolo de Jacobi, que es una extension para nimeros
impares:
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Definicion A.9. Sean n, m enteros coprimos con m > 0 impar. Definimos el simbolo

de Jacobi:
k e
() 11 (3)
Myl \P

donde pS* ... pSF = m es su factorizacion en nidmeros primos.
1 k

Proposicion A.10. El Simbolo de Jacobi cumple la Ley de reciprocidad cuadrdtica y
las Leyes suplementarias:

. (;j) =(-1)"7,

(2)() = e

Demostracion. Demostramos la primera Ley suplementaria: si m = p{'.. .pzk es la
factorizacién en primos, tendriamos que

<;n1> - ﬁ <_1> . (—1)Z i eilpi=1)/2,

=1 \Pi

Aplicando el Lema A.1 sucesivamente a la suma obtenemos lo siguiente:

k e;
ei(pi—1) _ [lisypi' =1 _m—1
= === = mod 2).
Z 2 2 2 ( )
=1
Para demostrar la segunda ley suplementaria el proceso es anélogo pero apoyandonos
en el Lema A.2. Finalmente para la demostracion de la reciprocidad cuadratica en el

Simbolo de Jacobi observamos que sim =py...pr ¥y 7 = q1 - ..q; entonces:
n m kL ; ; k 1 (p=1) (@51
() <> - H H <p1> <qj> - (_1)21:12':1 e
mj\n i=1j=1 \9i/ \Pi

Aplicando el Lema A.1l inductivamente llegamos a que:

l
(mod 2).

pi—1) (-1 _n—1g~(pi—-1) n—1m—1
R )

2 < 2 2 2
1 =1

=1



APENDICE B

Resultados relativos a
discriminantes fundamentales

En este apartado daremos las demostraciones relativas a discriminantes fundamen-
tales y discriminantes primos, recordemos las definiciones:

Definicion B.1. Sea D € Z\{0,1} con D = 0,1 (mod 4). Decimos que D es un
discriminante fundamental si no es divisible por ningin cuadrado de un primo impar
y es impar o D =8 o D =12 (mod 16). Decimos que d es un discriminante primo si
es un discriminante fundamental divisible solo por un wunico primo.

Antes de comenzar, daremos varios lemas previos que vamos a necesitar en las
demostraciones:

Lema B.2. Sea D un discriminante fundamental par. Entonces D/4 =2 (mod 4) o
D/4 =3 (mod 4). En ambos casos, el entero D /4 es libre de cuadrados.

Demostracion. Si D es par entonces D = 8 + 16k o D = 12 + 16/. En cualquier caso
podemos dividir entre 4 obteniendo D/4 = 2 + 8k en el primer caso, lo que implica
D/4 =2 (mod4),y en el segundo caso, D/4 = 3+4l, y por tanto D/4 = 3 (mod 4). O

Lema B.3. Sea d entero libre de cuadrados satisfaciendo d = 2,3 (mod 4), entonces
4d es un discriminante fundamental.

Demostracion. Obviamente 4d = 0 (mod 4) y ademas 4d # 0, 1. Por otro lado, como
d es libre de cuadrados, 4d no es divisible por un primo impar al cuadrado. Ademas, si
d = 244k, entonces 4d = 8 (mod 16) y si d = 3+ 4k, entonces 4d = 12 (mod 16). O

Lema B.4. Sea D discriminante fundamental divisible por 8. Si reordenamos su
descomposicion en discriminantes primos de la siguiente forma: D = dyi...d; con
dy = 18, entonces si dy = -8, D/4 =6 (mod 8) y si dy =8, D/4 =2 (mod 8).

Demostracion. Si di = —8 entonces D = —8 - dy...d; con da...dy = 1 (mod 4)
pues cada d; es un discriminante primos impar. Entonces existe un entero k tal que
P8 = 144k, y multiplicando por —2, obtenemos la congruencia % =6 (mod 8). Para
d; = 8, la prueba es analoga. ]

39
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Demostraciéon de la Proposiciéon 2.12

Demostracion. Procedemos por induccién en t, el nimero de divisores primos de D.
Sit =1, entonces D es un discriminante fundamental primo. Suponemos la hipotesis
cierta hasta t y consideramos D, discriminante fundamental divisible entre ¢ + 1 divi-
sores primos. Esto significa que existe al menos un primo impar p que divide a D. Sea
d, =1 (mod 4) el correspondiente discriminante primo. Si tomamos D’ = D/d,, y ve-
mos que es un discriminante fundamental, entonces aplicando la hipo6tesis de induccion
sobre D’ obtenemos la factorizacion que buscabamos de D pues D = D' - d,,.

Si D =0 (mod 4) el Lema B.2 nos dice que D = 4n con n =2 0 3 (mod 4) y libre
de cuadrados y por tanto, D' = 4n/d,. Si llamo m = n/d,, entonces m es un entero
libre de cuadrados y m =2 0 3 (mod 4). Como D" = 4m, el Lema B.3 nos dice que
D’ es un discriminante fundamental.

Si D =1 (mod 4), entonces D es divisible por ¢ + 1 primos impares distintos y es
libre de cuadrados. Por lo que D' = D/d, =1 (mod 4) y es libre de cuadrados, por
tanto D’ es discriminante fundamental.

O

Demostracion del Teorema 2.13

Demostracion. Antes de comenzar la demostracion es conveniente observar que si d;
es un discriminante fundamental primo, entonces d; = 0,1 (mod 4) y por tanto esté
bien definido el homomorfismo x4,. Sea m entero coprimo con D, separamos la prueba
en casos:

1. Si D =1 (mod 4) entonces, xp(m) = (7;|> con |D| = |d1]...]|d¢|, con d; primo

impar para i = 1,...,t. Por la definicién del simbolo de Jacobi tenemos:

2. Si D = 0 (mod 4), podemos reordenar la factorizacion y llamar d; al discri-

minante primo par (dy = —4,8 o — 8). Escribiendo D = 2° con u impar, se
puede comprobar caso a caso que xp(m) = x4, (m) (ﬁ) donde |u| = |da] ... |dq].

Tenemos lo siguiente:

XD = Xd; (M) <‘::L|> = Xdy <|dnz|) e <|ZZ|> = Xd, (M)Xdy (M) - - . Xd, (m).
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