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Resumen

A lo largo de la historia, la ecuacién de Pell ha aparecido en diversos problemas
matematicos. Arquimedes pudo ser el primero en plantear un problema, conocido
como el Problema del Ganado, cuya resolucién requeria del conocimiento de estas
ecuaciones, siendo éstas de la forma 22 — Dy? = 1, para D € Z libre de cuadrados y
donde z,y € Z. Para la resolucion de las mismas, conviene factorizarlas en Z[v/D], de
manera que los elementos con norma unitaria de dicho anillo se corresponderédn con
las soluciones a la ecuaciéon de Pell. Demostraremos que esta ecuacién tiene siempre
solucion, lo que es mas, tiene infinitas y todas ellas pueden obtenerse como potencia
de la que conocemos como solucién fundamental. A partir de esto, analizaremos la
relacion de estas ecuaciones con la norma de un elemento del anillo de enteros de un
cuerpo cuadratico, para asi poder demostrar un caso particular del Teorema de las
Unidades de Dirichlet, que muestra que el grupo de unidades del anillo de enteros es
infinito en el caso de cuerpos cuadraticos reales. El método de aproximacién de niimero
irracionales mediante fracciones continuas constituye una herramienta clave para la
resolucién de estas ecuaciones, pues proporcionan una aproximaciéon racional muy
préoxima a ntmeros irracionales. Para ser capaces de mostrar la solucién del ganado,
analizaremos cémo resolver la ecuacién de Pell con fracciones continuas obteniendo
la solucién fundamental de la misma y veremos como obtener el resto de soluciones a
partir de la fundamental. Finalmente, usaremos herramientas tales como la aritmética
modular para dar una solucién definitiva al problema de las infinitas que tiene.

Abstract

Throughout history, Pell’s equation has appeared in various mathematical prob-
lems. Archimedes may have been the first to pose a problem, known as the Cattle
Problem, whose solution required knowledge of these equations, being of the form
2 — Dy? = 1, for D € Z free of squares and where z,yy € Z. In order to solve
them, it is convenient to factor them in Z[v/D], so that the elements with unit norm
of that ring will correspond to the solutions to the Pell equation. We will show that
this equation always has a solution, what is more, it has infinitely many solutions
and all of them can be obtained as a power of the one we know as the fundamental
solution. From this, we will analyze the relation of these equations with the norm of
an element of the ring of integers of a quadratic field, in order to prove a particular
case of Dirichlet’s Unit Theorem, which shows that the group of units of the ring of
integers is infinite in the case of real quadratic fields. The method of approximation
of irrational numbers by continued fractions is a key tool for solving these equations,
since it provides a very close rational approximation to irrational numbers. In order
to be able to prove the solution of the cattle, we will analyze how to solve the Pell
equation with continued fractions obtaining the fundamental solution of the same one
and we will see how to obtain the rest of solutions from the fundamental one. Finally,
we will use tools such as modular arithmetic to give a definite solution to the problem.
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Introduccion

El Problema del Ganado de Arquimedes, también conocido actualmente como el
Problema del Ganado, es un problema interesante cuya resoluciéon se basa en la solucién
a la ecuacion de Pell, siendo ésta toda ecuacion diofantica de la forma z? — Dy? =1,
con D € Z~ libre de cuadrados.

El nombre de estas ecuaciones se debe a un error cometido por Leonhard Euler
(1707 — 1783), quien pensaba que el estudio profundo de éstas habia sido realizado
por John Pell (1610 — 1685), sin embargo, fue William Brouncker (1620 — 1683) quien
desarroll6 un procedimiento que involucraba fracciones continuas para resolver las
ecuaciones que actualmente conocemos como ecuaciones Pell. Aunque Brouncker uti-
lizo6 fracciones continuas y obtuvo soluciones, fue Joseph-Louis Lagrange (1736 —1813)
el matematico que demostrd que tenia infinitas soluciones y pulié el método de la frac-
cién continua.

El Problema del Ganado fue publicado en 1773 por Gotthold Ephraim Lessing
(1729 — 1781), poeta y literario que trabajo en la Biblioteca Herzog-August de Wol-
fenbiittel (Alemania). Lessing publico un epigrama griego que habia editado a partir
de un manuscrito arabe. Este consta de una cabecera, 22 disticos elegiacos asi como
una falsa solucion del problema y un anélisis del mismo llevado a cabo por Chr. Leiste.

En 1880, Krumbiegel [5], cuestion6 que Arquimedes fuese realmente el autor del
poema, lo cual ocasiond la actual controversia con el titulo del mismo. Si bien es cierto
que Arquimedes es quien plante6 el problema matematico en si, caben dudas de su
originalidad y en su lugar, se le atribuye a helenistas. Por el contrario, Fraser |2] fue
capaz de justificar de manera casi irrefutable que Arquimedes era el verdadero autor
del poema.

Las traducciones mas frecuentes del problema han sido publicadas por Thomas
[10], Hillion y Lenstra [3]. La traduccion de la cabereza se le atribuye a Fraser [2] y
es la siguiente:

“Problema que Arquimedes plante6 en forma epigramaética y envio a los interesados
en estas cuestiones en Alejandria, en la carta dirigida a FEratostenes de Cirene.”

Presentamos la traduccion elaborada por Thomas [10] del problema al espanol:

“El dios sol tenia un rebano formado por un cierto nimero de toros blancos, negros,
moteados y amarillos, asi como vacas de los mismos colores. De tal forma que el
numero de toros blancos es la mitad y la tercera parte de los negros mds los amarillos.
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VIII Introduccién

El nimero de toros negros es igual a la cuarta mds la quinta parte de los moteados
mds los amarillos. El numero de toros moteados es igual a la sexta mds la séptima
parte de los blancos mds los amarillos. El nimero de vacas blancas es igual a un tercio
mds un cuarto de la suma de los toros negros y las vacas negras. El nimero de vacas
negras es iqual a la cuarta parte mds la quinta parte de la suma de los toros moteados
mds las vacas moteadas. El nimero de vacas moteadas es igual a la quinta mds la
sexta parte de la suma de los toros amarillos mds las vacas amarillas. El nimero de
vacas amarillas es igual a la sexta mds la séptima parte de la suma de los toros blancos
mds las vacas blancas. La suma de los toros blancos y negros es un niumero cuadrado
y la suma de los toros moteados y amarillos es un numero triangular. ;Cémo estaba
compuesto el rebano?”

La solucién de la primera parte del problema, correspondiente con las lineas 1 —12,
sblo requiere del manejo de algebra lineal y resoluciéon de un sistema lineal de siete
ecuaciones y ocho incognitas. La parte compleja del problema se halla en la segunda
parte, cuando se establece la condicién de que la suma de toros blancos y negros debe
ser un nimero cuadrado y a su vez, la suma de los toros moteados y amarillos debe
resultar ser un ntimero triangular. Con esto, la resoluciéon del problema requiere del
conocimiento de las ecuaciones de Pell.

A lo largo de los anos han surgido algunas controversias con la redaccion del
problema, pero no se han aceptado cambios considerables. La duda més significativa
gira en torno a la segunda parte del problema, donde usamos que la suma de toros
blancos y negros es un cuadrado. El conflicto surge entre la interpretacién de la suma
de éstos como ntmero cuadrado de la forma u? para un cierto entero positivo, con lo
que llegamos a que el Problema del Ganado se reduce a la resoluciéon de una ecuaciéon
de Pell, o si lo que realmente queria decir Arquimedes era que los toros, cuando se
empaquetan juntos, deben formar una figura cuadrada, ya que estos animales son més
largos que anchos. La resolucién al problema de esta segunda manera fue dada por
Wurm [13] y la aniadimos en el Apéndice A.

Con el fin de ser capaces de resolver la ecuacion de Pell que obtenemos al plantear
el Problema del Ganado, en el primer capitulo estudiamos a fondo estas ecuaciones,
siendo un caso particular de ecuaciones diofanticas, es decir, un caso particular de
ecuaciones cuyas soluciones solo admiten valores enteros y en ocasiones, racionales.
Veremos que tales ecuaciones tienen siempre solucion y llamaremos fundamental a
la minima solucién con componentes x,y positivas. Lo que es mas, las ecuaciones de
Pell tienen infinitas soluciones y todas ellas pueden obtenerse como potencias de la
soluciéon fundamental. Para ser capaces de resolver la ecuacion de Pell, es conveniente
factorizarla en Z[v/D] de la forma 22 — Dy? = (z +y v D)(x —y v D) = 1, de manera
que encontrar soluciones a la ecuacién de Pell es equivalente a encontrar elementos de
Z[v/'D] con norma 1. Si denotamos como R(n) al conjunto de elementos de Z[v/D] cuya
norma es n, demostraremos que R(1) es infinito. Estudiaremos tambien los conjuntos
R(—1), R(£4) con el fin de caracterizar el grupo de unidades del anillo de enteros de
un cuerpo cuadratico.

El estudio de cuerpos de niimeros algebraicos es una pieza fundamental para nues-
tro interés principal: las ecuaciones de Pell, en concreto, vamos a prestar especial aten-
cion al caso de los cuerpos de ntmeros cuadraticos. A lo largo del segundo capitulo,



IX

caracterizaremos el anillo de enteros de un cuerpo cuadratico K, al que denotaremos
por Of, siendo éste el conjunto que incluye todos los elementos a € C que perte-
necen a K cuyo polinomio minimo tiene coeficientes enteros. Con su correspondiente
caracterizacion, procederemos a demostrar el Teorema de las Unidades de Dirichlet
para cuerpos cuadraticos, que demuestra que el grupo multiplicativo de las unidades
de Of es infinito para el caso real y por otro lado, finito para el imaginario.

Los distintos métodos que conocemos para resolver la ecuacion de Pell se unifican
en lo que se conoce como fracciones continuas, las cuales permiten una representacion
de los ntmeros reales alternativa a su expresiéon decimal y mas ligada a sus propiedades
algebraicas. A lo largo del tercer capitulo, desarrollaremos algunas de las propieda-
des estandar de las fracciones continuas y caracterizaremos los ntmeros cuadraticos,
es decir, los que son raiz de una ecuacién racional de segundo grado, como aquellos
cuya fracciéon continua es periddica, resultado recogido en el Teorema de Lagrange.
Finalmente, implementaremos el uso de fracciones continuas como herramienta pa-
ra el calculo de soluciones de la ecuacion de Pell, viendo cémo obtener la solucion
fundamental de la misma.

Finalmente, en el ultimo capitulo, usaremos todos los resultados y procedimien-
tos descritos en los apartados anteriores para ser capaces de resolver el Problema del
Ganado. La primera parte del problema requiere del manajo del dlgebra lineal. La
segunda requerird de herramientas més complejas, por lo que recurriremos a la arit-
mética modular y realizaremos un test de divisibilidad que nos llevaréa a encontrar las
soluciones al problema planteado por Arquimedes.

Por dltimo, en el primer Apéndice anadiremos la demostracion y resolucion del
problema de Wurm, seguido de un segundo Apéndice que incluye definiciones necesa-
rias para el entendimiento del contenido del trabajo. Finalmente, incorporaremos un
tercer Apéndice que incluye demostraciones de nivel més elemental relacionadas con
resultados del capitulo de fracciones continuas.






CAPITULO 1

Ecuaciones de Pell

A lo largo de este capitulo estudiaremos las ecuaciones de Pell, que son un tipo
concreto de ecuaciones diofdnticas. El Problema del Ganado se resuelve con una ecua-
cion de Pell, en este capitulo veremos que tales ecuaciones tienen siempre solucion, lo
que es mas, tienen infinitas de ellas y pueden obtenerse como potencias de la que se
conoce como soluciéon fundamental.

1.1. La ecuacion de Pell

Definiciéon 1.1. Una ecuaciéon diofantica es una ecuacién algebraica con coefi-
cientes enteros cuyas incognitas solo pueden asumir valores enteros o en ocasiones,
racionales.

Nuestro trabajo se centra en el estudio de un caso particular de ecuacién diofantica:
la ecuaciéon de Pell. Estudiaremos cuando esta ecuacién tiene un nimero finito de
soluciones y cuando infinito. En este altimo caso, caracterizaremos todas ellas.

Definicion 1.2. Se define como ecuacion de Pell toda ecuacion diofantica de la
forma

(1.1) > -~ Dy?*=1, DcZ.

En este capitulo vamos a discutir las soluciones enteras de esta ecuaciéon en el caso
en el que D € Z~p con D libre de cuadrados. Para ello, es intersante considerar la
factorizacion en Z[vV D] = {a+b VD : a,b € Z}, de forma que:

>~ Dy*=(x+y VD) (x—yVvD)=1.

Es decir, si llamamos o« =z +y VD y o =z —y /D y consideramos su norma en
Z[\/D], siendo esta N(a) = a o/ = 22 — Dy?, encontrar soluciones a la ecuacion de
Pell es equivalente a encontrar elementos a € Z[v/D] tales que N () = 1. Veamos que
la ecuacion de Pell (1.1) tiene siempre una solucion no trivial (y # 0) cuando D es un
entero positivo y no es un cuadrado perfecto. Para ello resolvemos, dado D € Z, con
D > 0 la ecuacién diofantica

(1.2) 22— Dy =z



2 Ecuaciones de Pell

Observacion 1.3. Recordemos que la norma de un elemento es multiplicativa N () =

N(a) N(B).
Veamos primero unos lemas:

Lema 1.4. Sea k € Z~g. Entonces siempre existen enteros x e y tales que
1 1

|lz—yVvD|< - < —.

k™ lyl

Demostracion. Para cada entero y tal que 0 < y < k, ponemos z = Ly\/ﬁj donde
|z] = min{k € Z : x < n}. Entonces para cada par (z,y) = (|yv/D],y) tenemos que:

0<z—yVD<1.

Ahora dividimos el intervalo [0, 1] en k subintervalos, cada uno de longitud % Por el
Principio del Palomar, dos de los k + 1 pares, llamémoslos (z1,y1) y (x2,¥y2) caen en
el mismo intervalo (tenemos k intervalos y k + 1 pares, luego al menos dos caen en el
mismo). Como y; # yo entonces x1 — y; VD y x5 — y2 v/D son distintos y por tanto,

1
|1’1—$2—(y1—y2)\/5’< 7

(pues al estar en el mismo intervalo y ser distintos, estan a una distancia menor que
% . Ademas, como | y1 — y2 |< k, llegamos a que

1
|:B1—:L"2—(y1—y2)\/5\<%< y tomando z = 1 — T2, Yy = Y1 — Yo

’Z/l—y2|

llegamos al resultado buscado. O

Corolario 1.5. Ezisten infinitos elementos a = x +y /D € Z[\/D] tales que
1
(1.3) o |=|z—y VD |< T

Denotamos por S al siguiente conjunto:
1
(1.4) S:{a:x—ky\/EGZ[\/D]:|o/|:|:c—y\/5|<|y’}.
Demostracion del Corolario 1.5. Supongamos que existen una cantidad finita de ele-

mentos que satisfacen (1.3), es decir, suponemos que S es un conjunto finito. Entonces
existe M € 7Z tal que

1
M<mm{x—y\/5:x+y\/5€5’}.

Por el Lema 1.4, existen 2’ e 3/ tales que:

1 1
/ / .
o —y VD | < min { —, = ¢.
ey | {M y’}
Como | 2’ —y/'v/D |< %, entonces ' +1'v/D € S. Sin embargo, como | 2’ — /D |<
ﬁ <min{z—y VD:z+yvDeS }, llegamos a una contradiccion y por tanto,
no es posible que el conjunto S sea finito. [



1.1 La ecuacién de Pell 3

Teorema 1.6. Ezisten infinitas soluciones para la ecuacion 2*>—D y? = z conz,y € Z
para cualquier z € Z con | z |[< 1+ 2V D.

Demostracion. Sia =x+y v D € S, entonces

1
lz2+yVD|<|z—yVD|+|2yVD|< —+|2yVD]|.

|y |

En tal caso,
1 1
|N(a)|=| 2> = Dy? |=|z—yVD||z+yVD| < <> <+\2y\/5\> =

lyl) \lyl
1
=5 +2vVD<1+2VD.
y

Por tanto, para todo a € S, se tiene que | x? — Dy? | < 1+2 v/D. Como existen
infinitos elementos en S, pero s6lo hay una cantidad finita de ellos que son menores
que 142 /D, por el Principio del Palomar, una cantidad infinita de o = z+y VD € S
deben tener una norma cuyo un valor sea el mismo, por lo que para cada 1+2 v/D fijo,
exiten una cantidad infinita de elementos para los que 2 — D 3? = z para cualquier
z € 7Zfijocon | z| <1+ 2+/D, lo cual concluye la demostracion. O

Si llamamos R(z) al conjunto de o € Z[v/D] tales que N(a) = z, observamos que
R(z) tiene cardinal infinito fijado z € Z. Con esto podemos demostrar el teorema
principal de esta seccion.

Teorema 1.7. La ecuacion de Pell x> — Dy? = 1 siempre tiene al menos una solucion
entera no trivial, es decir, y # 0.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema 1.6, fijado z € Z, existe una cantidad
infinita de soluciones @ = x + y VD e Z[\/E] tales que:

(1.5) 22 — D y? =2 para cualquier z € Z fijo con |z | <1+2VD.

Como tenemos infinitas soluciones de (1.5) y s6lo hay una cantidad finita de clases
(mod z) en Z[v/D] por el Principio del Palomar alguna de ellas debe contener al menos
tres soluciones, de hecho, infinitas.

Tomamos a1 = x1 + 1 VD, ay = 9 + Yo VD tales que satisfacen (1.5), es decir,
N(a1) = N(a2) = £z de manera que sean o; = ag (mod z) donde oy # faq. Esto es
posible porque si hay infinitos elementos y tenemos que clasificarlos en una cantidad
finita de clases, existe alguna de éstas que tiene infinitos elementos por el Principio del
Palomar. Luego de esa clase en la que hay infinitos elementos, podemos tomar dos de
ellos que sean distintos y que cumplan que no son opuestos. Como a3 = g (mod z)
entonces oy oy = g oy (mod z) y observando que N(az) = ag of, = £z, nos queda
que:

a1 b = as b, =0 (mod 2).



4 Ecuaciones de Pell

Por tanto, § = —alzaé € Z[V/D]. Tal j es de la forma § = 75’31‘”2;’3?/1” +vD (22 )
y verifica que:

o a,2> <a1 a/2>, _w aj ag oy N(ar) N(ag)
. . 2 22

N3 =88 = (

Por tanto, hemos encontrado 5 € Z[\/E] tal que N(8) =1, y con ello hemos hallado
una soluciéon no trivial a la ecuacion de Pell (1.1).

Observemos que con la hipétesis de que a1 # +as excluimos el caso de que § =
z 4y VD sea solucion trivial de la ecuacion de Pell, es decir, excluimos el caso en el
que y = 0. Si fuese y = 0, entonces N(f) = 22 — Dy? = 1 si y solo si = £1, de
manera que 3 = +1. Usando la construcciéon de 8 tendriamos que:

ay ol

B = =41 < o ay=+2z==+0; of.
Esta ultima cadena de igualdades implica que oy = £a4 y en consecuencia, a; = tag,
contrario a nuestra hipoétesis. O

1.2. Caracterizacion de soluciones de la ecuacion de Pell

Hemos visto que la ecuacion de Pell tiene al menos una solucion no trivial. Veamos
que tiene infinitas y a su vez pasamos a caracterizar todas ellas para lo que necesitamos
introducir el concepto de solucién fundamental de la ecuaciéon de Pell.

Observacion 1.8. Sea D € Z~q libre de cuadrados. Consideramos el conjunto:

R(1) = { a € Z[V'D] : N(a) =1}, es decir, el conjunto de unidades de Z[v/D] con
norma 1.

Sea a =x +y D € Z[vVD] con x,y > 0. En tal caso, « =z +y VD >1++D > 1,
por lo que a > 1.

Caracterizamos en primer lugar los cuatro elementos distintos de la forma +z 4y /D,
siendo estos a, o/, —a, —c/, siendo todos ellos solucién a la ecuacion de Pell 22— Dy? =
1. Como a > 1, entonces —a < —1. Por otro lado, N(a) = a o/ = 1, luego a~! = o
y nos queda que o’ € (0,1). Por tanto, —a’ € (—1,0). Para determinar soluciones de
2?2 — Dy? =1 con z,y > 0, consideramos aquellos « > 1 con o € Z[\/ﬁ] De todos los
elementos de R(1), hay uno de ellos que es el més pequenio que satisface que es mayor
que 1 y con z,y > 0.

Definicién 1.9. Sea D € Z~ libre de cuadrados. Llamamos solucién fundamental
de la ecuacion de Pell (1.1) y lo denotamos como € = x9+yo v/ D al elemento € € Z[/D]
que verifica que z3 — Dy2 = 1 y ademads, cumple que es el mis pequeiio de R(1) con
xo, Yo > 0.

Proposicion 1.10. R(1) tiene estructura de grupo.
Demostracion. Sean a, 8 € R(1). Entonces N(aff) = N(a) N(B) = 1, por lo que

af € R(1). Por otro lado, a=! € R(1) pues hemos visto que si a € R(1) entonces
al=d yN@)=N@! =1 O
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Teorema 1.11. Sea D € Z~q libre de cuadrados. Si € = xo + yo VD es la solucion
de la ecuacion de Pell (1.1), entonces todo o € R(1), es decir, cualquier solucion a la
ecuacion de Pell, tiene una expresion unica de la forma:

(1.6) a=z+yVD =+ para alginn € 7.

En otras palabras, R(1) es un grupo multiplicativo con dos generadores, —1 y € y
ademds, € tiene orden infinito. En particular, R(1) ~ Z.

Demostracion. Sea a = x + y v/D solucién de la ecuacion de Pell 22 — Dy? = 1, de
manera que « € R(1) y denotamos como € = xg + yo VD a la soluciéon fundamental.
Consideramos los siguientes cuatro elementos: a, !, —a y —a~!. Todos ellos son
elementos de R(1) por lo que son solucion de la ecuacion de Pell y solo difieren en el
signo de = e y. Teniendo en cuenta la observaciéon 1.8, tan so6lo uno de estos cuatro
elementos es mayor que 1, que serd aquel para el que x,y > 0. Por tanto, basta con
ver que para todo a > 1 tal que aw € R(1) cumple que puede escribirse de la forma
a = *€" para algin n € N.

Como o > 1y e > 1y es minimo (por definicién de soluciéon fundamental, pues tomo
€ = x0+yo VD tal que 2o+ yo vV'D > 1 y cumple que es el minimo valor que verifica
(1.1) con esta propiedad), existe algiin entero n tal que €" < o < €1,

Veamos que debe ser €” = «. Supongamos que no, de manera que si €” # « entonces:

(1.7) <a<dl =l<ae"<e= ae">1

Llamo A = ae™. Dado € € R(1), que es un grupo multiplicativo, su inverso e !

también pertenece, y por ende, €™ € R(1). En particular, R(1) C Z[vD] luego
e € Z[VD]. Como Z[v/D] es un anillo, el producto de dos elementos del mismo
también pertenece al anillo, por lo que A € Z[\/ﬁ] En tal caso, usando que la norma
de un elemento de Z[v/D] es multiplicativa:

A=« <1>n € Z[VD] y ademés N(\) = N (%) = jVV((Sl =1

Por tanto, A € R(1), es decir, A es solucion a la ecuacion de Pell. Sin embargo, por
(1.7), tenemos que 1 < A < ¢, lo cual es una contradiccion por ser € la solucion
fundamental a la ecuaciéon de Pell. Por tanto, A =1y a = €. O

1.3. Otras ecuaciones importantes

El estudio de las soluciones a otras ecuaciones diofanticas de la forma 22— Dy? = =
(1.2) tiene un papel relevante en el analisis que vamos a realizar en el capitulo 2. Para
este analisis, procedemos a caracterizar los conjuntos R(—1), R(4) y R(—4). Es decir,
fijado D > 0 entero libre de cuadrados, vamos a analizar las ecuaciones diofénticas
siguientes:

(1.8) X2 _-DYy?=-1, X2 - DY? =40, 0 € {-1,1}.
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La ecuacion 22 — Dy? = —1 con D entero positivo libre de cuadrados no tiene siempre

solucion. Si la tiene, se cumple que 2> = —1 (mod D), y si esto es cierto, debe ser
D = 1,2 (mod 4). Para verlo basta con observar que si D es impar y p es un primo
que divide a D, entonces se tendra que 22 = —1 (mod p) y por la Ley de Reciprocidad
Cuadratica, tenemos que p = 1 (mod 4). Asi, el producto de todos los primos p que
dividen a D da D =1 (mod 4). Si D es par, D = 2D’ y del la misma forma, se tiene
que D' =1 (mod 4). Concluyendo D = 2 (mod 4). Ademés, a diferencia de R(1),
R(—1) no es un grupo, pues el producto de dos elementos de éste pertenecen a R(1),
es decir, el producto de dos soluciones de 22 — Dy? = —1 es soluciéon de 22 — Dy? = 1
debido a que si a, 8 € R(—1), entonces N(«a), N(8) = —1 y dado que la norma es
multiplicativa, N(af) = N(a) N(3) = (—1)? = 1, luego a3 € R(1).

Teorema 1.12. Sila ecuacion x> —Dy? = —1 con D entero positivo libre de cuadrados
tiene solucion y denotamos como v la minima solucion con xz,y > 0, entonces € = 7>
y todas las soluciones de x> — Dy? = —1 vienen dadas por +v €" para todo n € Z.

Demostracion. Sea v = x +y VD € Z[V/D] definida en el Teorema 1.12, es decir,
7 la minima solucién con z,y > 0 de 22 — Dy? = —1. Entonces, como v € R(—1),
N(y) = —1, luego (N(7))? = 1 y aplicando la propiedad multiplicativa de la norma,
N(¥?) = (N(v))? = 1, por lo que 4* € R(1) y dado que tomo x,y > 0, entonces
v > 1y por tanto, 42 > 1. Lo que es mas, 1 < ¢ < 42 por Definicién 1.9 de solucion
fundamental. Por tanto,

(1.9) l<e<y? = v l<eqyt<n.

Como por la Observacion 1.8 sabemos que % = —v/, podemos deducir de (1.16) que

—v < —e4' <. Sillamamos A = —e v € Z[v/D] (pues es el producto de elementos
del grupo multiplicativo) entonces usando que la norma es multiplicativa, tenemos
que N(A\) = N(—e~') = N(—1) N(e) N(v') = —1, por lo que no puede ser A = 1.
Fijandonos en (1.16), v~' < A < +, teniendo en cuenta que A # 1 y que 7 es la
minima solucién con componentes positivas y por tanto, v > 1, tenemos que o bien
v 1< A< 1obien 1< X <+. La primera desigualdad no es posible, pues:

1 1
7‘1<>\:X<7; A<l=1<+.
Lo cual es una contradicciéon porque teniendo en cuenta la Observacion 1.8, A1 = — )\
es también solucion de 22— D y? = —1, y por definicion de +, que es la minima solucién

con x,y > 0 de dicha ecuacién, no puede darse el caso en que 1 < % < 7, pues

tendriamos una solucién positiva menor que «. Fijandonos en la segunda desigualdad,
tampoco puede ser que 1 < A <  por la misma razén, de manera que necesariamente,
A\ = «. Por tanto, nos queda que vy = A = e y~!, por lo que € = 4.
Sea = x1 + y1 VD otra solucion de 22 — D y? = —1. Nos restringimos al caso en
el que 8 > 1, es decir, tomamos sus componentes x1,y; positivas. Dado que 8 > 1y
€ > 1, debe existir un n para el que €® < B < € porlo que 1 < B e < e =%
Dividiendo entre v, nos queda que:

yr<Bemy <y



1.3 Otras ecuaciones importantes 7

Debido a que 7 es la minima solucién con z,y > 0 de dicha ecuacion, debe ser
Be y~1 =1, y por tanto, teniendo en cuenta que € = v2, nos queda que:

ﬁe—n,y—l -1 — B — En,yn — ,72n+1 — ,7271,}/ — :Eén’y.
O
Consideramos la ecuacion diofantica siguiente:
(1.10) X% - DY? =40, 0 € {-1,1} D>0.

Observacion 1.13. Hagamos una observaciéon previa: fijado D entero positivo libre

de cuadrados, tomamos 8 =a + b VD e Z[\/T)]

» Si B tiene N(B) = 1, que sabemos que tal elemento existe, pues basta tomar
cualquier elemento de R(1) ~ Z, entonces dado que la norma es multiplicativa,
N(28) = N(2) N(B) = 2% = 4, es decir, se cumple que a?> — Db? = 4, por lo que
la ecuacion X2 — DY? = 4 tiene siempre solucion.

= Si para tal D la ecuacion 22 — Dy? = —1 tiene solucién y tomamos 3 tal que
N(B) = —1, que sabemos que existe por el resultado del Teorema 1.12, entonces
dado que la norma es multiplicativa, N(28) = N(2) N(3) = —2%2 = —4, es
decir, se cumple que a® — Db?> = —4, por lo que queda probado que la ecuacion
X? — DY? = —4 tiene solucion.

Denotamos como (z,y, o) solucion entera de (1.10).

Lema 1.14. Si (x1,y1,01) y (x2,y2,02) son soluciones de (1.10) donde x1 # pxs e
y1 # —py2 con p € {—1,1} entonces (x3,y3,03) es una solucion de (1.10) donde:

_ 7122 + Dy1ys _ T1ya + Tays

€3 2 ; Ys 2 ;

03 = 0109.
St definimos A\ = M YA = M, tenemos que A3 = A\ Ag = 7”33“33‘/5_

En particular, si denotamos por (xo,yo0,00) a la menor solucion de (1.10) con xq, yo

zo+yo VD
2

positivos y definimos A = D, podemos producir una infinitud de soluciones de

la misma (xy,yn,04), n=1,2,3..., donde
A\ — Tn + Yn \/E
—

Demostracion. Sean (z1,y1,01) y (%2,y2,02) soluciones a (1.10).

Entonces 23 — Dy} = 401 y 3 — Dy3 = 405. Multiplicando ambas y desarrollando
nos queda que: (2§ — Dyf) (23— Dy3) = (2122)* + (Dy1y2)* = D ((x192)? + (2291)?).
Desarrollando la parte derecha de la igualdad y reagrupando y teniendo en cuenta que
el producto de la izquierda es 160102, nos queda que:

< z123 + Dyyo >2 D < T1Y2 + Toy
2 2

xs3 Y3

2
> :40'10'2.
~

g3

(1.11)
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De manera que (x3,ys3,03) es solucion de (1.10). Ademaés, y3 # 0 pues si fuese y3 = 0
entonces

T1Yy2 + @ x
ys = 1Y2 2y1:0:>a:1:— 291

2 Y2

En tal caso, si y3 = 0 nos queda que r3 = 403 de manera que r3 = £2. Si llamamos

W= % entonces —u = Z—; y usando que x3 = +2 vemos que

D
T3 = M =42; x129 + Dy1yo = +4.

Sustituyendo por x1 = pxe e y; = —uys:
p (5 — Dy3) = +4.

Como :z:% — Dyg = 409 entonces u = =+1, caso que habfamos excluido. Por tanto,
vemos que el producto de dos soluciones de (1.10) da por resultado otra solucion
de la misma distinta a ellas y no trivial. Por tanto, si tomamos A descrita como en
el enunciado y realizamos n veces el producto consigo misma, obtenemos en cada
producto una solucion diferente de (1.10). Conviene observar que potencias distintas
de A producen distintas soluciones, pues supongamos que (x;, i, 0;) = (2, Y;,0;) para
i > j, entonces \i = A{, lo cual implica que Ai_j = 1y esto significa que y;—; = 0,
caso que excluimos. Luego para indices distintos, la solucién no puede ser igual. [

Veamos cémo generar todas las posibles soluciones de 22 — Dy? = 4.

Teorema 1.15. Sea & = zo+yo VD € Z[\V/D)] la minima solucién con xg,yo positivos,
de la ecuacion 2 — Dy? = 4. Entonces toda solucion o = 2’ +y' /D denotada por
(2,9, 1) de 2% — Dy? = 4 satisface la siguiente iqualdad:

n
(1.12) % =+ (g) para algin n € 7Z.

Observacién 1.16. Observamos que si o« = z +y VD € Z[\/ﬁ] una solucion de la
ecuacion 12 — Dy? = 4, deben ser x = y (mod 2), pues si no fuese asi, no cumplirfan
que 22 = Dy? (mod 4). Si = es par e y impar, tendriamos que > = 0 (mod 4) e
y?> =1 (mod 4). Por tanto, deberia ser D = 0 (mod 4), pero D es libre de cuadrados,
luego no es posible. Si y es par y & impar entonces la contradicciéon es inmediata, pues
tendriamos que 22 = 1 (mod 4) e y?> = 0 (mod 4), contrario a 2 = Dy? (mod 4).

Lema 1.17. Si (2,y,0) es una solucion de (1.10), entonces x +y /D > 2 si y solo
stx >0,y > 0.

Demostracion. Six,y > 0, entonces x+y VD >1+vD > 2 por ser D entero positivo
libre de cuadrados. Supongamos que x +y /D > 2. Como (z,y,0) es una solucion de
(1.10), se cumple que (x +y vVD)(x — y VD) = 40 de donde obtenemos que:

|z2—yVD| _ 2
2 (z+y VD)

< 1.
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Por tanto, —2 < z —y VD < 2 y dado que = +y v'D > 2, debe ser z,y > 0, pues
sumando ambas desigualdades tenemos que 2z > 2—2 = 0, luego z > 0. Por otro lado,
restando 2 < z +y VD y —2 < x —y VD < 2 nos queda que -2 < —y VD < —1,y
por tanto, y v'D > 1y dado que v/D > 0, concluimos que y > 0. ]

Observacion 1.18. Atendiendo al Lema 1.17, observamos que si z,y > 0, entonces
a=xz+y VD > 2 porlo que 5 > 1. En tal caso, —a < =2, luego 5+ < —1. Por
otro lado, 0 < é < % luego % € (0,1) y por ultimo, nos queda que _la € (—1,0).

Demostracion del Teorema 1.15. Sea & = xg + yo VD € Z[v/D] la minima solucién
de la ecuacion x? — Dy? = 4 con xg,yo positivos, es decir, £ = (x9,%0,1) y llamamos
« al elemento de la forma 2’ 4+ 4 VD € Z[v/D] tal que (2/,%,1) es una solucion de
2% — Dy? = 4. En este caso, N(a) = (z' +y'VD) (z' —y'vVD) = (2/)> — D(y)? = 4
x/+y2/\/5> z/iyzl\/ﬁ

de manera que ( = 1. Atendiendo al Lema 1.17 y Observacion

1.18, afirmamos que tan solo uno de estos cuatro es mayor que 1:

a ﬂfl-i-y,\/ﬁ any —1 x/_y/\/ﬁ
2 2 (5) T2
_a__x/_y/\/ﬁ —a 71_—56/—1—3//\/5
2 2 ’ (2) - 2 ‘

Denoto a este como 4 = W. Como 3 > 1y % > 1, existe algin entero n no

¢ ¢ n+1
5) <3< <§) :
h

abriamos terminado porque en tal caso, n # 0 y tendriamos que:

QR HONEICIN

m n
Esto implica que § = + (%) para algtin m € Z como queriamos probar. Si (g) #*

3ol

negativo tal que

Si fuese (%)n =3

/

bk

entonces:

(1.13) . .
() <3<() =G < =-00) -

Como ¢ es solucion de (1.10) se cumple que:

€ (oD <f)” (W)”:“:, (f)‘”: <m>

2 2 2 2 2 2

Como & = (zg, yo, 1) es solucion de (1.10), entonces (zg, —yo, 1) también lo es y por el
Lema 1.14, habriamos construidos un nuevo A de la forma:

n 5
A= g = (%) (g) = W para algin z9,y2 € Z con x9 = yo (mod 2).
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Por la Observacion 1.16, xo = yo (mod 2) y ademas por el Lema 1.17 x9,y2 > 0.
Por tanto, f = 2 + y2 VD es solucion de 22 — Dy? = 4. Sin embargo, por (1.13),
tendriamos que 1 < A = g < %, pero por la eleccidon de & esto es una contradiccion,

e\" £z

luego no puede ser (2 #* 3. O
Teorema 1.19. Si la ecuacion x> —y?>D = —4 tiene solucion, entonces si denotamos
como [k a su solucion minima con componentes positivos y por & a la ya definida en el

teorema anterior, entonces 5 = (%) y toda solucion gemeral de dicha ecuacion viene

dada por
@4 K )" ez
—=+= (= n )
2 2 \2/) "’

Demostracion. Por la Observacion 1.16, toda solucién de 22 — Dy? = 4 cumple que
z =y (mod 2). Escribimos toda solucion de la forma z +y v/D = a(1++v/D) (mod 2)
donde a = 0,1, serda 0 cuando x e y sean pares y 1 cuando sean impares. En este
tltimo caso, se tiene que 22 = 1 = Dy? = D (mod 4), luego D = 1 (mod 4) y por
tanto D es impar. Sean o y 3 dos soluciones de 22 — Dy? = 4. Con esta notacion, las
escribimos como a = a (14 v/ D) (mod 2), f =b (1 + /D) (mod 2) de manera que

(1.14) af =ab (1+vD)? (mod 2) = ab (1 + D) (mod 2).

Si ab = 1, observando (1.14) se tiene af =1+ D = 0 (mod 2), ya que D es impar.
Si ab = 0, entonces aff = 0 (mod 2). Por tanto, para cualquier par de soluciones de
x? — Dy? = 4 se cumple que:

i
2

(1.15) =2

€7Z vy ademéas N (O‘B) N(a)N(B) 4-4
2

Luego todos los elementos de la forma a/3/2 son solucién a 2 — Dy? = 4. Siguiendo la
demostracion del Teorema 1.11 queda probado que toda solucién de 22 — Dy? = 4 es de
la forma que hemos construido. Sea u = x+y VD e Z[\/ﬁ] la solucién fundamental de
22— Dy? = —4, es decir, ;1 la minima solucién con z,y > 0 de 22— Dy? = —4. Entonces
N(p) = —4, y por tanto, N(4) = —1 por lo que § € R(—1) y como p es la solucion
fundamental de 22 — Dy? = —4, 11/2 lo sera de 2 — Dy? = —1. Aplicando la propiedad
multiplicativa de la norma, N((%)2) = (N(4))? =1, por lo que (%)2 € R(1) y dado
que tomo z,y > 0, entonces por el Lema 1.17 g > 2 y en consecuencia, % > 1 por lo

que (%)2 > 1. Llamando ¢ a la solucion fundamental de 22 — Dy? = 4, tenemos que %

es la solucién fundamental de 22 — Dy? = 1, por lo tanto £/2 € R(1). Lo que es mas,

1< g < (%)2 por definicion de solucién fundamental. De hecho se tiene % = (%)2 Ya
que de lo contrario se tendria
§ 2 pN"E & e\
1.16 1<z<(5) = (5) <z (5 <%
( ) 2 2 2 2 \2 2
que es una contradiccién al hecho de que % es solucion fundamental de 22 —¢% = —1. A

partir de aqui se procede igual que en la demostracion del Teorema 1.12 para concluir
la demostraciéon de este resultado. O



CAPITULO 2

Cuerpos cuadraticos y ecuaciones
de Pell

Para demostrar la existencia de infinitas soluciones a la ecuaciéon de Pell para un
cierto D > 0 entero libre de cuadrados, hemos visto que conviene factorizar de la for-
ma x> — Dy?> = (z + VD y)(z — VD y) = 1, por lo que que encontrar soluciones a la
ecuacion de Pell es equivalente a encontrar elementos de Z[v/D] con norma 1. Si consi-
deramos el grupo multiplicativo de las unidades de Z[v/D] formado por los elementos
con normas 1, o —1, por el capitulo anterior sabemos que tal grupo tiene infinitos
elementos y todos ellos pueden obtenerse como potencia de lo que conocemos como
unidad fundamental. En este capitulo vamos a generalizar este hecho, introduciendo
conceptos de Teoria Algebraica de Numeros con el fin de caracterizar el grupo de
unidades del anillo de enteros un cuerpo cuadratico, tanto real como imaginario, para
lo que vamos a necesitar conocer las soluciones de las ecuaciones 22 — Dy? = +1, +4.

2.1. Cuerpos cuadraticos

Procedemos a caracterizar la estructura del anillo de enteros Ok de un cuerpo
cuadratico K. En el Apéndice B se recogen definiciones y resultados necesarios para
el desarrollo y entendimiento de esta seccion.

Observacion 2.1. Sea a € C un entero algebraico de grado dos. Entonces, todo
cuerpo de nimeros cuadratico K = Q(«) puede escribirse de la forma Q(+/Dy), donde
Dy es libre de cuadrados. La demostracion se anade en el Apéndice B.

Procedemos a caracterizar la estructura del anillo de enteros de un cuerpo cuadréa-
tico K = Q(v/Dy). Definimos:

. 1 cuando Dy # 1 (mod 4), wy = %.
|2 cuando Dy =1 (mod 4),

ZIW Dol  cuando Dy # 1 (mod 4),

Z[H‘z/DiO] cuando Dy =1 (mod 4).

Teorema 2.2. Ok = Zlwy| = {

11
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Observacion 2.3. En particular, si 8 € Ok se tiene que 8 = x + ywp, con x,y € Z.
Ademaés si Dy = 1 (mod 4) entonces x =y (mod 2).

Observacion 2.4. Observamos que T'(wp), N(wo) € Z, pues Dy € Z y teniendo en
cuenta los posibles valores de r:

T(wo) = wo + wh = 22 € 0,1}, N(wo) = wo - wp = T=5=Lo ¢ {_p, 1

Demostracion Teorema 2.2. Si 5 = x+y wy, entonces, atendiendo a la definicién de wy
se tiene que: T(B) = 2z+y T(wo) € Z. Ademés, N(B) = 2% +2y T(wo) +y2N (wo) € Z.
Con célculos directos vemos que: 32 = T(f) B — N(B) y por tanto, 8 € Ok, pues su
polinomio minimo es 2 — T'(8)x + N(B) € Z[z], ya que N(B),T(3) € Z.

Sea 8 € Ok con K = Q(+/Dy). Entonces 8 = Cl+623\ﬁ € K con cy,co,c3 € Z,
cg # 0. Asumimos sin pérdida de generalidad que (cy, c2,c3) = 1.

Como 8 € Ok, aplicando la Proposicion B.12 del Apéndice B, T(8) = QC—? ely
_ 2—c3Dy
NE =t ez

Veamos que debe ser (cl, 03) = 1. Supongamos que existe algin primo p € Z tal que
p | c1, c3. Entonces p \ cl, c3 Reescribiendo la expresic’)n de la N (6) tenemos que
N(B)-c3—c = —c% Dy € Z. Por tanto, p? | N(B) ¢2 — 2 = —c3 Dy y como Dy
es libre de cuadrados, deberfa ser p? | 02 y en consecuencia, p | cz. Pero esto es una
contradiccion, pues tendriamos que entonces (cy, ¢a, c3) = p. Por tanto, (c1,c3) = 1.

Como T(B8) = 2L € Z y (c1,¢3) = 1, ¢3 | 2 y como partiamos de que ¢z > 0, hay dos

c3
posibles subcasos:

2 2
. Si c3 = 2, tenemos que 8 = % VDo N(B) = % € Z, entonces 4 |
¢ — 2 Dy y por tanto,

Si 2 | ¢g, entonces por (2.1), 2 | ¢; y por tanto tendriamos que (¢, c2,c3) = 2,

lo cual es una contradiccién, por lo que ¢y, co son ambos impares. Por lo tanto,

debe ser ¢? = ¢3 = 1 (mod 4), por lo que por (2.1) Dy =1 (mod 4) y entonces

c1+cav Do
2

wop = 71%[. Por tanto, nos queda que 8 = con ¢; = cp =1 (mod 2)

y Do =1 (mod 4) por lo que:

C1 —C2

B = €Z, y=cy€l.

=z+ywy donde z=

c1 — Co 14+ /Dy
ta ()

9 2

Observamos que tanto  como ¥y son enteros puesto que co € Z y x es la resta
de dos impares, por lo que es par, y dividido entre 2 es un entero impar. Por
tanto, z =y = 1 (mod 2).

= Si cg = 1, tenemos que:

c1+c2vDy=x+ywy cuando Dy # 1 (mod 4),
c1—cat+2co (%) =zr+ywy cuando Dy=1 (mod 4).
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En ambos casos, tanto x como y son enteros por ser suma y resta de enteros.
Ademas, en el caso en el que Dy = 1 (mod 4), tenemos que z es resta de impares,
por lo que es par e y = 2cg, por lo que también se cumple que x = y (mod 2).

Con esto queda probado el Teorema de la estructura del anillo de enteros de un cuerpo
cuadratico. 0

2.2. Teorema de las Unidades de Dirichlet

Sea a una unidad del anillo de enteros de Q(v/Dg). En tal caso, existe 8 € Ok
tal que af = 1. Tomando normas: N(a)N(8) = 1 donde N(«), N(8) € Z por ser
a, B € Ok, luego tendra que ser N(«) = £1. Por tanto, el conjunto de unidades de
Ok con K cuerpo cuadratico, se caracteriza de la siguiente forma:

1. Si Dy # 1 (mod 4), entonces O = Z[v/Dy), luego las unidades de O son los
elementos a = a + b /Dy tales que N(a) = aa’ = a? — Dy b* = +1.

2. Si Dy =1 (mod 4), entonces dado que en este caso wy = %, Ok = Z[%]
y las unidades de O son los elementos & = a +b wp con a = b (mod 2)
tales que N(a) = ad = (a+bwy) (a+bwy) = £1. Desarrollando, tenemos
(2a +b)? — b? Dy = +4. Tomando = = 2a + b, y = b, observamos que encontrar
las unidades de Ok es equivalente a encontrar las soluciones de la ecuacién
z?2 — Dy? = +4, pues toda unidad de Oy satisface dicha ecuaciéon y ademaés,
toda solucion de dicha ecuacion es una unidad de O dado que Dy = 1 (mod 4),
luego si (x,v) satisface 22 — Dy y? = 4, en particular, z = y (mod 2).

En el caso de cuerpos cuadraticos reales, Dy > 0, encontrar las unidades de Ok es
equivalente a encontrar las soluciones a las ecuaciones de Pell 22 — Dy y? = +1, 44,
las cuales hemos visto que, en el caso de tener solucién, son infinitas y se pueden ex-
presar como potencia de la solucién fundamental. Con esto queda probado el siguiente
teorema, conocido como Teorema de las Unidades Dirichlet para el caso de cuerpos
cuadraticos real.

Teorema 2.5 (Teorema de las Unidades Dirichlet para el caso de cuer-
pos cuadraticos reales). El grupo de unidades del anillo de enteros de un cuerpo
cuadrdtico real es un grupo infinito generado por dos generadores, —1 y la solucion
fundamental de una de las siguientes ecuaciones de Pell: si D =1 (mod 4), tomamos
la solucion fundamental de x*> — Dy? =4, si D # 1 (mod 4), la de > — Dy? = 1.

Observacion 2.6. Observamos que el conjunto de unidades de Z[v/Dy| con Dy entero
positivo libre de cuadrados, es el conjunto infinito de la forma {£€" : n € Z} y donde
€ = x9 + Yo VDo es el minimo elemento con zg,y9 > 0. Llamaremos a tal elemento

unidad fundamental de Z[\/Dy].

En el caso de cuerpos cuadraticos imaginarios, Dy < 0. Encontrar las unidades de
Ok en este caso supone el estudio de las soluciones de x? — Dy y? = 1,4, debido a que
la parte izquierda de la igualdad solo puede tomar valores positivos. Asi, el grupo de
unidades de Ok para el caso imaginario queda caracterizado de la siguiente manera:
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Teorema 2.7 (Teorema de las Unidades Dirichlet para el caso de cuerpos
cuadraticos imaginarios). El grupo de unidades del anillo de enteros de un cuerpo
cuadrdtico imaginario es un grupo ciclico finito generado por una raiz de la unidad.
Dado un cuerpo de mimeros cuadrdtico K = Q(v/Dyg) con Dy < 0 libre de cuadrados,
el grupo de la unidades de O es:

1. Si Dy = —1,las unidades de Ok son {£1,+i}.
2. Si Dy = —3, las unidades de Ok son {£1, %}

3. Si Dy < —3, las unidades de Ok son {£1}.
Demostracion. Para esta demostracion, distinguimos casos:

» Dy =—1. Como —1 # 1 (mod 4), entonces O = Z[Dy], por tanto, la ecuacion
a resolver es a® + b? = 1, cuyas tnicas soluciones enteras son {a = £1,b =0} y
{a =0,b = +£1}. De manera que las unidades de Ok son {*1, +i}.

» Dy = —3. Dado que —3 =1 (mod 4), O = Z[L”Q/j?’] Sea o = 7‘1“’5/—73 con
a,b € Z un elemento de Ok . Entonces

Ne) = <a+62\/j3) (a_bzm) N (g)2+3 (2)2 -

Con esto, N(a) = 1 si y solo si a® + 3> = 4 con a,b € Z. Si b = 0 nos queda
a? = 4 y en consecuencia, a = +2. Si |b| = 1, entonces la ecuacion se reduce a
resolver a? + 3 = 4, cuya solucién es a = 41. Por tltimo, si |b| > 1, entonces
a’?+3b> > a®+3 > 4, luego no hay soluciones enteras para este caso. De manera

que las posibles unidades de O son:

(a=42,b=0} © a={+1}, f{a=-+1b=+1} @a:{w}.

2

» Dy < —3.Si Dy # 1 (mod 4), entonces Ox = Z[\/Dy] por lo que buscamos
soluciones enteras de la ecuacion a®> — Dy b%> = 1 con Dy < —3. Cuando b = 0,
obtenemos la solucién a = +1, mientras que si [b| > 1, a> — Dy b > a? — Dy > 1
porque Dy < —3, luego no tenemos soluciones enteras para este caso.

Si Dp = 1 (mod 4) entonces O = Z[%]. Busco las soluciones enteras a
la ecuacién a®? — Dy b = 4. Si b = 0, entonces a = +1. Si |b| > 1, entonces
a’? — Dy b*> > a® — Dy > 4 porque Dy < —3, luego no hay soluciones enteras en
este caso. Concluimos que cuando Dy < —3, el conjunto de unidades de Ok es

{£1}.



CAPITULO 3

Fracciones continuas

Los distintos métodos que conocemos para resolver la ecuaciéon de Pell 2 —Dy? = 1
se unifican en las fracciones continuas, las cuales permiten una representaciéon de los
numeros reales ligada a sus propiedades algebraicas. A lo largo del capitulo, desarro-
llaremos algunas de las propiedades estdndar de las mismas y caracterizaremos los
nimeros cuadréticos como aquellos cuya fraccién continua es periddica, resultado re-
cogido en el Teorema de Lagrange. Finalmente, implementaremos el uso de fracciones
continuas como herramienta para el calculo de soluciones de la ecuacién de Pell, viendo
como obtener la soluciéon fundamental de la misma.

3.1. Fracciones continuas y ntimeros racionales

A lo largo de esta seccién vamos a probar que todo ntimero racional puede ser ex-
presado como una fraccién continua finita. Pasamos a definir conceptos que usaremos
a lo largo del capitulo para este fin.

Definicién 3.1. Una fraccién continua es una expresion de la forma

(3.1) al—i—il, a1 €7Z, ag,...,0n, - € Lxg.

donde el numero de términos puede ser finito o infinito. Usaremos la siguiente notaciéon
para referirnos a fracciones continuas:

(3.2) [a1,az2,a3,...] = a1 +
“@F T

En el caso en el que el nimero de términos es finito, se trata de una fraccion
continua finita y llamaremos a los términos a1, ...a, los cocientes parciales de
la fraccion continua. Ahora mediante un ejemplo, explicamos como podemos pasar de
una fraccién continua finita a un niimero racional.

15
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Ejemplo 1.
1 1 1 7 23
1,2,3,2] =14 ——— =1 =14+ — =14 — ===

3+3

Siguiendo este procedimiento, vemos que toda fraccién continua finita define un
nimero racional. Pasamos a ver una serie de observaciones previas:

Observacion 3.2. Sip > ¢ >0y g = la1,...ay] entonces % = [0,a1,...a,]. Esta
observacién no es cierta si % < 0. Por ejemplo, _—27 =[-4,2]y _—72 =[-1,1,2,1].
Observacion 3.3. Sea x = [ay, . .. a,| una fraccion continua. Entonces x < 0 siy solo

si a; < 0. Tendremos que x > 0 si y solo si a; > 0. En particular, x = [a1,...ay] €
(0,1) si y solo si a3 = 0. Para entender esta observacion, basta con ver que a; = |z].

Observacion 3.4. Sea g un numero racional. Si multiplicamos numerador y deno-
minador por un cierto niimero, no varia su expresiéon como fracciéon continua. Lo que
es mas, si dada una fraccién continua finita queremos ver con qué ntimero racional se
corresponde, siempre vamos a obtener la fraccién % irreducible, es decir (p,q) = 1.

Teorema 3.5. Cualquier fraccion continua finita representa un nimero racional. Re-
ciprocamente, cada nimero racional % puede representarse como una fraccion continua
finita; y si imponemos que a, > 2, tenemos que la representacion o erpansion es uni-
ca, por lo que tenemos una biyeccion entre los numeros racionales y las fracciones
continuas finitas.

Demostracion. La primera parte del teorema es clara, basta con observar el proce-
dimiento seguido en el Ejemplo 1. Teniendo una fraccién continua finita, siempre
podemos volver atris y pasar de la fraccion continua al ntimero racional.

Para probar el reciproco, supongamos que ¢ € QQ es menor que 0. Entonces podemos
escribir ¢ = |¢|+{c} donde |¢| denota la parte entera de ¢y por tanto, c—1 < |¢] < ¢
y {c} es la parte decimal de ¢, por lo que 0 < {¢} < 1. Por tanto, o bien {c¢} =0y por
tanto ¢ € Z con lo que la expresion como fraccién continua seria ¢, o bien {c} # 0y
podemos escribir ¢ = |¢| + —1-. Por tanto, como % es un numero racional positivo,

{c
hemos reducido el problema al caso en el que ¢ > 0.

Por tanto, tomamos ¢ = % > 0 racional con p, ¢ > 0 y coprimos. Usamos el

algoritmo de Euclides, siendo este algoritmo el que se emplea para hallar el maximo
comun divisor de dos niimeros enteros dados p y ¢, para asi obtener a;, r; € Z~g con

1=1,...,n, a excepcién de rg = 0, tales que:
p __ r1 "Tn—3 __ Tn—1
g =t 0<r <g, = =an—1+ = 0 <oy <rpg,
(3.3)
q __ T2 Tn—2 __ 0 _ _
r1_a2+n 0<ry <ry, T,l_an""irn,l_an"’_o rn = 0.

Es imposible que partiendo de un nitimero racional no lleguemos a un resto 0, es decir, el
proceso no puede continuar indefinidamente. Supongamos que si, en tal caso los restos
obtenidos 71,79, 73,... formarian una secuencia decreciente de enteros no negativos
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q >1r1 >1T9 >1r3 > ...y a menos que lleguemos finalmente a un resto r, = 0,
estarfamos en la situacion de haber encontrado un nimero infinito de enteros positivos
distintos, todos menores que un entero positivo dado, lo cual es una contradiccion.
Por tanto, tras de un numero finito de divisiones, llegamos al resto r, = 0. Ahora
usando las ecuaciones de (3.3) es facil representar el nimero g como fraccién continua

finita.

P 1 1 1
34 7:a1+—:a1+7:a1+ :al,...,a.
G4 Tt et Tt "l
) '."‘F 1
an-1t 7y

Tratemos la unicidad de la expansion (3.4). Para que la expansion como fraccion
continua de un nimero racional sea tnica, basta con imponer que a, > 2. Para ver
esto, observamos que si a,, > 1 podemos escribir ai = ﬁ, por lo que (3.4)

n n 1
puede reemplazarse por:

p
(3.5) = =lay,...,ap—1a0, — 1,1].

q

i — . 1 _ 1 .

Por otro lado, si a,, = 1, entonces L @D de forma que 3.4 se convierte
en: "

D _
(36) g = [al, vy Gp—92,0n—1 + 1]
Por tanto, para que obtener la correspondencia biyectiva que buscamos entre los ntime-
ros racionales y fracciones continuas finitas [ai, .. ., a,| basta con imponer la condicién
de que a, > 2. ]

Con esta demostraciéon hemos probado el siguiente teorema:

Teorema 3.6. Todo niumero racional puede expresarse como una fraccion continua
finita donde el iltimo término puede modificarse para hacer que el nimero de términos
de la expansion como fraccion continua sea tanto par como impar.

3.2. Fracciones continuas y ntimeros reales

En esta seccién vamos a identificar de forma univoca un nimero irracional con
una expansiéon como fracciéon continua infinita. Reciprocamente, cualquier fraccion
continua infinita define un ntmero irracional y ambas construcciones son inversas la
una de la otra. Con la biyeccion que ya tenemos para los racionales, llegamos a que
existe una biyeccién entre los niimeros reales y las fracciones continuas. Definiremos el
concepto de i-ésimo convergente de una fracciéon continua y demostraremos algunas de
sus principales propiedades que nos seran tutiles para demostrar resultados posteriores.

Definicién 3.7. Una fraccién continua infinita es una sucesiéon de ndmeros en-
teros {an}o2, de manera que a; > 0 para todo ¢ > 1. La expresaremos mediante

[a1,a2,...,Gp,...].
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Para continuar, introducimos el concepto de convergente y vemos algunas de sus
propiedades.

Definicion 3.8. Dada una fraccion continua [ay, ..., ay, .. .| llamamos i-ésimo con-
vergente al nimero ¢; = [a1,...,a;] con i € Z;>o.

Observacion. Se tiene que ¢; = [ay,az,...,a;] € Q, pues se trata de una fraccion
continua y finita y por tanto, por el Teorema 3.5, ¢; es racional y puede escribirse

como ¢; = %.
1

Teorema 3.9. Sea ¢; = % el i-ésimo convergente de una fraccion continua

[a1,...,ap,...]. Entonces se cumple que:
(3.7) Pi = @ipi—1 +pi—2; ¢ = aigi-1+ -2, 1=123,...
(3.8) con valores iniciales py = 1, p_1=0, g =0 g-1=1.

1. Ademds se tiene que para i > 2,
(3.9) Pidi—1 — pi1gi = (—1)".

2. Para todo i se cumple que:

_1)i a; (_1)i71

3.10 e = e o= @ (DT

( ) GGl = g G~ Ci-2 9 qi-2

Demostracion. Ver Apéndice C. O
Corolario 3.10. Sea ¢; = & el i-ésimo convergente de una fraccion continua . En-

tonces se cumple que (p;, q;) = 1. Por tanto, ¢; es una fraccion irreducible.

Demostracion. Como p;q;_1—p;—1¢; = (—1)¢, cualquier otro nimero que divida tanto a

p; como a ¢; debe ser un divisor de (—1)*. Por ende, ¢; = % es una fraccion irreducible.
1

O

Observacion 3.11. El Teorema 3.9 (b) nos dice que para k = 2i, co;—9 > C2; > 21,
mientras que por su lado, para k = 2¢ 4+ 1, co; > c2i41 > c2i—1. Este razonamiento se
sigue de este procedimiento:

1 D% _ 1

2T T e T ae

tanto co > cj.

> 0 pues q1 g2 > 0, lo cual implica que ca —c¢; > 0 y por

w

PR e ) A | _
2. c3—cy = e nn < 0, y a su vez, c3 — co < 0 de manera que c3 < co.

_1\2
3. c3—c1 = % = (;23 > 0, por lo que c3 > ¢1 y por tanto, ¢; < c3 < ca.
_ — a4(*1)3 _ —aa
4. ¢4 — g = < 0 y nos queda que c4 < c3.

42494 ~ q2q4
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Observando este comportamiento podemos generalizar de forma que ¢ < c3 < ¢5 <
..y g >cq >0 > . ... Ademads, para k € N, cop > copi1 ¥ Coka1 < cop para todo
[ € N. Por ultimo, ¢4 estd comprendido entre cy_1 y cg.

Teorema 3.12. Sea {a;}°, una sucesion de nimeros enteros positivos. Entonces la
sucesion (¢;):2, converge, es decir, lim [aq,...,a;] € R.
1—00

Demostracion. Por la observacion anterior, el orden de los i-ésimos convergentes es el
siguiente:
1 <c3<...<cCgi41 < <...< g <o

Por tanto, co > ¢4 > ... > ¢c9; > ... con ¢ € N, todos ellos mayores que c; de
manera que la sucesion (cg;); >1 es decreciente y acotada inferiormente, por tanto, es
convergente. Llamamos as = lim c¢y;.

1—00

Por otro lado, ¢1 < ¢3 < ... < c9i41 < ... con i € N; todos ellos menores que ca; para
todo ¢ € N, en particular, menores que cz. Entonces, como la sucesion (ci1+1)i >0 €s
creciente y acotada superiormente, es convergente y llamamos «q a su limite.

Veamos ahora que a; = ay. Notese que as > a1 (pues aq es el limite de los términos
impares, que son todos menores que los términos pares, cuyo limite es ay). Por (3.7),
vemos que ¢; viene dado de forma recurrente como ¢; = a; ¢;_1 + ¢;_o con valores
iniciales -1 =1 >0, g0 =0y a; > 0, ¢ > 1. De forma inductiva, para todo i se tiene:

Qit1 = Git1 G + Gi—1 = @i+1 (@i Gi—1 + ¢i—2) + gi—1 = ¢i—1 (aiv10; + 1) + gi—2 Git1.

De manera que, como a;1a;+1 > a; y aj+1 > 1, se tiene que ¢j+1 = (a;r10;+1) gi—1+
i+1 Gi—2 > a; ¢i—1+q;—2 = q;. Por tanto, los términos ¢; forman una sucesion creciente
de enteros positivos, de manera que q 2;+1 ¢o; crece de forma indefinida cuando 7 tiende
a infinito. Por tanto,

lim — =0,

=00 (2i+1 42i

y dado que por (3.10) tenemos que cg; 41 — ¢2; = m,

co;) = 0. Con esto, lim c9;41 = lim ¢y, por lo que concluimos que oy y s coinciden:
21— 00 71— 00

nos queda que leglo (c2it1 —

a9 = lim Coi = lim C2i4+1 = (1 = Q.
i—00 1—00

Es decir, ambas sucesiones tienden al mismo limite oy = s = @ con lim ¢; = a. O

71— 00
Corolario 3.13. Sea ¢; el i-ésimo convergente de x = [ai,...,a;,...]. Entonces se
tiene que ca;+1 < < cg; para todo ¢ > 1. Como consecuencia, se tiene que x = lim ¢;.
1—00
Demostracion. Ver Apéndice C. O

Este corolario identifica de forma univoca un nimero irracional con una expansién
como fraccién continua infinita. Reciprocamente, cualquier fraccién continua infinita
define un ntimero real x y ambas construcciones son inversas la una de la otra. Con
la biyeccién que ya tenemos para los racionales, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.14. Existe una biyeccion entre el conjunto de los numeros reales y el
congunto de fracciones continuas (finitas para racionales e infinitas para irracionales).
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3.3. Fracciones continuas periédicas y niimeros irraciona-
les cuadraticos

A lo largo de esta seccion vamos a analizar las fracciones continuas periodicas
debido a su vinculo con los niimeros que se conocen como irracionales cuadraticos.
Maés concretamente, estudiaremos a fondo las fracciones continuas peridédicas puras
por su relacién con los irracionales cuadraticos reducidos. Todos estos conceptos son
relevantes para la resoluciéon de ecuaciones de Pell y para ser capaces de encontrar la
soluciéon fundamental de la misma.

Definicién 3.15. Decimos que una fracciéon continua es periddica si existen n > 0
y m > 1 tales que ay = apy,, para todo k > m. En otras palabras,

[al,ag, ey Ay Qp41y ooy Qugmy Gn+41y -+ -y Antmyy - - ]

donde la secuencia de términos apy1, ..., Gptm Se repite indefinidamente. En tal ca-
S0, escribimos esto como [a1,as, ..., an, Gugl, - -5 Gntm)- S1 m,m son los enteros mas
pequenos que cumplen esta propiedad, decimos que los términos aq, ..., a, forman el
pre-periodo y llamamos periodo a la sucesiéon de términos a1, ..., Gntm que se
repiten indefinidiamente. La longitud del periodo es m.

Definiciéon 3.16. Llamamos fraccidon continua periédica pura a aquella cuyo
pre-periodo no consta de ningtn término, es decir, cuando n = 0 y por tanto son
periddicas desde el primer término.

Enunciamos un resultado que necesitaremos para probar el teorema central de la
seccién cuya demostracion se anade en el Apéndice C del trabajo.

Proposicion 3.17. Sea a = [ay,...,ap, apy1] donde api1 = [apy1, ... |. Entonces,

(3.11) o = nt1Pn T Pro1 n>1.

Qnt1Gn + Gn—-1’

Supongamos ahora que la expansiéon como fracciéon continua de un cierto « es
periodica pura. Podemos entonces escribir a = [ag,...,an] = [a1,...,0pn, Qpt1], 10
cual nos permite ver que

(3.12) ap+1 = [a1, -, an) = a.

Por tanto, en el caso en el que la expansiéon como fraccién continua de « es periddica
pura, la Proposiciéon 3.17 nos dice que:

Q Pn + Pn—1

(3.13) a= .
o gn + Gn—-1

Notaciéon. Denotaremos como « a la raiz positiva de una ecuaciéon cuadrética con
coeficientes enteros y usaremos ' para referirnos a la rafz conjugada de «, es decir,
la segunda raiz de la ecuacién cuadratica de la que « es raiz.
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Teorema 3.18. Siay,...,a, son enteros positivos, la fraccion continua periddica pura
a = [ag, .-, an] > 1 y es la raiz positiva de una ecuacion cuadrdtica con coeficientes
enteros. Ademds, si B = [an,...,a1] es la fraccion continua de o con el periodo en

orden inverso, entonces _?1 = o es la raiz conjugada de la ecuacion cuadrdtica que
satisface o/ y, ademds, o/ € (—1,0).

Pn—1
dn—1

ésimo convergente de la fraccion continua o = [ag,..., ap,). Tenemos que si Z—” =
n

[a1,...,an], con p, = ap Pp—1 + Pn—2, pasando dividiendo entre p,_; en esta ultima
recurrencia nos queda que:

Demostracion. Definimos g—” y respectivamente, como el n-ésimo y el (n — 1)-
n

Dn Pn—2 1 Pn—1
= a, + =an+ 5 = |On, —| -
Pn—1 Pn—1 Pn—2
n Pn—2
/
Iterando esta construccion, por induccién llegamos a que: pp—"l = lan,...,a1] = %, y
n— n
ademas, usando que ¢; = a;g;—1 + gi—2 con valores iniciales dados en (3.8) y aplicando
/ /
. ., Dy , P —
induccion, nos queda que -~ = [a,,...,as] = ==, donde 2= y —*=! representan
qn—1 91 qn qp—1
el n-ésimo y el (n — 1)-ésimo convergente de la fraccion continua [an,,...,a1]. Como

los convergentes son fracciones irreducibles por el Corolario 3.10, se dan las siguientes
igualdades:

(3.14) P = DPn, Ph1 = s G = Pn—1, Ip—1 = Gn—1-
Dado que a es periddico puro, usando la igualdad (3.12) podemos escribirlo como
a = lai,a,...,an,a]y, de acuerdo con (3.13), nos queda que:
(3.15) o — m'
QGn + Gn-1

La ecuacion (3.15) es equivalente a la ecuacion cuadratica siguiente:

(316) Qna2 - (pn - anl) a—pp—1 =0.

Revirtiendo el periodo de a obtenemos que 8 = [ay, an—1,...,a1, 5], y de nuevo, de

acuerdo con (3.15) tenemos la siguiente igualdad:
/ /
+ Py
(3.17) p=ont Py
Bqn + qn—l

Usando las igualdades de (3.14), podemos reemplazar (3.17) por:

Bpn + qn

p= BPn1+ Gn1

Por tanto, 3 satiface la ecuacion p,_18% — (Pn — Gn-1)B8 — ¢u = 0, que es equivalente
a la ecuacion cuadratica siguiente:

(3.18) Gn <—;>2 = (Pn = Gn-1) <—;> — Pn-1=0.
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Comparando las ecuaciones (3.16) y (3.18), concluimos que la ecuacion cuadratica
@n®? — (Pn — @n_1)T — pp_1 = 0 tiene dos raices: la raiz x1 = a y la raiz xy = —%.
Ahora, 8 constituye la fraccion continua periodica pura [y, ..., a1], donde ay, ..., a1
son todos enteros positivos, por tanto, atendiendo a la Observacién 3.3 tenemos que
6>1,0< % < 1y por tanto —1 < —% < 0. En otras palabras, la raiz o/ = —% esta
entre —1 y 0. Esto completa la demostracion. O

El reciproco de este teorema es también cierto. Esto significa que si « > 1 satisface
una ecuacion con coeficientes enteros y la segunda raiz o’ de esta ecuacion cuadratica
estd entre —1 y 0 , entonces la expansion como fracciéon continua de « es periddica pu-
ra. Tal a que verifica las condiciones del teorema se conoce como cuadratico irracional
reducido. Para ello, pasamos a definir los conceptos de niimeros cuadraticos irracio-
nales y en concreto, aquellos que son reducidos, con el fin de demostrar el reciproco
de este teorema.

Definiciéon 3.19. Un ntimero cuadratico irracional es un ntmero que satisface
una ecuacién cuadratica cuyos coeficientes son enteros y cuyo discriminante es positivo
y ademaés no es un cuadrado perfecto.

Observacion. Trabajaremos con niimeros cuadraticos irracionales que pueden escri-
birse como A + BvD donde A,B € Q y D € Z~¢ libre de cuadrados, por lo tanto,
A+ BV/D es irracional. Asumiremos por tanto que B # 0.

Proposicién 3.20. Dado o = A+BvD con A, B€ Qy D € Z~ libre de cuadrados,

1. Entonces o es rafz de una ecuacién cuadratica az? + bz + ¢ = 0 donde los
coeficientes a > 0, b, ¢ son enteros y donde el discriminante b2 —4ac > 0. (z € R).

2. Entonces tal ntmero cuadratico irracional A + By D con B # 0 satisface una
tnica ecuacion ax? 4+ bx +c¢ = 0 donde a, b, ¢ no tienen factores comunes, es decir
(a,b,c) =1.

3. Entonces & = A + BvV/D tiene un conjugado o = A — By/D que también
satisface la ecuacion.

Demostracion. Ver Apéndice C. O

Con el fin de demostrar el reciproco del Teorema 3.18, introducimos el concepto
de ntmero irracional cuadratico reducido.

Definiciéon 3.21. Un ntimero irracional cuadréatico a € Q(v/D) se dice reducido si
se cumple que a > 1 y ademés, o’ € (—1,0).

La importancia de este concepto radica en que fijado un cierto D, solo existe un
nimero finito de nimeros irracionales cuadraticos reducidos de la forma:

P++vD
o = T,
donde « es un namero irracional cuadratico por lo que P,Q € Z y D > 0 es un entero
que no es un cuadrado perfecto. Con esta finalidad, probamos el siguiente lema:

(3.19)
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Lema 3.22. Sea D € Z~y un entero que no es un cuadrado perfecto. Entonces solo
hay un nimero finito de irracionales cuadrdticos reducidos en Q(vV' D).

Demostracion. Dado o = % con PQeZyQ@>0yd = %. Supongamos
que « es reducido, es decir, que o > 1, o/ € (—1,0).

Puesto que a + o’ > 0, se tiene que a + o’ = W = 2 5 0 1o cual implica
que P > 0 (pues Q > 0).

Por otro lado, o/ = P%é/ﬁ < 01luego P —+/D < 0y por tanto P < v/D.

Asi pues tendremos que 0 < P < v/D. Como o > 1, P—B@ > 1, entonces P+vD > Q.

La desigualdad o > —1 implica que P — v/ D > —Q, es decir, —P + VD < Q. Por
tanto, 0 < —P + VD < Q<P+ v/D. Juntando ambas cotas:

0<P<+D.
0<—-P+vVD<Q<P+VD.

(3.20)

Por tanto concluimos que solo hay una cantidad finita de irracionales cuadréticos
reducidos de la forma (3.19) fijado un cierto D. O

Dado D > 1 entero fijo que no sea un cuadrado perfecto, siempre existe un niimero
cuadratico reducido asociado a él llamado: o = A-+v/D donde \ es el entero mas grande
menor que VD, es decir \ = L\/Ej De esta manera, & = A+ /D > 1y por tanto,
o =X —+D = |VD|—+/D € (~1,0). Por tanto, tal o construido de esta forma es
un nimero irracional cuadrético reducido. La ecuacion cuadratica que satisfacen « y
o esz? =2+ —-D=0.

Proposicion 3.23. Si a es un nimero cuadratico reducido, puede expresarse como
a = a1 + a% donde a; = |a] y a1 es un numero irracional cuadrético reducido.
-1

Ademaés, su asociado 8 = =7 es también un nimero irracional cuadratico reducido.

Demostracion. Sea a es un numero cuadrético reducido y supongamos que es raiz de
la ecuacion ax? + bz + ¢ = 0, de forma que:

o= —b—l—\/b2—4ac_P+\/ﬁ
N 2a N Q

P=-b, Q=2a, D=10b*>-4ac> 0 cuadrado no perfecto.

con a,b,ceZ, a>0,

Si escribimos « de la forma o = a; + a% donde a1 = |«], « satisface la ecuacion
cuadratica:

12 1
CL(CL1+OZ7) +b<a1—|—07>+c:0.
1 1

Multiplicando por a? nos queda o3 (aa?+bay +c)+ay (2a1a+b)+a = 0. Resolviéndo
dicha ecuacién cuadrética, obtenemos que su raiz positiva es de la forma:

o —(2a1a +b) + v/(2a1a + b)2 — 4 (aa? + bay +c¢) a _ —(2a1a + b) + Vb2 — dac
b 2 (aa? + bay + c) B 2 (aa? + bay + c)
_Pi+vDy

Q1
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de manera que D = Dy = b?> —4ac, P, = —(2a1a+b) y Q1 = 2 (aa? + ba;y + c).
Claramente Py, Q1 y D1 € Z. Por otro lado, a; tiene la misma parte irracional que
v D. Ahora demostramos que o es un namero cuadratico reducido. Para este fin,
recordamos que a; = |« y por tanto, como a = a; + —— tenemos que 0 < a% <1,
por tanto ay > 1, luego faltaria ver que o € (—1,0).

1
a1

1 1
a=a +—=— o = ——.
a1 a—aj

Dado que n’ = n siempre que n € Z, aplicando esto a la igualdad anterior:

, ( 1 )/ 1 1

o) = = = .

oa—a (a—a1) o —a
Con lo que nos queda —ai,l =a; —a > 1 (pues a3 > 1) y por su parte o’ € (—1,0)
por ser « un numero irracional cuadratico reducido. Por lo tanto, c; es un ntimero
irracional cuadratico reducido de manera que las inecuaciones (3.20) son autométi-
camente heredadas para Pi, Q1 y D1 = D. Por ultimo, por las inecuaciones (3.20),
a>1,d € (—1,0) tenemos que 3 > 1y B/ = =L € (—1,0) luego /3 es también un
ntmero irracional cuadratico reducido. O

Con todo esto, pasamos a probar el reciproco del Teorema 3.18.

Teorema 3.24. Si a es un cuadrdtico irracional reducido, entonces la fraccion con-
tinua de a es periddica pura.

Demostracion. Hemos visto que si a es un numero cuadrético irracional reducido,
o= P+T VD — g, + a% con |a] =a; y donde oy = % VD o5 un irracional cuadratico
reducido asociado con D. Iterando el proceso de construcciéon de a7, obtenemos una

serie de ecuaciones de esta forma:
a=a —l—i a1 =a —|—L (67 =a +i
— 1 ay’ 1 — 02 sy’ n—1 — Un an

donde a, a1, ...,a,_1,... son todos irracionales cuadréticos reducidos asociados con
D y donde o = [aj, a2, ...,an,...]. Como « es irracional, este proceso puede iterarse
de forma infinita y por tanto, aparentemente estamos generando una cantidad infinita
de nimeros reducidos a, aq,...,Q,,..., todos ellos asociados con D. Pero habiamos
probado en el Lema 3.22 que s6lo puede haber una cantidad finita de ntumeros cua-
dréticos irraciones reducidos « de la forma dada en (3.19) asociados a un cierto D
fijo. Por tanto, concluimos que hay términos que se repiten.

Llamamos «; al primer término de la secuencia «, a1, ... que se repite. Vamos a pro-
bar que entonces, aj = «a; para todo k € [0,1) y ademaés, se cumple que aj = a. Es
decir:

1. Una vez que un término se repite, toda la subsecuencia «, aq,...,q; se repite,
en otras palabras, si ay = a; entonces ap+1 = 41, A2 = Q42 .. ..

2. El primer término de la secuencia, «, se repite, en otras palabras, la secuencia
o, 1, g, . .. es periodica pura. De manera que la fracciéon continua para « tiene
la forma: a = [a1,..-,as|, es decir, es una fraccion continua periodica pura.

Demostramos estas dos afirmaciones en el Apéndice C. [
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3.4. Teorema de Lagrange

Hemos visto que todo nimero irracional cuadréatico reducido se corresponde con
una expansion como fracciéon continua que es periddica pura. Vamos a extender la
demostraciéon al caso en el que el ntimero irracional no sea reducido. En este caso,
todo namero irracional cuadratico no necesariamente reducido se corresponde con
una expansion como fraccién continua que es peridédica a partir de un cierto punto.
Este resultado lo recoge el Teorema de Lagrange que demostraremos a continuaciéon.

Teorema de Lagrange. Todo numero irracional cuadrdtico o se puede expresar
como una fraccion continua periodica.

Demostracion. Sea o un ntmero cuadratico irracional cuya expansiéon como fraccion

continua es o = [a1,a2,...,ay,...]. Dado que « es irracional, sabemos que tal ex-

presion tiene infinitos términos. La escribimos de esta forma a = [a1,aq, ..., ant1].
« e, « —

Entonces, por la Proposicién 3.17 sabemos que o = 22PnfProt qonde o y Qnt1

Ap4+1Gntqn—1
son irracionales cuadraticos y ap,4+1 > 1. Tomando conjugados a ambos lados de la

igualdad, obtenemos que:
O/ _ a;H—lpn + Pn—1
O‘;L.HQn + Gn—1

Ahora, despejando «], | y sacando factor comin numerador y denominador, obtene-
mos:

p
’ _ & qn1 = Pn-1 _ Gn—1 YT g _ 4n-1 o —cpy
(3.21) O = — = — = — ,

/ / D /
&' dn — Pn dn Oé_q*: qn a’ — Cp
donde ¢,_1 = p”—*i V¢, = % son los convergentes n-ésimo y (n — 1)-ésimo de
— n

n
«. Por la Proposiciéon 3.13, sabemos que cuando n crece indefinidamente, tanto ¢,_1
como ¢, tienden al limite v y en consecuencia:

! ! _
(3.22) lfm (O‘ C’”) T

n—oo \ o — ¢y o —a

Por el Corolario 3.13, sabemos que los convergentes ¢, son alternativamente menores
y mayores que «. Por tanto, cuando n crece, el valor de la fraccion (3.22) no solo se
va a acercar cada vez mas a 1, sino que ademés seré alternativamente un poco menor
que 1 y un poco mayor que 1. Por (3.7), sabemos que cada g; viene dado de forma
recurrente como ¢; = a; ¢;—1 + ¢;—2, por tanto, vienen dados en términos de ay, g,
anteriores, y como todos ellos son enteros positivos, observamos que los términos ¢;
con i = 0,1,..., crecen a medida que 7 aumenta. Ahora, fijaindonos en (3.21), dado
que a;,; > 0y acabamos de ver que ¢, y ¢n—1 son ambos enteros positivos con
0 < gn_1 < @n, debe ser 2= < 1. Una vez encontrado un valor n que haga que

l— . . . .
la fraccion “—“2=% sea significativamente menor que 1, el valor de (3.21), es decir,

al, 41 € (=1,0). Esto prueba que ay, 11 es reducido y por el Teorema 3.24, la fracciéon
continua de « serd periddica a partir de ese punto. ]
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3.5. Resolucion de ecuaciones de Pell con fracciones con-
tinuas

La expansion como fraccién continua de v/D aporta las herramientas que ne-
cesitamos para hallar la soluciéon fundamental de la ecuaciéon de Pell y la ecuacion
x? — Dy? = —1 en caso de que la tenga. Con este método vamos a obtener la solucién
fundamental a la ecuacién de Pell, es decir, vamos a obtener los dos enteros positivos
mas pequeiios z1 > 0, y1 > 0 tales que satisfagan la ecuacién. Una vez que tenemos
esta solucion fundamental, podemos obtener las deméas soluciones positivas elevando
dicha solucion.

Proposicion 3.25. Sea D > 0 entero libre de cuadrados. Entonces la expansién como
fracciéon continua de v/ D es de la forma:

VD = (a1, a9, a3, as, - - -, an, 2a1).

Demostracion. Como D > 0, tenemos que v/D > 1y por tanto su conjugado, —v/D <
—1, luego D no es reducido, pues para ello su conjugado deberia estar entre —1 y 0.
Por tanto, por el Teorema 3.18, la expansion como fraccion continua de v/D no es
periédica pura.

Teniendo en cuenta que D = a; + a%, a1 = |V'D] luego VD + a1 > 1, y por tanto,
su conjugado a; —v'D € (—1,0). Esto implica que v/ D +a; es reducido y su expansion
como fraccion continua es periddica pura.

Como VD = l[a1,a2,...,ay,...] entonces dado que VD + a1 es un nimero irracional
cuadratico reducido, debe ser v'D +ay = [2ay, a, as, as, - . . , G y por tanto, pasando
al otro lado a; restando:

(3.23) \/5: [al,ag,ag,a4,...,2a1],
donde el periodo comienza después del primer término y finaliza con 2a;. ]
Teniendo en cuenta el resultado del Teorema 3.25, VD = [a1,a2,...,an,2a1] y

observando que
(3.24) Qi1 = [2a1, -, a,) = VD + a;.

Usando la Proposicién 3.17 tenemos:

Qn41Gn + qn—1
donde ¢, = Z—: Y Cpo1 = Z’;—:i
continua de v/D. Reemplazando (3.24) en la igualdad de (3.25) :

son los convergentes de la expansiéon como fracciéon

\/5 _ (\/5+ al) Pn +pn71
(\/E +a1) ¢n + qn-1
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Multiplicando a ambos lados por el denominador:
(326) DQn + (a1Qn + Qn—l) \/E = (alpn + pn—l) + Pn \/B

De manera que Dq, = a1pn + Pn_1 Y @1qn + ¢n—1 = pn. Resolvemos para p,_1y ¢n_1
en términos de p, v gn:

—1=Dg, —

Gn—1 = Pn — Q1Qn.

Por el Teorema 3.9 sabemos que pngn—1—@qnpn—1 = (—1)", sustituyendo por los valores
de pn—1 Y gn—1 obtenidos en (3.27) tenemos:

(3-28) pn(pn - alQn) - QTL(an - alpn) = (_1)n - pi - qul = (_1)71‘

Si n es par, p2 — Dg2 = (—1)" = 1 y por tanto, tenemos una solucién particular de
la ecuacion x? — Dy? = 1, siendo ésta x1 = p,, Y1 = Gn. Si n es impar, p2 — Dg2 =
(—1)" = —1. Por tanto, para encontrar una soluciéon a la ecuacién de Pell 22— Dy? = 1
en este caso, hacemos lo siguiente: avanzamos hasta el segundo periodo de la expansion
de v D, es decir, hasta el término a,, en el que el periodo se repite por segunda vez:

VD =laj,ag,...,an,2a1,a02,...,0,,201,02,...,0;].

El término a,, repetido por segunda vez es realmente el término as,, que ocupa una
posicion par, y por tanto, p%n — Dq%n = (71)2” = 1 y asi{ obtenemos una solucién
particular, siendo esta x1 = pa, € y1 = q2- Todo esto se recoge en este enunciado:

Teorema 3.26. Sea D > 0 entero libre de cuadrados tal que /D = [a1,a2, ..., an, 2a1].
Entonces se cumple que p2 — Dg2 = (—1)" =1 y p3, — Dg3,, = (—1)?" = 1, de manera
que si n es par, (Pp,qn) €s una solucion a la ecuacion de Pell mientras que si n es
impar, (pan,qon) es solucion.

La solucién obtenida con este método es la fundamental, pero este hecho no es
inmediato. El punto clave es que las soluciones de la ecuaciéon de Pell dan unas apro-
ximaciones muy buenas de v D en el sentido de que % es muy proximo a v D.

1

Teorema 3.27. Sia es un numero irracional y 3 € Q cony > 0 tal que |a—2 |< STRL

Y
entonces % es un convergente de la fraccion continua de .

Demostracion. Ver |7, Theorem 9.10] O

Teorema 3.28. Sea 22 — Dy? = 1 ecuacion de Pell con D > 0 entero libre de cuadra-
dos y sea (x,y) una solucion de la misma con x,y > 0. Entonces % es un convergente

de /D, es decir, % proviene de truncar la expansion de la fraccion continua de v D.

Demostracion Teorema 3.28. Sea (z,y) una soluciéon de 22 — Dy? = 1 para un cierto
D, con z,y > 0. Por tanto,

(xz — v Dy)

Y

1
y (z+vDy)

(3.29)
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Usando que 0 <  —y VD, nos queda y VD < z y usando en la ltima desigualdad
que \/E > 1:

T 1 1 1
y_¢4_y@+y¢5fSM%Vﬁf£%T

Por tanto, por el Teorema 3.27, % es un convergente de la fraccién continua de v D. [

Como habiamos visto, la fraccion continua de /D es periodica y la propiedad de
aproximacion del Teorema 3.27 implica que al cortar la expansion de multiplos de la
longitud de periodo, se obtienen ntimeros racionales cuyo numerador y denominador
son soluciones de la ecuacién de Pell. El Teorema 3.28 nos asegura que cualquier
solucion se obtiene a partir de un convergente de la fraccion continua de v/ D, es decir,
x/y = pn/qn para algin n. Ademas, el Teorema 3.25 nos asegura que el desarrollo como
fraccion continua de v/D es periodico y de la forma v'D = [a1,as, ..., an, 2a1]. Por lo
tanto n es un maltiplo de la longitud minima del periodo de v/D. Estos resultados,
junto con el Teorema 3.26 nos permiten asegurar:

Corolario 3.29. Sea VD = [ay,az, ..., an, 2a;] conn minimo la fraccién continua de
V'D. Entonces p2 — Dg2 = (—1)" y en consecuencia, sin es par, € = P, + Gn VD es
la solucion fundamental de la ecuacion de Pell 2> — Dy? = 1. Andlogamente la unidad
fundamental de Z[v/D)]. Sin es impar, € = pay + qan VD es la solucion fundamental
de la ecuacion de Pell x> — Dy? = 1 y por tanto, la unidad fundamental de Z[\/ﬁ]

Ejemplo. Dada la ecuacion de Pell 22 — 12y? = 1, usamos el método explicado para
calcular todas sus soluciones. La expansion como fraccién continua de /12 es [3,2, 6].
La longitud de periodo es 2, por tanto, como es par, la solucion fundamental vendré
dada por (p2, ¢2). Calculamos estos valores a partir de las recurrencias que conocemos:

Pi+2 = Di + Pi+1Qi+2, Gi+2 = G + ¢i+1Qi42.

a; | 3] 2 6 2 6
|3 7 | 45 97
a|1] 2 | 13 28

¢ | 3] 7/2 | 45/13 | 97/28

Obtenemos (p2, g2) = (7,2), luego la solucién fundamental € de la ecuacion x? —

122 = 1 es (20,90) = (7,2). Escribiendo ¢ = 7 4+ 2 /12, observamos que el resto
de soluciones vienen dadas como ¢", con n € Z. Por ejemplo, €2 = (7 + 2 V/12)? =
97428 /12, de manera que tendriamos que (97,28) es también solucion a la ecuacion.
Vemos que ademaés, tal solucion coincide con (p4, qs) = (97,28).



CAPITULO 4

Resolucion del Problema del

Ganado

4.1. Traduccién del Problema del Ganado al lenguaje ma-
tematico

En notacién matemaética, el problema se traduce de la siguiente manera. Separamos
el problema en dos partes, la primera de ellas, que se corresponde con las lineas 1-12,
se resuelve con algebra lineal. Escribiendo «, y, z y t como el ntimero de toros blancos,
negros, moteados y amarillos respectivamente y llamando &, §, 7, ¢ al ntimero de vacas
de los mismos colores, obtenemos el siguiente sistema compatible indeterminado, de
7 ecuaciones lineales con 8 incégnitas cuya soluciéon dependerd de un pardmetro.

(4.1)

Su planteamiento matricial es e

1
0
—13/42
0
0
0
0
—13/42

~5/6
1
0
0
—7/12
0
0
0

r=(5+3)y+t=2y+t
yz(%—i—%)z—i—t:%z—i—t
r=((+)a+t=5a+t

PG+ D) =5 +D)

=G HE+) =F (+2)

F= )+ =R+
=+ D) +d) =Bz +9)

| siguiente:

0 ~1 0 0 0 0 T
-9/20  —1 0 0 0 0 y
1 ~1 0 0 0 0 P
0 0 0 0 0 0 t|
0 0 1 ~7/12 0 0 |
—9/20 0 0 1 —9/20 0 7
0 —11/30 0 0 1 —11/30) | 2
0 0 ~13/42 0 0 1 t

OO OO oo oo
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Usando algebra lineal llegamos a la solucion del sistema en funcién de un parametro,

siendo el vector X = (z,y, 2,t,%,9, Z,t) de soluciones el siguiente:

_ ¢ (3455494 828946 7358060 461043 2402120 543694 1171940 1
B 18130717 604357’ 5439213 604357 1813071’ 604357 1813071 " )’

con t € Zg. Buscamos soluciones enteras del problema, por lo que calculando el
minimo comin miultiplo de los denominadores mem (1813071, 604357,5439213) =
= 5439213, de manera que si llamamos m = /5439213, observarmos que la soluciéon
es de la forma:

X =m - (10366482, 7460514, 7358060, 4149387, 7206360, 4893246, 3515820, 5439213).

La complejidad de la resolucién del problema procede de las altimas condiciones del
mismo mencionadas entre las lineas 12-13, que constituyen la segunda parte del proble-
ma. Uno debe considerar que x+y es un cuadrado y que z+t es un nimero triangular.
Usando la condicion de que x+y es un cuadrado: x +y = m- (10366482 + 7460514) =
17826996 m = 22-3-11-29-4657 - m debe ser un cuadrado, de manera que m = a - v?,
donde a = 3-11-29-4657 y v € Z~q. Usando esto tltimo, tenemos que la solucién al
problema es de la forma:

(4.2)
X = 02 - (46200808287018, 33249638308986, 18492776362863, 32793026546940,
32116937723640, 21807969217254, 24241207098537, 15669127269180).

Por dltimo, para usar la condiciéon de que z 4+t es un ntmero triangular, usamos el
siguiente resultado:

Lema 4.1. = es un ndmero triangular si y solo st 8x + 1 es un cuadrado.

Demostracion. Supongamos que x un namero triangular, entonces puede escribirse

como T = %, para un cierto n € N. Entonces 8z + 1 = (2n + 1)2.

Por otro lado si 8z + 1 = m?, entonces m es impar y se tendra 8z + 1 = (2n + 1)
n (n+1) O
—5—.

de manera que © =

Dado que z 4+t = m (7358060 + 4149387) = 11507447 m = 7 - 353 - 4657 - m =
7-353 - 4657 - a - v?, utilizando el resultado del Lema 4.1, deducimos que u? = 8 (z +
t)+1=28-7-353-4657-a-v>+ 1, lo cual se reduce a la siguiente ecuacién de Pell:

(4.3) u? = dv? + 1.
donde d = 23 - 7-353 - 46572 -3 - 11 - 29 = 410286423278424.

4.2. Resolucion del Problema del Ganado con ecuaciones
de Pell

Buscamos la soluciéon del Problema del Ganado que consiste en resolver la siguiente
ecuacion de Pell:

(4.4) 2> —dy* =1 donde d=12-3-7-11-29-353-(2-4657)% = 410286423278424.
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Siguiendo la metodologia que emple6 Amthor [1] para solucionar el problema, partimos
de la observacion de que d puede escribirse como d = (2 - 4657)% d’ donde d’ es libre
de cuadrados. Por tanto, si (u,v) es una solucion de (4.4), (u,2 - 4657 v) lo es de
22 —d'y? = 1. Esta afirmacion es consecuencia de que si (u, v) es una solucion de (4.4)
entonces

W —dvt =1 = u®—dv® =u®+(2-4657)2 d'v? =u? +d (2-4657 v)? = 1.

Luego (u,2-4657 v) es solucion de la ecuacion de Pell parad’ =2-3-7-11-29-353 =
4729494. Denotamos por € = u} + v’lm a la solucién fundamental de la ecuacion de
Pell para d’, el resto de soluciones vienen dadas de la forma € = u/, + v/, v/d'. Por
tanto, la resolucién del Problema del Ganado se reduce a:

= Resolver la ecuacién de Pell para d'.

= Encontrar la minima potencia a la que hay que elevar la solucién fundamental
de la ecuacion de Pell para d’ para que v], sea divisible entre 2-4657. Observamos
que d’ = 4729494 es par, luego en cualquier soluciéon (u/,v') de 22 — d'y? =1,
u'? debe ser impar y por tanto, v’ es impar. Entonces u/> = 1 (mod 8), pues
el cuadrado de un impar moédulo 8 siempre cumple que es congruente con 1.

Ahora:
u? —d (v)’=1(mod 8) & 1—d (v')*=1 (mod 8) & d’ (v')> =0 (mod 8),
Como d’ = 6 (mod 8), se tiene que 6 (v')?> = 0 (mod 8). De lo que se deduce

2 (v')2 = 0 (mod 8), en particular, (v')2 =4 (mod 8). De aqui obtenemos que
v’ es par. Por tanto, basta con encontrar la potencia n a la que elevamos la
solucion fundamental e para que v}, sea divisible entre 4657.

Para resolver la ecuacién de Pell para d’, usamos el método de fracciones continuas
expuesto en la seccion 3.5. La longitud del periodo de la expansién como fraccion
continua de Vd' es de n = 92 digitos, que es par, luego para hallar la solucion funda-
mental de la ecuacion 2> — d’'y? = 1 debemos calcular pgs v qgo. Para ello, usamos las
recurrencias dadas en el Teorema 3.9 siendo éstas p; = a;p;_1+pi—2, ¢ = G;Qi—1+¢qi_o2,
1=1,2,3,....y con valores iniciales pg = 1, p_1 =0, ¢go = 0y g—1 = 1. La expansion
como fraccién continua es la siguiente:

Vd' = /4729494 = [2174,1,2,1,5,2,25,3,1,1,1,1,1,1, 15, 1,2, 16, 1,2, 1, 1,8, 6, 1, 21,
1,1,3,1,1,1,2,2,6,1,1,5,1,17,1,1,47,3,1,1,6,1,1,3,47,1,1,17,1,5,1,1,6,2,2, 1, 1,
1,3,1,1,21,1,6,8,1,1,2,1,16,2,1,15,1,1,1,1, 1,1, 3,25, 2,5, 1, 2, 1, 4348]..

Podemos también calcular los valores de (pg2, g92) truncando la expansion justo antes
de 4348, que es el dltimo ntumero del periodo, de donde se obtiene el nimero racional:

109931986732829734979866232821433543901088049 _ pg2
50549485234315033074477819735540408986340  qoa

De manera que, aplicando el resultado del Corolario 3.29, obtenemos la solucién fun-
damental de la ecuacion de Pell para d’, siendo ésta (u}, v}) = (py2, q92):

u) = 109931986732829734979866232821433543901088049.
v] = 50549485234315033074477819735540408986340.
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Es decir, la soluciéon fundamental es la siguiente:

€ = u) +vjVd = 109931986732829734979866232821433543901088049+
50549485234315033074477819735540408986340v 4729494.

En este sentido, el resto de soluciones a esta ecuacion de Pell vienen dadas de la forma
ul, y v/, donde €” = u/, + v,/d'. Ahora nos falta encontrar el valor de la potencia n
para el cual €” nos permita obtener v/, tal que sea divisible entre 4657.

4.2.1. Aritmética modular

Con el fin de encontrar la potencia de la soluciéon fundamental que da lugar a
la solucion a la ecuacion de Pell que buscamos, vamos a trabajar con Fags7(1v/2639)

donde Fyg57 := Z /46577 y como 4657 es un ntmero primo, Fye57 es un cuerpo finito.
Dado que d' = 4729497 = 2639 (mod 4657) y (%) = —1, donde (g) denota, en este
caso, el simbolo de Legendre, es decir, 2639 no es un cuadrado médulo 4657, podemos

considerar la extension cuadratica de cuerpos:
Fue57 — IF4657(\/ 2639) = {a + bv2639 : a,b € IF4657}.

Al tratarse de un cuerpo todas las operaciones aritméticas, incluida la division entre
elementos del cuerpo, estan bien definidas. De esta forma,

¢ = 4406 + 3051 /2639 (mod 4657).

Sea p = 4657 y d' = 4729497 = 2639 (mod 4657). Fijamos un cierto k de manera que
ek = uy + u;ﬁ Como €* (uf, — U;C\/E) =1, entonces eik = uj, — v,’gﬁ Esta tltima
igualdad implica que:

1
(4.5) b — = =0 (mod 4657),

dado que ¥ — (v}, — viVd') = u), + VVd' — ulf, + viVd = 2vlV/d = 0 (mod 4657),
pues buscamos k tal que p = 4657 | v}, es decir, que v;, = 0 (mod 4657). De esta
forma podemos comprobar que buscamos k que verifique que:

(4.6) e =1 (mod 4657).

Es decir, €2* = 1 en el cuerpo Fugs7(v/2639). Por otro lado, Fues7(1v/2639) es un
cuerpo de 46572 elementos, por lo tanto Q657" =1 — 1 en este cuerpo, ya que el grupo
multiplicativo tiene orden p? — 1 = 46572 — 1. Por tanto, k debe ser divisor de 7’27_1
(tomando potencias modulares €2* (mod p)). El siguiente resultado permite buscar k

entre los divisores de %. Esta idea es debida a H. W. Lenstra, Jr.:

Lema 4.2. Dado p primo, entonces e’ =1 (mod p).

Demostracion. Para demostrar esta tltima reduccién, observamos que en el cuerpo
finito en el que estamos trabajando, 24%°7 = 2/ (mod 4657) donde si x = a + b /2639,
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entonces 2’ = a — b v/2639 (en este cuerpo finito). Esta igualdad se debe a que:
p D . . p—1
#=3 (j) o (b VT = P+ (WY = P + V(TP = a + ()57 T
j=0

Ea—l—(i’) Vd'b=a+ (=1) Vd'b=a—bVd (mod p).

donde hemos usado que:

. (?) es divisible por p para j =1,...,p — 1.
» Dado que p es primo, 2P = x (mod p) para todo x (Pequeno Teorema de Fermat).

s Aplicando el criterio de Euler, el cual me dice que:

(£> =" (mod p)
p
donde (%) denota el simbolo de Legendre, tenemos que (d’ )% = —1 (mod p)

ady\ _
cuando <;) = —1.

Por tanto, €® = u — v/2639 (mod p) y esto implica que ! = (u + vv/2639)(u —
vv/2639) (mod p) = 1 (mod p) pues u? — v?d’ = 1, con lo que queda demostrada la
reduccién de Lenstra. O

Por tanto, como siempre se cumple que e?*! = 1 (mod p) y busco un k tal que
€2k =1 (mod p), debe ser k divisor de (p + 1)/2.

4.2.2. Solucion

Sea v = € (mod 4657) por lo tanto, v = 262 + 5511/2639. Buscamos que y* =
1 (mod 4657) con k divisor de (p + 1)/2. Como ]%1 = 468 — 17.137, solo hay
3 casos que comprobar, concluimos que k = 2329. Por tanto, cualquier solucién de
€k =1 (mod p) es de la forma k = 2329 n, n=1,2,3,...
De esta forma, toda soluciéon de z? — d'y? = 1 viene dada por v’ = a,, v = 3, donde:

32m — o+ BV, n=1,2,....

Recordando que si (u,v) es solucion de 22 —dy? = 1 entonces (u, 2-4657-v) es solucién
de 22 — d'y? = 1, nos queda que la solucién que buscamos para 22 — dy? = 1 es de la
forma: (u,v) = (ap, %(’;57).

Llamo a = 229" = o, 4+ 3,V/d'. Usando que é = ¢/, nos queda que:

1 1 1 N 2Vd By
07 (= 3) i (=) -

a
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Es decir,

1 2329 1
P = o (6 " 62329n>

Bn
2-4657

2
Por lo tanto, dado que v? = ( ) = tenemos:

V2 = 1 ( 1 (6232971_ 1 ))2: 1 (6232971_ 1 )2:
(2-4657)2 \oy/@ ¢2329n 92465724 d ¢2329n
L 232002 L \?2 2329 1 L 4658 1

T4 <(6 )T (6232%) —2e n62329n) T4 (6 " A658n 2)’

donde d = 22 - 46572 - d' = 410286423278424. Usando este valor en la solucion del
sistema de ecuaciones lineales (4.2), nos queda que:

B ( 159 801 395 891 128685 2446623 125565 5439213 )

~ \5648’ 39536 19768 79072 6575684 184119152 13151368 368238304

1
4658n
' (E + cA658n 2)'

Dado que:

159 , 1 159
_ 2) _ 4658n
<5ms(é%% 0= =l

donde [z] = min {z € Z: x < z}. Asi nos queda que la solucién al sistema es:

(4.7)
(< 159 801 395 891 128685 2446623 125565 5439213 ) (54658”>1.

56487 395367 19768 79072’ 6575684 184119152’ 13151368 368238304
Con todo esto, sumando todos los animales, tendriamos que el tamafio del ganado es:

[ 25194541 (46587

184119152

Ahora habria que aproximar ctianto vale dicha solucién para n = 1. Usamos una apro-
ximacion del valor de € ~ 219863973465659469959732465642867087802176097, 99...,
uno tiene que €% ~ 5,671127688542531014809969777238244773907823652628606
27264119 - 10296545,

Usando esto en (4.7) con n = 1 tenemos una aproximacion de la solucién completa
del problema méas pequena:

(1,59651080467114453143552619437124808613906508634551770069042,
1,148971387728289999712359821825130024256416113353782280550788,
0, 639034648230902865008559676183639732592051658550699133564764,
1,133192754438638077119555879203311759254143232895740326635608,
1,109829892373319039723960215825309623653339008897800134852635,
0, 753594142054542639814429119589686473435022187613875093482301,
0, 837676882418524438692221984108458338745267934241979330049041,
0, 541460894571456678023619942107102626157017184023982103325062) - 10296544,

Concluimos que el ntmero total del ganado es aproximadamente:

7,76027140648681826953023283321388666423232240592337610315062 - 10296544,



APENDICE A

Problema de Wurm

Interpretemos el Problema del Ganado de una forma distinta. Si llamamos x al
nimero de toros blancos e y al ntimero de toros negros y suponemos que la condicién
de que x + y es un cuadrado se refiere a que los toros forman una figura cuadrada,
como un toro es mas largo que ancho, simplemente estariamos pidiendo que z+y fuese
un nimero rectangular, es decir, un nimero que no es primo, y en consecuencia, nos
estarfamos enfrentando a la resolucién de un problema que se atribuye a J.F. Wurm
[13]. Recordamos que la resolucion de la primera parte del problema se traduce en
que, si llamamos x,y, z,t al nimero de toros blancos, negros, moteados y amarillos
y denotamos por Z,7,Z,t al nimero de vacas de los mismos colores, la soluciéon al
sistema viene dada por la siguiente igualdad:

(A1)
X =m (10366482, 7460514, 7358060, 4149387, 7206360, 4893246, 3515820, 5439213),

donde X es el vector de las soluciones y m € Z. Si atendemos a la interpretacion
de Wurm, la resolucién de la segunda parte del problema consiste encontrar un m
entero para el cual se satisfaga que z+ ¢ es un nimero triangular y que ademas, x +y
pueda escribirse como producto de dos ntimeros cuya relacién sea aproximadamente
la existente entre el largo y ancho de un toro. Dado que debe ser que z 4+ ¢ sea un
namero triangular y por el lema (4.1), esto sucede si y solo si se da que

(A.2) 8 (z41t)+1=28-1150744 m + 1 = 92059576 m + 1 = a?,

para un cierto entero a, lo que se traduce en que a? = 1 (mod 92059576). Para
encontrar el valor de tal x, usamos el Teorema Chino del Resto, el cual nos dice que
existe una soluciéon de 22 = 1 (mod 92059576) para cada combinacién de soluciones
de la ecuacién:

(A.3) 22 =1 (mod d),

donde d es una potencia de primo que divide a 92059576 = 23 - 7 - 353 - 4657. Las
soluciones de (A.3) vienen dadas por x = 1,3,5,7 (mod 8) y z = +1 (mod d) para
d = 7-353 y 4657. Las soluciones (mod 92059576) se construyen a partir de ellas y
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la lista completa de las soluciones positivas es la siguiente.

3287843, 4303069, 7590911, 15423983, 18711825, 19727051, 23014893, 23014895,

26302737,27317963, 30605805, 38438877,41726719, 42741945, 46029787, 46029789,

49317631, 50332857, 53620699, 61453771, 64741613, 65756839, 69044681, 69044683,
72332525, 73347751, 76635593, 84468665, 87756507, 88771733, 92059575.

Observamos que cada uno de estos niimeros genera una familia de soluciones distinta.
Vamos a estudiar el caso més pequeno, es decir, el caso en el que a = 3287843.
Volviendo hacia atréas, en (A.2) teniamos que 92059576 m + 1 = a? de manera que,
sustituyendo por el valor de a que hemos obtenido y despejando m nos queda que
m = 117423. Sustituyendo tal valor en (A.1), obtenemos que la solucién al problema
es la siguiente:

X =(1217263415886, 876035935422, 487233469701, 864005479380, 846192410280,
574579625058, 638688708099, 412838131860).

Sumando todos los animales, obtenemos que el tamano del rebafio es 5916837175686.
Ademés, z +t = 573634017639 = w, de manera que se cumple que z + t
es un ndmero triangular.

Por otro lado, z + y = 2093299351308 = 22 - 3% .11 -29 - 4349 - 4657, que no es
primo, luego se cumple la propiedad que buscabamos, es decir, x + y es un ntimero
rectangular. La representacion de este ntimero més parecida a un cuadrado viene dada
por x +y = 1409076 - 1485583 por lo que llegamos a que la relacién entre el largo y el
ancho de un toro es en torno a 1485583 /1409076, un numero muy proximo a 1. Esto nos
llevaria a un hecho muy poco comun, pues son proporciones disparatadas para tratarse
de un toro, lo cual nos lleva a pensar, como comentiabamos en la introducciéon, que la
verdadera interpretacion del problema es la que nos lleva a su resoluciéon utilizando la
ecuaciéon de Pell.



APENDICE B

Definiciones de Teoria Algebraica
de Niimeros

En este apéndice, desarrollamos algunas propiedades y definiciones fundamentales
para el entendimiento del capitulo de este Trabajo de Fin de Grado acerca de cuer-
pos cuadraticos y su relaciéon con las ecuaciones de Pell 2. Para ello, requerimos de
conceptos propios de Teoria Algebraica de Numeros.

Definiciéon B.1. Decimos que K es un cuerpo de numeros si se cumple que K es
una extension finita algebraica de Q, de manera que [K : Q] = dim g K y se tiene
que [K : Q] < 0.

Definiciéon B.2. Sea o € C. Decimos que « es un niimero algebraico si es el cero
o raiz de algtn polinomio f(z) € Q[z], es decir, si existe f(x) € Q[x], f(z) # 0 tal que
f(a) =0siysolosi[Q(a): Q] < oo.

Teorema B.3. Un numero algebraico o es el cero de un wnico polinomio monico
irreducible (sobre Q) g(x) € Q[z]. Ademds, si h(z) € Q[z] y h(a) = 0, entonces
g(x) | h(x) en Q. Al polinomio g(x) lo llamamos polinomio minimo de «. El grado de
a es el grado de su polinomio minimo.

Definiciéon B.4. Llamamos cuerpo de niimeros algebraicos al conjunto formado
por todos los nimeros algebraicos, es decir, Q = {a € C : « es algebraico}. Tal
conjunto es un cuerpo.

Definiciéon B.5. Un niimero algebraico a es un entero algebraico si « es el cero
de un polinomio moénico f(z) € Z[z].

Notacion. A = {a € C: a es entero algebraico}.

Definicion B.6. Sea K cuerpo de ntmeros. El anillo de enteros del cuerpo K es
Ok = KN A. que es un anillo por ser la interseccién de un cuerpo con un anillo.

Lema de Gauss. Sea f(z) € Z[z]. Si f(x) = g(z) h(z) con g(z),h(z) € Q[z],
entonces ¢(z), h(z) € Z[x].

Teorema B.7. Og = Z
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Demostracion del Teorema B.7. Z C Og pues si m € Z, entonces m es el cero de
f(xz) =z —m luego m es un entero algebraico y como m € Z C Q y m € A entonces
m € Og. Veamos que no puede haber ningin elemento mas en Og. Para que m € Og
necesariamente, m debe pertenecer a Q pues Og = QN A de manera que tomo g € Q
tal que ¢ # Z que satisface que existe f(z) con f(g) = 0. Sea g(z) el polinomio
minimo de g, en tal caso, g(x) | f(z) y por lo tanto, f(z) = g(x) h(z) € Q[z] (pues
g(x) =z — q) y por el Lema de Gauss, necesariamente g(x) € Z[z], luego ¢ € Z. O

Simultaneamente con esta demostracion hemos probado el siguiente resultado:

Teorema B.8. El polinomio minimo de un entero algebraico es mdnico con coeficien-
tes enteros.

Definicién B.9. Un cuerpo de nimeros K es un cuerpo (de nimeros) cuadratico
cuando K = Q(«) donde « es de grado 2, es decir, el polinomio minimo de « tiene
grado 2.

Definicion B.10. Sea o € Ok no nulo. Decimos que a es una unidad de Ok si
existe B € Ok tal que af = 1.

Procedemos a dar algunas definiciones claves relacionadas con cuerpos de niimeros
cuadréticos. Notese que son también definiciones que pueden entenderse para cuerpos
de niimeros de cualquier grado, sin embargo, en nuestro caso, analizaremos los cuerpos
cuadraticos. Demostramos el resultado recogido en la Observaciéon 2.1 expuesta en el
capitulo de cuerpos cuadraticos.

Demostracion. Observamos que « es el cero de algin polinomio irreducible p(x) =
ax® + bx + ¢, a,b, ¢, € Z. Entonces:

bt vb2—4ac —-bxt+vD
o= = .
2a 2a

Nos queda D = b? — 4ac € Z. Ademas, VD ¢ Q, pues p(z) es irreducible en Q y al ser
un polinomio de grado dos, no tiene raices racionales y por tanto, v/ D no puede ser
racional. Por tanto, si escribimos D como D = f2Dy donde Dy es libre de cuadrados,

entonces K = Q(a) = Q(v/Do). O
Definicién B.11. Sea K = Q(v/Dy) cuerpo de nimeros cuadratico con Dy libre de
cuadrados. Sea o = % € K con ¢y, ¢, c3 € Z,c3 # 0. Definimos el conjugado

de «, denotado por o, como o = A=V VDo [ lamamos traza de o a T(a) = a+a’ =

2c1
Cc3

, la norma de o como N(a) =a - = (%)2 - DO(%)'

Proposicién B.12. Sea K = Q(v/Dy) cuerpo de ntimeros cuadratico y sea a € Ok.
Entonces T'(a), N(«) € Z.

Demostracion. Sea f(x) € Z[z] el polinomio minimo de a. Entonces f(x) = 22 —
T(a) x4+ N(«a) (pues el coeficiente que acompana al primer término del polinomio
es la suma de las raices, es decir, a + o’ y el término independiente es el producto
de ambas) y por tanto, como el polinomio minimo de un entero algebraico tiene
coeficientes enteros, necesariamente T'(a), N(«) € Z. O



APENDICE C

Algunas demostraciones del
capitulo 3

Demostracion del Teorema 3.9. Probamos en primer lugar que las recurrencias dadas
en (3.7) p; = a;pi—1 + Pi—2, ¢i = aigi—1 + gi—2, son ciertas para todo ¢ = 1,2,3,...,
con los valores iniciales dados en (3.8). Analicemos el caso para i = 1,2, 3.

_ _ DN _ _ aias+1l _ p2
a=a==2, 2 = a1, a9] = V2= =2,
o _ ajasaztaitaz _ az(aiaz+1)+a1 _ ajasaztaitaz _ a3(p2)+p1 _ p3
€= [al’a2’a3] - azaz+1 - azaz+1 - azaz+1 T qeastqr T g3

de manera que po = ajas +1 y qg2 = as. En tal caso, vemos que p3 = asps + p1
v q3 = qoa3 + q1. Con esto, procedemos a demostrar la recurrencia por induccion.
Asumamos que la formula es cierta para ¢, es decir:

Di a;pi—1 + Pi—2
(Cl) ci:[al,...,ai]:—lzb,

¢  Gigi—1+ qi—2
y veamos que también lo es para ¢ 4+ 1, de manera que, queremos probar que es cierta
la siguiente igualdad:

_ DPit1  Qiy1Pi +Di—1

C.2 Cit1 = (A1, ..., 0541 = = .
(©2) " | i+1) Gi+1  Gi+1Gi T qi—1

Veamos la relacion entre ¢; = [a1,...,a;] y ¢it+1 = [a1,. .., ai+1]. Comparando, vemos
que ¢;41 solo difiere de ¢; en a;+ a'il en lugar de a;. Esto sugiere que podemos calcular
3
la formula de ¢;11 a partir de la de ¢; dada en (C.1). Procedemos a calcular ¢;41. En

la expresion (C.1) reemplazamos a; por a; + a_1+1.
7

(ai + L)pi—l + pi—2

:| . aiq1
dit+1 (ai + )Qi—l +qi—2

Cit+1 = |Q1,...,Q;—1,0; +

1
Q41
Multiplicando numerador y denominador por a;41 y reordenando términos obtenemos:

ai1(aipi—1 + pi—2) + pi—1
aiy1(aigi—1 + qi—2) + qi—1

Ci+1 =
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Como asumimos que (C.1) es cierto para i, tenemos que p; = a;pi—1 + Pi—2, ¢i =
a;qi—1 + gi—2, de manera que los términos entre paréntesis en el numerador y denomi-
nador de la dltima expresion para ¢;41 pueden reemplazarse, respectivamente, por p;
v q; v asi obtenemos que:

Ai+1Pk + Pi-1 _ Pit1
Ai+14; + qi—1 qi+1

Cit1 =

Por tanto, hemos probado que la igualdad también es cierta para ¢ + 1. Asi queda
probada la recurrencia (3.7) dada en el Teorema. Pasamos ahora a demostrar (3.9).
Cuando ¢ = 2 tenemos paq1 — p1g2 = (a1a2 +1) -1 —ajag =1 = (—1)2. Supongamos
que el resultado es cierto para ¢ y con induccién veamos que entonces también lo es
para i + 1. Usando (3.7) sabemos que se cumple que p;11 = a;41p; + Pi—1 ¥ ¢it1 =
a;+1¢; + qi—1. Por tanto, podemos escribir:

Pis14i — PiGit1 = (aip1pi +pi-1) ¢ — Pi (Gir14 + ¢i—1) = (=1) (Pigi—1 — Pi—1Gi) =

= (D=1 = ().

Esto completa la demostracion de (3.9). Finalmente, pasamos a probar la tltima parte
del Teorema. Para demostrar la primera igualdad de (3.10), partimos de que por (3.9)
PiGi—1 — Pi—1¢; = (—1)*, de manera que dividiendo entre ¢;¢q;—1 queda demostrado lo
que buscabamos. Para demostar la segunda igualdad de (3.10), hacemos lo siguiente:
Di _Pi-2 _ Pi%i-2 — Pi—29i

Ci — Ci—2 = —
qi qi—2 qiqi—2

Desarrollando el numerador y aplicando las igualdades demostradas en (3.7) p; =
aiPi-1+Pi-2 ¢ = a;Gi-1+¢i—2 Y (3.9) pigi—1 —pi-1¢; = (—1)° nos queda que p;g;—2 —
pi—2qi = (@ipi—1+pi—2)@i—2—pi—2(aigi—1+qi—2) = a; (Pi-1¢i—2—pi—2¢i—1) = (1)1,
como queriamos probar. O

Demostracion Corolario 3.13. Definimos |z;| = a; para todo ¢ € N. Dado que ¢; =

a; < xy que ag = |[w2| < x2 tenemos que z = a1+w—12 < al—i-% = ¢9. Por
tanto ¢; < x < co. Supongamos, por induccién, que el resultado es cierto para los
convergentes dy, . .., dg de cualquier fraccion continuas [by, ..., by, ...| asociada a un
cierto niimero z, es decir supongamos que dog_1 < 2z < daok, y apliquemos esta hipdtesis
a la fraccion [ag,...,an,...] asociada a xo. Tendremos entonces dog_1 < z2 < dai.

Ahora, observemos que ¢; = aj + ﬁ para todo j > 2 y por tanto, cop+1 = a1+ ﬁ <

a1 + ?12 =z <a+ ﬁ = co. Evidentemente, la condicién cop+1 < & < co para

todo k implica que lim co, +1 < x < lim c9 vy por tanto lim cp = x. ]
k—o00 k—o0 k—o0

Demostracion Proposicion 3.17. Probamos por induccién. Para el caso n = 1, usando
los valores iniciales dados en (3.8):

aop1 + Po asal + 1 1
= :al—l——:[al,ag].
Q2q1 + qo o2 (o)
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Ahora suponemos que (3.11) es cierta para n y veamos que también lo es para n + 1.

1
[a1, ... G, Gpt1, Onyo] = [al,...,amanﬂ—i— =
Ap42

1
— <an+1 T o‘ﬂ+2) Pn T Pn—1 _ Qn42 (an+1pn + pn—l) +pn _ Ap42Pn+1 + DPn

(anJrl + ﬁ) Gn + Q-1 Qp42 (an-l-l(h + Qn—l) + an Qp+2qn+1 + qn ‘

Con esto queda probado el teorema por induccion. O

Demostracion Proposicion 3.20. Probamos el apartado 1. de la proposiciéon. Toda
ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 tiene 2 raices:

b L Vb% — dac

T = ——
2a 2a

= A+ BVD donde D =b? — dac, i € {1,2}.
En consecuencia:

b
(C?)) r+1r9=2A=——; 7’1T2:A2—BQD: E

a a

Por tanto, si a # 0, podemos reemplazar az? + bz 4+ ¢ = 0 por:

b
(C.4) 2 —a(—2)+5=0 <= 2* - 242+ 4% - BD =0,
a a

Reciprocamente, sustituyendo x por A + By D podemos probar que satisfacen la
altima ecuacion:

(A+ BVD)? —24 (A+ BVD) + A> - B’D =
= A2+ 24ABVD + B2D — 242 5 2ABVD + A2 — B2D = 0.

Sin embargo, la ecuacion (C.4) que satisfacen A + Bv/D no tiene necesariamente
coeficientes enteros. Para ello, multiplicando por a, siendo a = (24, A% — B2D)
obtenemos la ecuaciéon cuadratica az?+bxr+c¢c =0 cona > 0,b = —24ay
c=a (A? — B?D) donde a,b,c € Z.

Finalmente el discriminante b? —4ac >0 pues b? —4dac = (—2aA)? + 4a?A (A% -
B?D) = 4a?B?D > 0 y dado que D es libre de cuadrados, b*> — 4ac también lo es.

Para demostrar el apartado 2. de la proposicién, hacemos el siguiente razonamien-
to. Si A+B+v/D esraiz de ¢; () = ayz?+bir+c; = 0y raiz de go(v) = agz? +bowtco =
0 entonces también sera raiz de la ecuacion aogi(x) — ajg2(x) = 0, de manera que:

az91(z) — a192(x) = x (agby — a1ba) + (azec1 — ajce) = 0.

az2¢1—a1c2

Si agb; — a1by # 0, entonces x = aobi—a1be

€ Q, pero suponiamos que era irracional y
por tanto, z = A + B+ D no puede satisfacer ambas ecuaciones.

Si agb; — a1by = 0, reordenando términos tenemos que as by = a; be si y solo si
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Z—f = Z—f. Por otro lado, si ag b1 — a1 by = 0 necesariamente ay ¢ — ay co = 0y por

tanto as ¢ = ay ¢ si y solo si Z—f = i—f, de manera que:

agzlml.
a2 _ by _ co _ _
al_bl_cl_k‘ — bg—kbl.

co = ke

Por tanto, g1(x) y g2(x) son equivalentes, siendo una ecuaciéon muiltipla de la otra. [

Demostracion Teorema 3.24. Demostramos los dos subapartados de esta demostra-
cion:

1. Una vez que un término se repite, toda la subsecuencia o, aq,...,q; se repite,
en otras palabras, st ap = aq entonces Qg1 = 41, Opt2 = QUL2, - - ..
Para demostar esta afirmacion, partimos de que o = [agr1,a541] ¥ @ =
[a;4+1,@;41] ¥ suponemos que aj = «;. Como axy1 = |ag] v aip1 = o]
concluimos que a;+1 = ax41 y por lo tanto, %ﬂ = ak1+1 lo cual implica que

oy+1 = 0y+1. Iterando el argumento demostramos lo buscado.

2. El primer término de la secuencia, o, se repite, en otras palabras, la secuencia
Q,a,Q9,... €S periddica pura.
Para demostar esta segunda afirmacion, partimos de que ap = «ay, usando con-
jugados en la igualdad obtenemos que o}, = aj. Ademas,

-1 -1
ar o

(C.5) Br. = =B

Si k # 0, entonces ap_1 = ar + ole Vv o1 = a; + a% Tomando conjugados,
o = lak, o], o) | = [ar, o)]. Por tanto B = ap—aj_, y B = a;—aj_, donde
a, 1,2, ... son todos distintios y donde a; = o y a partir de ese punto, todos
los o's se repiten. Para cada aj > 1, existe exactamente un entero a; menor
que oy y siendo este el mas proximo a «ay (es decir, el valor de la parte entera
de un namero dado es tnica). Por tanto, como los os se repiten y |o/s| esta

determinada de manera tnica, esta claro que la secuencia ay, ..., as se repetira:
as = [as41,as4+1] = @ = [a1,a1]. De manera que la fraccién continua para «
tiene la forma: oo = [a1, .- -, @), es decir, es una fraccion continua periodica pura.

O
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