TEORIA DE GALOIS Grado en Mateméticas Hoja
(3-10-2022) Curso 202223 n° 2

Extensiones de cuerpos.

1. Calcula el polinomio minimo sobre Q de:

a=V3+v5, B=V9+V3-1, y=V3+V2

2. Sea L = Q(v/3,V5) y o = V3 + /5.
a) Calcula el polinomio minimo de a sobre Q(v/3) y sobre Q(v/5).
b) Calcula [L: Q], [L: Q(V3)] v [L: Q(V5)].
¢) Demuestra la igualdad L = Q(c).

3. Estudia cudles de los siguientes subcuerpos de C coinciden:

K1 = Q(i,v?2), Ky, =Q(v-2), K3 =Q(V2+1),
Ki=Q(V2V1+V2), Ki=0Q(V1+v2), Ko=Q(v2ivV1+V3)

4. Halla el grado y una base de las siguientes extensiones de cuerpos.

(i) QV3)/Q (i) Q(v2,v3)/Q (i1) Q(V2,v3,1)/Q
(iv) Q(v2i)/Q (v) QV2,V7)/Q(V2) (vi) QV2)/Q(V2)
(vi)) Q(V1+V3)/Q (viii) Q(e*™/%)/Q (i) R(V=3)/R.

5. Halla el grado y una base de la extensién Fr(t)/Fr7(t?). Calcula t ! y (¢t +1)~! como combi-

nacién lineal de los elementos de la base que has encontrado.

6. Considera las siguientes cuestiones sobre las raices de la unidad:
a) Sea ¢ un ndmero primo y sea 1 # £ € C tal que £ = 1. Demuestra que [Q(§) : Q] = ¢ — 1.

b) Sea w = cos§ +ising = e6’. Observa que w2 = 1 pero que w” # 1si 1 < r < 12.
Demuestra que [Q(w) : Q] =4 y calcula el polinomio minimo de w sobre Q.

c) Sea ¢ un numero primo impar. Calcula el grado del polinomio minimo de cos 27” sobre Q.

Deduce que cos 27” € Q si, y solo si, g € {2,3}.

7. Sea E/K una extension de cuerpos y a € E. Prueba que KJ[a] es un cuerpo si, y solo si,

K(a)/K es una extension algebraica.

8. Considera E/K una extensién de cuerpos y un polinomio f(z) = ag+a1x+---+ana™ € Elx]
tal que ag, . .., a, son algebraicos sobre K. Demuestra que si u € E es una raiz de f(x), entonces

u es algebraico sobre K.
9. Considera una extensién de cuerpos E/K.
a) Demuestra que una extensién de grado primo es simple.

b) Suponiendo que el polinomio minimo de un elemento « sobre un cuerpo K es x> + = — 1,

halla el polinomio minimo de a? sobre K.
c) Si a € E es tal que K(a)/K es una extensién de grado impar, calcula K (a?)/K.

d) Si L; y Lo son cuerpos intermedios tales que L; /K y La/K son extensiones finitas de grados

primos entre si, demuestra que L1 N Lo = K.



10. Sea F//K una extensién y sean «a, 3 € E algebraicos sobre K con

[K(a): K] =mn y [K(B): K] =m.

a) Prueba que [K(«, ) : K(B)] < n.
b) Si n y m son coprimos, prueba que K(a) N K(8) = K y [K(a, ) : K] = nm. Demuestra
que po/x () = pasx(s)(T)-
11. Sea K = Fa[z]/(z? + x + 1).
a) Demuestra que K es un cuerpo con cuatro elementos, y escribe la tabla del producto de K.
b) Determina todos los automorfismos de K.

¢) Demuestra que cualquier otro cuerpo con 4 elementos es isomorfo a K.

12. Considera E/K una extensién de cuerpos, y sean ajq, ..., «, elementos de E. Seao: E — L

un isomorfismo de cuerpos. Prueba la igualdad:

o(K(ay,...,an)) =0c(K)(o(a),...,0(a)) .

13. Supongamos que F; /K es una extension finita y que Ey/ K5 es otra extension tal que existe
un isomorfismo de cuerpos

o E1 — EQ.
Demuestra que si o(K;) = Ko, entonces [Fy : K1] = [Ey : Ko).
14. Decide justificadamente si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa:

a) Sea F//K una extensién finita y f(z) € K|z| irreducible. Si el grado de f(x) y el grado de

E/K son coprimos, entonces f(z) no tiene raices en E.

b) Sea E/K una extension finita y f(x) € K[z] un polinomio irreducible. Si f(z) tiene una

raiz en E, entonces el grado de f(x) es igual a [E : K].

c) Sea E/K una extension finita y f(z) € K[z] un polinomio irreducible. Si f(x) tiene una

raiz en F, entonces el grado de f(x) divide a [E : K].

d) Sea E/K una extensién y supongamos que «, 3 € E son algebraicos sobre K. Si existe un
isomorfismo de cuerpos 0: K(«a) — K () tal que () = By 6(k) = k para todo k € K, entonces
existe un polinomio irreducible f(x) € K[z] tal que f(a) = f(8) = 0.

e) Sea F/K una extensién y supongamos que «,3 € E son algebraicos sobre K. Si existe
un isomorfismo de cuerpos 0: K(a) — K(f) tal que 8(a) = 3, entonces existe un polinomio
irreducible f(x) € K[xz] tal que f(a) = f(8) = 0.

15. Sea p un nimero primo. Demuestra que una condicion necesaria para poder dibujar con regla
y compas el poligono regular de p-lados es que p sea un primo de Fermat (i.e. p = 22" + 1 para

algun n € N). Obsérvese que los tinicos primos de Fermat que se conocen son 3, 5,17, 257, 65537.



