ALG—EBRA LINEAL Grado en Matematicas Hoja

(21-9-2021) Curso 202122 n® 2

Espacios vectoriales.

1. En R? se define la operacién suma habitual y el producto ® : R x R? — R? por un escalar a € R

mediante:
(i) a ® (z,y) = (az,0). (ii) a ® (z,y) = (@®z,a%y).
(iii) Oé@(l',y) = (:my) (iV) a®(m>y) = (Oé:l?,y).

Decidir en cada caso si (R%,+,®) es un R-espacio vectorial.

2. En R? se define la operacién suma habitual y el producto ® : CxR? — R2 por un escalar o = a+bi € C
mediante: a ® (z,y) = (ax — by, bz + ay). Decidir si (R?,+,®) es un C-espacio vectorial.

3. Sea K un cuerpo y (V,+,-) un K-espacio vectorial. Demostrar las siguiente afirmaciones:
(i) El elemento neutro de un espacio vectorial es tinico. Lo denotaremos por Oy .
(ii) El opuesto de cada elemento en un espacio vectorial es nico.

)

)
(iii) Sea 0 € K. Para todo u € V se tiene 0 - u = Oy.
(iv) Sea —1 € K. Para todo u € V se tiene (—1) - u es el opuesto de w.
)

(v) Para todo k € K se tiene k - Oy = Oy.

4. Determinar cudles de los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales (sobre el cuerpo “obvio”
en cada caso):

Wi = {(z,y) € R? |52 = 2y}, Wo = {(z,y,2) € C3 |2y + z = x},
W3 = {(z,y) € Q*|x = 7n para algin n € Z}, Wy ={(z,y) €F2 |z =y + 1},

W5 = {p(z) € R[z]| grado(p(z)) par}, We = {p(x) € R[z]|p(5) = 0},

Wz ={p(z) € Rlz]|p(1) € Z}, Ws = {p(z) € R[z]| p(z) = p(—z)},
Wy = {A € M3,4(R)|rango(A) = 3}, Wio = {A € M3(R) | A% = 0},

Wi ={Ae M,(R)| A=A}, Wis = {A € M3(R)| A% = A},

5. Determinar si los siguientes subconjuntos del espacio F(R,R) (también se denota por R®) formado
por las funciones f : R — R son R-subespacios vectoriales:

Wy ={f:R — R|f derivable y f'(2) = 0}, Wy :{f:]R—>R|fcontinuayf01 f(z)dz = 0},
Wy = {f:R = R|f(V2)f(11) = 0}, Wy={f:R—=R|f(V2)=—-f(11)}.

6. Estudia si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R%.

Wi = {(3x2, x2, x4 + T2, 24) | X2, 24 € R},

Wy = {(w1, 22,73, 24) | 172 = 0},

W3 = {(x1,22,21,22) | 21 = 1},

Wy = {(z1,21,21,21) | 21 € R},

Ws = {(x1, 22,23, 24) | 1 = t, 29 = t,x3 = 2t, 24 = 5t,t € R}.



7. Estudia si los siguientes conjuntos son subespacios del espacio vectorial M (K).
Vi ={A € My(K): rg(A) =1},
Vo ={A € My(K): AB = BA}, donde B es la matriz (3 ;),
Vi ={A € My(K): a1 + a1z + az1 + asg = 0}.

8. Se considera el espacio vectorial M, (K). Dada una matrix A = (a,;) € M, (K), se llama traza de A a

tr(A) = >, a;;. Estudia si los siguientes subconjuntos de M,,(K) son subespacios.

Wi ={AeM,(K): tr(A) =1},  Wa={A € M,(K): tr(A) = 0}.

9. Determinar qué subconjuntos son R-subespacios vectoriales o C-subespacios vectoriales:
Wiy ={zeC|l|z| <1}, Wy ={z€C|z+z=0},
W3 = {(z,w) € C?| 2z + 3iw = 0}, Wy = {(z,w) € C?|w € R}.
10. El sistema S = {(1,0), (0,1)} genera el C-espacio vectorial C2. ;Genera S el R-espacio vectorial C??

11. Decide de manera razonada si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R3 6 no.

Vi ={(z,y,2) €R® : x +y+ 2 =0},
Vo={(2,9,2) ER® : z =9y,2y = 2+ T},
Vs ={(z,y,2) ER3: z=1y,2y=z}.
12. Se considera el espacio vectorial real R3.
i) ¢Son los vectores (1,2,3),(1,1,1) combinacién lineal del sistema S = {(1,0,1), (0,2,2)}?
ii) Halla 2 e y —si es posible- para que el vector (1,2,z,y) sea combinacién lineal de los vectores

(17 2’ 0) 2) y (1’ 1) 273)'

13. Estudia si las siguientes familias de vectores del espacio vectorial real R* son linealmente indepen-

dientes.
Sy = {(L 27370)’ (4)374’ _16)a (773743 5)}a
Sy = {(1, 0,0, —1), (2, 1,1, —2), (0, 1, 1,0), (1, —-1,-1, —1)}.

14. Se considera el espacio vectorial R® de las funciones en R en R. Estudia si los siguientes sistemas de

vectores son linealmente independientes.

Sy = {senz,cosz}, Sy ={e% "2},
S3:{2,IL’+2,ZL'2}, 541{0,17l’+1}

15. Sea W el subespacio de R* generado por (1,2, —5,3) y (2, —1,4,7). Se pide
(i) Determinar si el vector (0,0, —37, —3) pertenece a W.

(ii) Determinar para qué valores de « y 3 el vector (a, 8,—37,—3) € W.



16. Determina para qué valor de a € R los tres vectores de R*
U1 = (371’_476)’ U2 = (171’474)7 U3 = (1707 —4,0&)

son linealmente dependientes.

17. Determina si los vectores u; = (10,—4,4,10) y uy = (—8,—2,9,—15) pertenecen al subespacio
vectorial W C R* generado por v; = (2,1,1,4),v5 = (—4,-3,0,—7) y v3 = (0,0, -1, —1).

18. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Demuestra que dos vectores v1 y vy en V' \ {Oy } son

linealmente dependientes si y sélo si existe k € K tal que vy = kv;.

19. Se considera el espacio vectorial real Rs[z] de los polinomios con coeficientes reales y de grado menor

o igual a 3.
i) (Es W1 = {p(z) € Rs[z]: (x — 1) divide a p(z)} subespacio de Rs[z]?
i) (Es Wy = {p(z) € Rs[z]: p(2) = 0} subespacio de R3[z]?
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iii) Escribe, si es posible, los polinomios 1,z, 2%, 23 como combinacién lineal del sistema de vectores

formado por p(x) = 1+ x + 22 + 23 y sus tres primeras derivadas p'(x),p"(z) y p"' ().
20. Decide si es verdadera o falsa la siguiente afirmacion:

= Una variedad lineal asociada a un sistema de n ecuaciones lineales sobre un cuerpo K es un

subespacio vectorial de K™.
En caso de considerla falsa, determina en que condiciones seria verdadera.

21. Sea W la variedad lineal asociada al siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo:

r1 + 2x9 4+ 3x3 + dxy 0
—T1 + T + 91‘4 = 0
21’1 + xr9 + 3(E3 — 51’4 = 0
0

3rs + 3x3 + 13x4

Halla un conjunto finito de vectores que genere W.



