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SOLUCIONES

1. Estudia si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica tu repuesta.
(Recuerda que si la afirmacidén es verdadera hay que dar una demostraciéon mientras

que si la afirmacién es falsa es suficiente con dar un contraejemplo):

a) Un grupo G es abeliano si y sélo si (zy)? = 2%y? para cualesquiera z,y € G.
Solucion:
Si G es abeliano entonces (ry)? = ryzy = x?y?. Demostremos ahora el reciproco. Supongamos
que tenemos (zy)? = 2%y?, entonces se tiene zyry = zryy. Multiplicamos por 7! a la izquierda
y por y~!
abeliano.

a la derecha, quedando yxr = xy, para cualquier par z,y € G. Por lo tanto G es

Por lo tanto la afirmacién es Verdadera.

b) La ecuacién 3z + 7 = 0 tiene solucién unica en Z, si y sélo si n es primo.
Solucion: La afirmacién es Falsa. Para ello basta con dar un contraejemplo. Para n = 4, no

primo, se tiene
3r+7=0enZy<=3r+7=0 (méd4) < 3r=1 (méd4) <= x=3 (mdd4),

ya que existe 37! en Z4 (37! = 3 (mdd 4)). Por construccién vemos que  es tinico. También

bastaria con probar con los 4 elementos de Z4 y ver que la ecuacién tiene solucién tnica.

2. Para cada grupo G de la siguiente lista, encuentra un subgrupo de Sg isomorfo a
G o demuestra que tal subgrupo no existe: Cys, D3, Uy, C3 x (3, Cy x Cy.
Solucion:

Para cada uno de los grupos G de la lista buscamos si existe H < Sg tal que G ~ H.

e (¢ = C5: En caso de existir H, serd ciclico de orden 5. Es decir, existird o € Sg tal que
|o| = 5. Es decir, o serd un 5-ciclo. Por ejemplo H = ((12345)) ~ Cs.

G = D3: Como D3 ~ S3 y S3 < Sg, tenemos que H = 53 = ((123),(12)) ~ Ds.

G = (C9: En caso de existir H, sera ciclico de orden 20. Es decir, existird ¢ € Sg tal que

|o| = 20. Pero esto no es posible ya que el orden méximo de una permutacién de Sg es 6.

Por lo tanto no existe H < Sg tal que H =~ Cy.

G = (5 x C5: En caso de existir H, tendremos que existirén o,7 € Sg tal que H = (0, 7),
lo| = |7| = 3y or = 70. Es decir 0,7 son dos 3-ciclos que conmutan. Por ejemplo

e G = (9 x Cy: De forma andloga al caso anterior, existiran o,7 € Sg tal que H = (o, 7),
lo| =2, || =4y or = 7o. Es decir o es un 2-ciclo y 7 es un 4-ciclo que conmutan. Por

ejemplo H = ((12),(3456)) >~ Cy x C4.




3. Demuestra que el conjunto A = {a +b <%> la,be Z} es un subanillo de R.
Solucion:
Recordemos la definicién de subanillo: Sea (R, +, ) un anillo y S C R no vacio. S es un subanillo

de R si (S, 4+, ) es un anillo. O equivalentemente:
(i) (S,+) es un subgrupo de (R, +).
(ii) La operacién - es cerrada en S.

Vedmoslo en nuestro caso. Tenemos el anillo (R, +, ), donde las operaciones suma y multiplica-
cién son las habituales de R. Sean o« = a + b (%) ,B0=c+d (%ﬂ» a,b,c,d € Z.

(i) (A,+) es un subgrupo de (R, +). Esto es cierta si a — f € A, para todo «, 8 € A:

a—B=(a—c) +(b—d <1+2\/ﬁ> € A,

ya que (a —c¢), (b—d) € Z.
(ii) La operacién - es cerrada en A. Esto es cierta si a- 3 € A, para todo «, 8 € A:
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a- B =ac+ 3bd + (bc+ ad + bd) (—i—;ﬁ) €A,

va que (ac + 3bd), (bc + ad + bd) € Z.

4. a) Sea A= {% la,beZ impares} C Q. ;Es A un ideal de Q7

Solucion 1:

A no es ideal de Q. No es cerrado para la suma (p.e. % +:= 1% ¢ A), ni cumple la propiedad
de ideal para el producto 2% = % ¢ A.

Solucion 2:

Tenemos que Q es un cuerpo y por lo tanto no tiene ideales propios. Asi A no es ideal de Q ya

que A+ Qy A+ {0},

b) Sea B el conjunto de polinomios p(x) € Cz] tal que p(0) = p(2). ;B es un ideal de
Clx]?
Solucion:
B no es ideal de C[z], ya que falla para la propiedad del producto con cualquier polinomio que
cumpla p(0) = p(2) # 0 y otro g(z) € C[z] que no esté en B. Por ejemplo, p(z) =1, ¢(x) = z+1.
Entonces r(x) := p(x)q(z) cumple r(0) =1y r(2) = 3.




5. Considera el grupo de permutaciones As. Recuerda que es un grupo simple.

a) Encuentra cinco subgrupos (distintos de A; y de Id) de A; de 6rdenes diferentes.
Solucidn:
El orden de A5 es 60 =5 -4 - 3, por lo tanto el Teorema de Lagrange nos dice que si H < As es
propio de orden d entonces d € {2,3,4,5,6,10,12,15,20,30}. Damos cinco ejemplos de ordenes

distintos:
e d=2: Hy={((12)(34)).

o d=3: Hy={(123)).

d=4:Hy=((12)(34),(13)(24)). Como Hy tiene dos generadores de orden 2 y conmutan,
se tiene que Hy ~ Vj.

e d=5: Hs =((12345)).
o d=12: H12:A4<A5.
Otros dos posibles ejemplos son los siguientes:

e d=0: Hs=((123),(12)(45)). Sea 0 = (123) y 7 = (12)(45), entonces |o| = 3, |7| = 2,
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70 = o?7. Asi una presentaciéon de Hg serd (0,7 |03 = 1 = 72, 70 = 7). Por lo tanto,

H6 ~ D3.

e d=10: Hjp=((12345),(25)(34)). Sea 0 = (12345) y 7 = (25)(34), entonces |o| =5,
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|7| = 2, 70 = o*7. Asf una presentaciéon de Hig serd (0,7 |0 =1 = 72,70 = o*7). Por lo

tanto, Hig >~ Ds.

b) ;Alguno de ellos es isomorfo a un grupo diédrico de orden > 27
Solucion:
Podemos descartar los de orden impar y de orden 2, quedando como candidatos 4,6,10 y 12.
Hemos visto que Hy ~ Vy y sabemos que Vy >~ Ds. Por lo tanto Hy ~ Ds. También hemos visto:
Hg ~ D3y Hyp ~ Ds. Por tltimo Hjs no es isomorfo al tinico candidato 1égico (Dg), al no tener

Ay elementos de orden 6.

c) Demuestra que en A; no existen subgrupos de 6rden 15 ni de 6rden 30.
Solucion:
Como todos los grupos de orden 15 son ciclicos, si As tuviera un subgrupo de este orden, deberia
tener elementos de orden 15. Pero no existe o € A; tal que |o| = 15, ya que la dnica posibilidad
serfa si 0 = o305 con o, n-ciclos, n = 3,5, que conmutan. Pero eso no es posible en Aj (Si
o € As entonces 0 = T To con Ty, Ty 2-ciclos, o o es un 3-ciclos, 0 ¢ es un 5-ciclos, por lo que el
orden maximo es 5). Obsérvese que de forma andloga se puede demostrar no tiene subgrupos de

orden 20 (no se pide en el enunciado).

Por otro lado, si A5 tuviese un subgrupo de orden 30, éste seria normal ya que seria de indice 2

en As. Pero sabemos por el enunciado que eso no puede pasar, ya que si no As no serfa simple.

Observacion: Hemos visto que si H < Aj entonces |H| € {1,2,3,4,5,6,10,12,60}.




