CALCULO III
2¢ Curso de CC. MATEMATICAS, 2008/2009

Ejercicios: Hoja 2

1. Explicar por qué los siguientes ejemplos no contradicen el teorema del punto fijo (principio de la

aplicacién contractiva).
1 1
a) La funcién f, definida en [1,400) por f(z) = iloga: cumple |f(y) — f(x)| < §|y — z| para todo z,

y € [1,4+00) pero no tiene ningin punto fijo.

2

1
b) La funcién real definida por f(z) = 2] cumple | f(y) — f(z)| < §|y — z| para todo z, y en su dominio
x

de definicién pero no tiene ningun punto fijo en ese conjunto.
2. Considérese la siguiente férmula de recurrencia, obtenida aplicando el método de Newton a f(z) =

22— N con N > 0:
1 N
Tp41 = i(xn + 7)

n

a) Demostrar a partir del teorema de la aplicacién contractiva que la sucesién {z,}52, converge a v N
para cualquier zg € [V N, 400).

b) Extender el apartado anterior a g € R*. Indicacién: Estudiar en qué rango esta z;.

¢) Hallar /2 con tres cifras decimales exactas usando la férmula anterior.

3. Estudiar si la funcién

fz,y) L L +2 L + L 1
x, = —Senxr — — COoSs , = COSXT — Sen —
Y 3 3V TS g Sy

tiene algin punto fijo y en caso afirmativo calcularlo con dos cifras decimales.

4. a) Probar que si la derivada de f : R — R existe y no se anula entonces f es inyectiva.
b) Probar que f : R? — R? dada por f(z,y) = (e* cosy + 2e*seny, —e® cosy) cumple que su jacobiano

es siempre positivo y, sin embargo, f no es inyectiva en R2.

5. Sea
{ u(x,y) = 22 — 4>

v(x,y) =4y

a) Demostrar que la aplicacién (x,y) — (u,v) es localmente invertible en todo punto distinto del origen.

b) Calcular la matriz de la diferencial de la funcién inversa de f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) en z = 1/2,
y = 1.

¢) Probar que en ningin disco abierto conteniendo al origen existe una inversa de f, ni siquiera no
diferenciable. Indicacion: Estudiar la inyectividad.

6. Si f € C1(R) y f’ no se anula, demostrar que la funcién

{U(x,y) = f(x)
v(z,y) = —y+x f(x)

tiene una inversa global. Si f(0) =0y f/(0) = 1, hallar las derivadas parciales de dicha inversa en el origen.
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7. Estudiar si se puede despejar (z,y, z) en términos de (u, v, w) cerca del origen en el sistema de ecuaciones

u=2x+222y+22224+2zx9y>+2zyz
v=x+y+2zy+ 22>
w=4r+y+2+3y2+3224+6yz2
8. Demostrar que para cada f € C1(R) y cada (z9,70) € R? existe un & > 0 tal que en el disco B. (w0, yo)
la funcién F(z,y) = (—y+ef(z),z +cf(y)) es invertible alrededor de (g,yo) con inversa C*.

9. Estudiar alrededor de qué puntos tienen inversa diferenciable los cambios a cilindricas y esféricas

z(r, o, h) = rcosp x(r,0,¢) = rcos¢send
y(r,p,h) = rsene y(r,0,¢) = rsen¢send
z(r,,h) =h z(r,0,¢) =rcosb
10. Calcular la matriz de la diferencial de la funcién inversa del cambio a polares z(r,6) = rcosé,

y(r,0) = rsenf, alrededor del punto z =2, y = —21/3.
11. Considérense los abiertos
U = {(z,y) eR?: 1 <2?+y* < 4, y>—%|:c\},
Uy = {(z,y) eR?: 1 < 2® +y* < 4, y<%|x|}

Hallar la inversa del cambio a polares (véase el ejercicio anterior) en U; y en Us y demostrar que sin embargo
no hay inversa continua en Uy UlUs .

12. Este ejercicio prueba que ninguna f : R2 — R de clase C' en R? puede ser inyectiva, conforme a los
siguientes pasos:

a) Probar que si f no es constante podemos encontrar un abierto U en R? tal que

g(:ﬂ,y) #0 en todo (z,y) € U o g—f(m,y) #0 en todo (z,y) € U.
x Y

b) Demostrar que, con la notacién anterior, podemos determinar (z,y) en un abierto conteniendo a algin
(z0,y0) € U en una de las expresiones

o e

¢) Demostrar que si f fuese inyectiva, las funciones del apartado anterior no podrian tener una inversa
local, de donde se deduce una contradiccién.

13. Sea f: R? — R?, f = (f1, f2) € C1(R?), satisfaciendo las ecuaciones de Cauchy-Riemann
on _oh  of__op
Ox oy’ oy Ox
a) Demostrar que existe f~! diferenciable en algtin abierto conteniendo a (xg,yo) si y sélo si Df(zo, o)

no es la aplicacion lineal idénticamente nula.

b) Demostrar que si existe la inversa local del apartado anterior, entonces también satisface las ecuaciones
de Cauchy-Riemann.

¢) Suponiendo f(0,0) # (0,0), probar que g dada por
g(@,y) = (fi(z,9)* = fo(2,9)% 2 fi(2,y) fo(,y))
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann y que Df(0) =0 siy sélosi Dg(0) = 0.

d) Encontrar tres funciones no constantes que satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
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14. Demostrar que existe una tnica funcién f : U C R? — R de clase C' en un abierto U conteniendo a
(0,0), con f(0,0) =0 y verificando

ef@y) = (1+ xef(””’y)) (1+ yef(x’y)) en todos los (z,y) € U.

15. Probar que la ecuacién
senyz + senzz + senxy = 0

admite una tnica solucién z = f(z,y) de clase C! en un entorno del punto (m,0) que cumple f(7,0) = 1.
Calcular el polinomio de Taylor de orden uno en dicho punto.

16. Demostrar que la ecuacion
3 2 2, .2 _
z2 logxy+ 22 +2y"+2°+8x2—2+8=0

define exactamente dos funciones diferenciables z = fi(x,y) y 2z = fa(z,y) en un entorno de (1,1). Hallar
sus desarrollos de Taylor de orden uno en (1,1).

17. Deducir el teorema de la funcién inversa del teorema de la funcién implicita.
18. Estudiar si es posible despejar u(z,y, z) y v(z,y, 2) en las ecuaciones

zy?+rzut+yv®=3
zyud +2zv —uv? =2

en un entorno de (z,y,2) = (1,1,1) y (u,v) = (1,1). Calcular du/dz, Ov/Ox y Ov/0z.

19. Dado el sistema
22 —ycosuv+ 22 =1

22+ y? — senuv +222=4
Ty — senucosv+z =1

Demostrar que alrededor de (z,y,2) = (1,1,1), (u,v) = (7/2,0) se puede definir z, y y z en funcién de u y
v. Calcular la matriz de D f(7/2,0) donde f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)).

20. Sea f = (f1,f2) : R? — R? f € C'(R?), tal que alrededor de cierto punto (xg,%0) se cumple
0f2/0y # 0y f(x0,90) = 0.

a) Demostrar que localmente existe y(x) tal que fo(z,y(z)) =0.

b) Hallar una férmula para y”(x) que sélo involucre derivadas parciales de fs.

¢) Demostrar que definiendo z(z) = fi(z,y(x)), siendo y(z) la funcién obtenida en el apartado (a), se

tiene
J

2@ = 57,78y

donde J es el determinante jacobiano de f.

21. Demostrar que aunque no se cumplen las condiciones del teorema de la funcién implicita es posible
despejar, con funciones C', la z y la y en términos de z alrededor de (zg,y0) = (0,—1) y 20 = 1, en el
siguiente sistema:

224+ 224+202—-22—-22+1=0,
22 +4y? +422 4+ day+4rz+8yz=0.

Indicacion: Escribir estas férmulas como cuadrados perfectos.
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22. Demostrar que no es posible despejar, con funciones C', la x y la y en términos de z alrededor de
(z0,y0) = (0,0) y z0 = 0, en el siguiente sistema:
2+ 2y +2=0
cosryz + senz =1

Indicacion: Tratar de hallar la derivada de esas hipotéticas funciones de z.
23. a) Determinar los valores de a para los que el sistema de ecuaciones
r23+yutar=1
2zy> +2u’+a(y—1)=0

define a (x,y) como funcién implicita diferenciable de (z,u) en un entorno de los puntos (xg,yo) = (0,1) y
(Zo,'LLO) = (07 ].)

b) Si designamos dicha funcién mediante (x,y) = G(z,u), calcular los valores de a para los cuales G
admite una inversa local de clase C'! en un entorno de (0,1).

¢) Demostrar que para los valores de a distintos de los obtenidos en el primer apartado no puede existir

tal G. Indicacion: Derivar implicitamente con respecto de u .

24. Probar que la ecuacién
zy = log z
Y

admite una tnica solucién y = f(x) diferenciable en un intervalo que contiene a /e y verificando f(y/e) =
1/y/e. Deducir que la funcién f tiene un méaximo local en el punto /e.

25. Demostrar que el sistema de ecuaciones
T
sen — =0
w
ettt =1

2r—u4+v—w+1=0

define implicitamente tres funciones v = u(x), v = v(z) y w = w(z) en un entorno de zy = 0 y del punto
(ug,vo, wo) = (0,0,1). Obtener el desarrollo de Taylor de v(z) en 0 hasta el término de segundo orden.



