CALCULO III
2¢ Curso de CC. MATEMATICAS, 2008/2009

Ejercicios Hoja 1

1. Analicese en cada uno de los ejemplos siguientes, la continuidad, la existencia de derivadas parciales,
la diferenciabilidad en el punto (0,0) y la continuidad en (0,0) de las derivadas parciales.

W fom - Tiap @VEO0),
0 si (z,y) = (0,0).
zte 1ol .
(2) f(x)y): Z2+y2 S1 (Q},y) 7é (0a0)7
0 si (w,y) =(0,0).
a3 .
) o) =4 T S @900,
0 st (z,y) = (0,0).
2 2 sen* si (x
(1) gy =] TV e (2.9) # (0,0),
0 si (z,y) = (0,0).

2. a) Calcular la matriz de la diferencial, respecto de las bases canénicas de R? y R?, de la funcién

2z 2y 2+ -1

1+x2+y2’1+x2+y2’1+x2+y2)'

f@,y) =(

Comprobar que || f(z,y)|| = 1 en todos los (z,y) € R?. ;Hay algin punto (a,b,c) € R? con a? +b*> +c? =1
¥ que no es imagen por f de ningtin (z,y) de R??

b) Considérese la funcién, definida en R?\ {(0,0)},

f(x7y) - (xg_i_ygﬂ xg_i_yg)'

(Es posible asignar un valor a f(0,0) de forma que f sea continua en este punto? Calcular la matriz de la
diferencial D f(x,y), respecto de las bases canénicas en R?, en cada (x,y) € R?\ {(0,0)}. Para cada (z,y),
localizar en el plano su transformado f(z,y). (Es f inyectiva en R? \ {(0,0)}? Hallar la funcién inversa de

f.

¢) Comprobar que la intensidad del campo gravitatorio

E=GM ﬁ , con r=(x1,z2,23) € R®\ {(0,0,0)} y G, M constantes,

satisface las ecuaciones
OFE, O0OFy OFs3
0= —+ —+ —,
8961 8.%2 81'3

OB, 0By 0By OB, OE, OB,

o 8933 (9.12 B 8x1 81’3 n 81’2 81‘1 '
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3. Sean g1, g» : R? — R funciones continuas. Se define f : R> — R mediante

f(z,y) = /Ozgl(t,O) dt+/ygg(x,t)dt.

0

a) Probar que

L) — gatoy).

b) Hallar una funcién f : R? — R tal que

ofey) . )

Ox dy

¢) Hallar una funcién f : R® — R tal que

:.%2*22/ y af(xayvz):ez'

0f@.4:2) _ g, 0f (x,y,2)
’ 0z

or y

4. Sean f: A C RY — R continua y A abierto. Supongamos que existen todas las derivadas direccionales

de f en xg € A. ;Se puede asegurar que f sea diferenciable en x¢? Indicacion: Considérese la siguiente

funcién y estidiese su comportamiento para y = x2.

2 2 )
f('r7y) == % si (Z‘,y) 75 (an))
0 s1 ((E,y) = (0,0) .

5. Sea f : RN — R™ diferenciable y tal que Df es constante. Probar que f es una funcién afin y que la
parte lineal de f es el valor constante de Df.

6. Se dice que una funcién f : RV — R es homogénea de grado m cuando f(tz) = t™ f(z) para todo
r €RY yt € R\ {0}. Si f es diferenciable y homogénea de grado m # 0, probar que

(Vf(x),z)y =m f(z) en cada 2 € RV .
7. Consideremos F : RY x RV — R definida por

Fz,y) = (z,9),

producto escalar en RY.
a) Hallar DF(a,b).

b) Si f,g: R — RY son diferenciables y h : R — R se define por h(t) = F(f(t),g(t)), calcular la derivada
de h.

c¢) Sea f : R — RY diferenciable. Demostrar que || f(t)|| es constante si y sélo si los vectores f(t) y f'(t)
son ortogonales.

8. Supongamos que la funcién dos veces diferenciable f : R — R? describe la posicién, en cada instante
t, de una particula que se mueve sobre la circunferencia de centro (0,0) y radio 7, con velocidad constante
v. Demostrar que los vectores f(t) y f”(t) son ambos ortogonales al vector f/(t). Demostrar que el vector
aceleraciéon f”(t) apunta siempre hacia el centro de la circunferencia y que tiene longitud v?/r .
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9. ) Caleular las diferenciales de i (x) = |lall*, fo(s) = (0,2}, fo(e) = (&, L(@)) ¥ falr) = (2 L(9)),
donde a € RY es fijo, 2,y € RN son variables y L : RN — R es una aplicacién lineal.

b) Sea B : RY x RY — R una aplicacién bilineal. Calcular la aplicacién lineal DB(z,y) .
¢) Considérese la aplicacién f : R? x R? — R definida como sigue:

1 Y1
T2 Y2

flz,y) =

Hallar la aplicacién lineal D f(z,y) .
10. Considérese una particula en R?, de masa m y con vector de posicién f(t). Sean L(t) = f(t) x mf’(t)
su momento angular'y T(t) = f(t) x mf"(t) el momento de la fuerza aplicada.

a) Demostrar que L’(t) = T(t) y que, en particular, el momento angular es constante cuando el momento
de la fuerza aplicada es nulo. (Esta es la ley de conservacidn del momento angular.)

b) Cuando la particula se mueve en un campo central de fuerzas, es decir, f(¢) y f”(¢) son paralelos,

deduzcase de a) que necesariamente permanece en algin plano fijo que pasa por el centro del campo.

11. Se supone ¢ : R — R funcién continua. Hallar la diferencial de f en (z,y), Df(x,y), en los casos
siguientes

T+y zy
W few=[ gl bt = [ gls)ds.
12. Usar la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones, siendo
f:RP =R, g:R2—=R,h:R—-R.
a) F(x,y,2) = f(h(z),9(z,y),2),
b) G(z,y,z) = h(f(z,y,2)9(z,y))
¢) H(x,y,z) = g(f(z,y, h(z)),9(2,y)),
d) I(z,y,z) = (2, F(z,y,2), 2) -

13. Sean S C RY abierto y convexoy f: S C RN — R¥ de clase C! en S. Demostrar que si

N
Z gj ()& & >0 para todo = € S y todo ¢ € RV \ {0},
J

ij=1
entonces f es inyectiva en S.
14. El determinante Hessiano debe su nombre a O. Hesse quien lo introdujo para estudiar curvas alge-

braicas. Probar el resultado de Hesse que afirma que si A = (a;;)1<s,j<n una matriz con determinante 1y

f RN — R es una funcién C?, entonces el determinante Hessiano de g(z) = f(Ax) en el origen coincide
con el de f.

15. Calcular los extremos (méximos y minimos) relativos de
flay) =a +y' +22%y" — 22 + 247,
indicando su carécter.

16. Considérese la funcién
flx, —.Z‘4+ 4+6.’IZ‘2 2+8$3.

a) Estudiando el comportamiento de h(x) = f(z, ), probar que f no alcanza ni un méximo ni un minimo
relativo en el origen.

b) Hallar los extremos relativos de f indicando su cardcter.
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