CALCULO 111
20 Curso de CC. MATEMATICAS, 2008,/2009

Ejercicios Hoja 0

1. Denotamos por ||z|| la norma euclidea asociada al producto escalar en R

N
i=1
Pruébense las dos identidades siguientes e interprétense geométricamente:
(1) 2ll=[[* +2]|y[1> = Jlz+ yll® + [le = yl?
(2) 4z,y) = [z +yll* - [|lz —yl|

2. Discutir cudles de los conjuntos siguientes son abiertos o cerrados.
o0

1
n N 1) enR.

{(z,y) e R?|0 < 2 <y} en R2.
H={x RN |2y =0} en RV.

Determinense el interior, la frontera, los puntos de acumulacién y la clausura (el
cierre) de cada uno de los conjuntos anteriores.

3. Sea U C RY conjunto abierto y A ¢ R un subjonjunto tal que U C A.
Pruébese que U C int(A). Enunciar y demostrar la afirmacién andloga para cerra-
dos.

4. Sean x € RN y A C RY. Se define la distancia de z a A por

d(xz, A) = inf{[|z —y[| |y € A}.

(a) Sea A, = {x € RV |d(z, A) < €}. Probar que A, es abierto.
(b) Si se define A€ = {x € RY |d(z, A) < €}, probar que es cerrado.
(c) Pruébese que A es cerrado si y solo si

A:ﬂAE.

>0

5. Sean A y B subconjuntos de R™. Sea  un punto de acumulacién de A|J B.
.,Se puede concluir que = es un punto de acumulacién de A o de B?
6. Sea {j}ren una sucesién de puntos en R™ tal que
zks1 — zell < vllok — zr-all,

0 < r < 1. Probar que {x}}ren converge.



7. Probar las siguientes proposiciones.

(1) A C RY es compacto si y solo si cualquier subconjunto infinito de A tiene
un punto de acumulacion.

(2) Todo conjunto acotado y no finito tiene un punto de acumulacién. ;Podemos
decir que dicho punto de acumulacion estd en A?

8. ;Cuales de los siguientes conjuntos son compactos?

A = {(zy) eR: |z[+]yl <1},
B = {(z,y) €R?: [a| +|y| =1},
C = {(z,y) eR*: Ja[+ ]yl = 1}.

9. Sea A C R™ conexo y conteniendo més de un punto. Probar que todo punto
de A es punto de acumulacién.

10. Sea "1 = {x € R"|||z|| = 1}. Sea f : S" ! — R una funcién continua.
Estudiese si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones.

(1) (8™ 1) es acotado.
(2) f(S8™ 1) es un abierto de R™.

Si ademds f(S"7!) C Q, ;qué se puede decir de f?

11. Sean y A C RY y consideremos la funcién distancia f(z) = d(z, A), x € RV,
definida antes.

(a) Demuéstrese que f es continua en RY.
(b) Hallese el conjunto f~*({0}) = {z € RN : f(x) = 0}.

12. Demostrar que toda transformacién lineal T : RY — R¥ es continua.

13. Se consideran en RY las normas
N
ol = lwil,  |l2lloo = max{|z;|[i=1...N}.
=1

Sea A una matriz N x N. Se define la norma de A por

A
Al = max A2l
vex ™ o il

Determinense las normas de .4 como operador respecto a las normas ||z||1 ¥ |2]|co
en RV,

14. Demuéstrese que la norma de una matriz A € M(N, C) respecto a la norma
euclidea en RY es:
H|A||| = (maX{ autovalores de A*A})I/Q7

donde A* es la matriz conjugada de la traspuesta.
Pruébese que si A € M(N,C),

I|A|| < traza (A% A).



