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1. Para la funcién f(z) = x sen z, halle su polinomio de Taylor de orden 2 en a = 0.

SOLUCION. La respuesta es: Py(x) = 2. Como recordaremos de la teorfa vista en clase, los polinomios
de Taylor en a = 0 de la funcién senx son

3 3 ad
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etc. Multiplicdndolos por z, obtenemos que los polinomios correspondientes de f(z) son 22, 2% — 2 /3!,
etc. El primero es de grado 2 mientras que el siguiente ya es de grado 4; por tanto, Py(x) = 22.
Otra manera de llegar a la misma conclusién es calculando

f/(x) =senz + xcosz, f"(x) =2cosx — xsenx

11
y evaludndolos en = = 0, para luego calcular Py(z) = f(0) + f'(0) + fT(O)xQ = 22

2. Calcule el polinomio de Taylor de grado 6 de la funcién f(x) = cos z en el punto x = 0. Utilizando

la férmula anterior, calcule ¢ (0) de la funcién g(z) = cos 2.

SoLUCION. Calculando las derivadas de f de todos los érdenes hasta 6 y aplicando la férmula general
para el polinomio de Taylor o, alternativamente, partiendo de la férmula (vista en clase) para la serie de
Taylor de la funcién coseno en z = 0, obtenemos

Sustituyendo z2 en lugar de , se obtiene el polinomio de Taylor (Maclaurin) de orden 12 de la funcién g:
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El coeficiente al lado de 28 es igual a g(g)(O)/SI. Igualando ambas cantidades, vemos que

1 ¢g®(0)
a1 gl
Despejando, obtenemos
8!
g®(0) = 71 =8 76:5=56-30=1680.

3. Estime el error de aproximacién de la funcién f(x) = cosx cerca de a = 0 por el polinomio de

Taylor de grado 3 y en el punto x = 1o



SOLUCION. Para obtener el polinomio de Taylor P, (z) de orden n de la funcién coseno, tenemos dos
formas de proceder:
1) usar el desarrollo de cosz en serie de Taylor alrededor de a = 0; en este caso:
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truncando luego la serie después de la potencia x™;

2) calcular las derivadas sucesivas f'(x), f”(z), f”(x), ..., evaludndolas en a = 0, etc.
De cualquiera de las dos maneras, obtendremos:

Po(z)=1=Py(x), Pyz)=1— % = Py(z), Piz)=1- ">+ = Py(a),

Los polinomios P, y P3 coinciden porque f/(0) = 0, lo cual significa que no hay ningtin término con z°.

Lo que nos interesa en concreto en este caso es Py(z) = 1 — x?/2 y & = 1/10. El error que se comete al

aproximar cosx por Ps(x), segin la férmula vista en clase, es igual a E = f™*)(¢)(z — a)*/4! para algin

punto c entre a =0y x = 1/10 = 0, 1. Recordando que f(4) (z) = cosz, tenemos la siguiente estimacién

para F;

|f®(c)-0,1%]  |cosc|-0,0001 _ 0,0001
24 B 24 - 24

|E| < ~ 0,00004167 .

4. Calcule la integral indefinida
/sen2x cosz dx .

SOLUCION. Aplicando el cambio de variable: senx = ¢, cos x dx = dt, la integral se transforma en

t3 3
/SGHQI COSIdCC:/tht:§+C: = ic,

3

donde la constante C' es arbitraria.

5. Calcule la integral indefinida /arctgxdx.

SoLUCION. Aplicando Integracién por partes, con u = arctgx y dv = dz, obtenemos

1

du=———
Y 2 +1

dzx v=2x.
Por lo tanto, segun la férmula para la Integracién por partes, se obtiene

/ tgzd ¢ /xdw tgr— s -t 1 C
arc rar = xarc xr — ———— = T arc r— = —F—— .
8 8 22+ 1 S |

(La dltima integral se suele calcular o bien directamente o bien mediante la sustitucién 2% 4+ 1 = t.)

6. Evalle la integral indefinida

/ dzx
922 4+6x+5"



SoLuciON. Completando el cuadrado en el denominador:
922 +62+5=3x)? +2-32+1+4=Bx+1)>+4,

obtenemos

dx dx 1 dx
I= 9x2+69:+5: (3x+1)2+421' 32412 )
(%57) +1
Después del siguiente cambio de variable (bastante obvio):
(Bz+1)/2=t, dr = (2t/3)dt,

se obtiene
3r+1

1 2 dt 1 1
I / —farctgt+O:6arctg +C,

T43)e+1 6

donde C' denota una constante real arbitraria.

7. Calcule la integral indefinida

/ sen® z cos® z dx,

aplicando la relacién fundamental entre las funciones trigonométricas: sen? z + cos® z = 1

SOoLUCION. Observemos que
/sen2 x cos® xdr = /sen2 x cos? x cosx dr = /sen2 z (1 —sen’ ) coszdz.

Al igual que antes, podemos aplicar el cambio de variable sen x = ¢, obteniendo cos z dx = dt. La integral
se convierte en

3 i sen®z  sen®z

/Sean‘C083$d$=/t2(1—t2)dt=/(t2—lf4)dt:§+€+C: 3 + 5 +C.

8. Calcule el valor exacto de la integral

[ A

SoLUCION. Aplicando el cambio de variable \/x =t en nuestra integral definida, obtenemos:

dx

m:dt, z=1t%; z=1:t=1, z=3:t=+3,

de manera que

3 V3
d dt
/7:5:2/ 7:Zarctgx|i/§:2(zfz>:z.
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9. Calcule la integral indefinida

dx
sen?x cosx

SOLUCION. Primero aplicamos un truco visto en otros ejercicios similares:

7 dxr cosx dr
sen? x cos T sen? x cos? x

y luego el cambio de variable ¢t = senz. Observemos que |¢t| < 1y t # 0 puesto que senz cosx # 0. Del
cambio de variable obtenemos que

dt = cosz dx cos’z=1—sen?z=1—12

dt dt
I:/tQ(l—tQ) :/t2(1+t)(1—t)'

De esta manera hemos conseguido reducir la integral I a la integral de una funcién racional de ¢. Esta se
puede calcular usando las fracciones simples o parciales:

1 A n B n C

2(1+t)(1—¢t) 1+t 1—t ¢

y, por tanto,

+

ol o

Multiplicando ambos lados por el denominador de la izquierda: #* (1 4+ t) (1 — t), obtenemos la condicién
1=AP(1-t)+ B (1+t)+Ct(1—t*)+D(1—1?).
Agrupando los términos constantes y los términos que contienen a ¢, t> y > respectivamente, vemos que
1=D+Ct+(A+B-D)*+(-A+B-0)*.

Para que el polinomio (constante) a la izquierda y el polinomio a la derecha sean iguales para todo t € R,
es necesario y suficiente que sus coeficientes correspondientes sean iguales, luego

D=1, C=0, A+B-D=0, -A+B-C=0.

De ahf se sigue inmediatamente que D =1, C =0, A+ B=1y B = A. De las dos (ltimas ecuaciones
facilmente obtenemos A = B = 1/2. Por lo tanto,

1
21+t 11

1 1 1
+

1 +1
T2 t4+1 2 1—-t 2’

que es la representacién buscada. Puesto que 1+t >0y 1 —¢ > 0 podemos aplicar la formula
1
—dr=Inz+C, xz>0.
x

Integrando obtenemos

1 1 1 1. t+1 1
I==In(t+1)—=In(1—-¢t)— = =—-ln— —=
2n(+) 2n( ) t+O ST t+C,

donde C € R es una constante arbitraria. Finalmente, sustituyendo de nuevo ¢ = sen z, vemos que

1.1 1
I==-In teena +C.
2 1l—senx senx




10. Evalde la integral definida

3 dx
/ﬁ (=19 +2?)

SOLUCION. Primero descomponemos la fraccién en suma de fracciones simples. Dado que 9422 > 9 > 0,
este trinomio cuadrético no tiene ceros reales, luego no se puede factorizar mds (en factores lineales con
coeficientes reales). Por tanto, segtn la teoria, buscamos los niimeros reales A, B y C para los que

1 A Bx+C

(x —1)(9+ 22) “ro1 " 9 + 2

para todo x. Multiplicando ambos lados por (z — 1)(9 + 2?), obtenemos
1=A09+2*)+(z-1)(Bz+C)=(A+B)2*+(C-B)x+9A—-C, VreR.

Comparando los coeficientes del polinomio a la derecha con los del polinomio constante uno, deducimos
que
A+B=0, C—-B=0, 9A-C=1.

Por tanto, B=C =—-Ay 104 =1, luego A=1/10y B = C = —1/10. Finalmente,

1 1 1 1 z+4+1 1 1 1 T 1 1

(x—l)(9+x2):170.35—1_170.9—1—:62_E.x—l_liO.9+x2_170.9+x2'

La primera fraccién se integra directamente, hay que tener en cuenta que z —1 > 0 puesto que = € [\/3, 3.
La segunda fraccién se integra usando el cambio de variable t = 1+x? y la tercera, directamente o poniendo
primero z = 3t. El resultado final es

3 3
dr 1 1 1 T
— = (=In(z—1)— —In(9+2?) — —arctg =
/ﬁ(x1)(9+x2) (10 n(r—1) = 55 (0 +27) :a()mgzs)\/g
_ ilnifinﬁfi(f,ﬁ)
10 V3-1 20 12 304 6
1 1 3 o«
- 1) - —In>— 1.
T (V3 + 1)~ gl — o
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11. Calcule el valor de la integral / xe® dx.
0

SOLUCION. Integrando por partes:
u=x, dv=¢e"dr, du=dx, v=e

obtenemos

/xe"”dx:xex—/emdx:xex—ex—i—C.

Por el Primer Teorema Fundamental del Calculo, tenemos que

In2
/ ze® dr = (ze® — )2 =In2em? — M2 — (0 —¢e) =2In2-24+1=2In2—-1.
0




1
12. Calcule el drea comprendida entre las curvas f(z) = — y g(z) =4 — x.
x

SOLUCION. Los puntos de interseccién de las dos graficas se encuentran resolviendo la ecuacién f(x) =
1 . . .
g(z), es decir, — = 4 — x. Para  # 0, la ecuacién es equivalente a 1 = 4x — z2, que es lo mismo que
X

2?2 — 4z + 1 = 0. Las soluciones de esta ecuacién cuadratica son

4++/12
x:T:Zi\@,

siendo ambas positivas y menores que 4 ya que 2 > v/3. Observando las gréficas de las funciones f y g
entre z = 2 — /3y 2 = 2+ /3, vemos que g(x) > f(x) en dicho intervalo y que encierran una regién
en forma parecida a la de media luna, contenida en el tridngulo con los vértices (0,0), (4,0) y (0,4). Esto
se puede comprobar algebraicamente, pues en el intervalo (2 — v/3,2 4+ v/3) se cumple 22 — 4z 4+ 1 < 0,

luego 1 < 4x — 22 y, al ser x positivo, podemos dividir por z para deducir que 4 —z > —.
& x

El drea entre las dos graficas es, por tanto,
2+V3 2+V3 2 2+V3

1 T
A= s (g(x)—f(x))dxz/Q_ﬁ (4= —)dr= (4z o —Infz|)

243
=4V3—1In )
23

2—3

2

x
13. Halle F'(z) cuando la funcién F viene dada por F(z) = / e tdt.
0

xT
SoLuciON. Considerando la funcién g(x) = / e~ 'dt, vemos que F es la funcién compuesta de g y

0
h(z) = 2*: F(x) = g(z?) = g(h(x)). Por tanto, la Regla de la Cadena 'y el Segundo Teorema Fundamental
del Célculo nos dicen que
2
F'(z) = ¢'(2%) - 22 = 2™ .

etz
14. Calcule la derivada de la funcién F(x) = / In(t? + 1) dt.

2

SOLUCION. Primero representamos F' como diferencia de dos integrales:

e’ +x e’ +x z?
F(z) = / In(t* + 1) dt = / In(t? + 1) dt — / In(t* +1)dt.
x 0 0

Derivando la diferencia, obtenemos (como en el problema anterior):

F'(z) = (e® + 1) In((e” + 2)2 4+ 1) — 2zIn(z* +1).

1
15. Si f: [0,1] — R es una funcién continua y / f(t)dt =1, jes cierto que siempre existe ¢ € (0, 1)
0

C
1
tal que / f(t)dt = §? Razone la respuesta.
0



SOLUCION. Si, esto se cumple siempre. Damos la prueba a continuacién.
En primer lugar, puesto que f € C]0, 1], podemos definir la funcién F' mediante

F(x):/ozf(t)dt, e 0,1].

Segln el Teorema Fundamental del Cdlculo, F' es diferenciable y, por tanto, continua en el mismo intervalo.

Ademads, F' cumple

0 1
F(O):/O Ftydt =0, F(l):/o Fydt=1.

Puesto que 0 < 1/3 < 1, por el Teorema de Bolzano se sigue que existe ¢ € (0,1) tal que F(c) = 1/3; es

decir,
¢ 1
t)dt = —.
/Of() 3

16. (a) Determine los puntos criticos de la funcién

T
F(:c):/ by, we (I,
ot 2° 72

(b) Razone si los puntos criticos encontrados son puntos de maximo o minimo o no.

en el intervalo indicado.

SOLUCION. (a) Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo, derivamos la funcién F, obteniendo

senx

F'(z) =

X
Para encontrar los puntos criticos de F', igualamos la derivada a cero y obtenemos sen x = 0. Recordando

a0 3 - I
que 3 <z < 5 la Unica posibilidad es z = 7.
(b) Para decidir si el punto critico encontrado, = 7, es un punto de extremo local o no, calculamos la
segunda derivada de F' (aplicando la regla del cociente) y examinamos su signo en dicho punto:

senx>/ TCOST — SenT F/(r) = m-(=1)—=0 _ 1 <0,

= ;

2 w2 s

F'(z) = (

Por tanto, el punto critico es un punto de maximo local.

xT

17. Compruebe que la serie p-armdnica

o0

1

)
npP
n=2

peR,

converge si y s6lo si p > 1, usando el Criterio de la integral.



SoLuciON. Cuando p < 0, el término general de la serie no tiene a cero y, por tanto, la serie diverge. Por
tanto, sélo nos interesa considerar el caso p > 0.

1
Cuando p > 0, la funcién f(z) = — s decreciente en [1,+00) ya que el denominador es una funcién
x

creciente y el numerador es constante. Por tanto, podemos aplicar el Criterio de la integral, que nos dice
que la serie en cuestidn es convergente si y sdlo si converge la integral impropia

M M'P —1
= lim ——.

[e’s) 1 M 1-p
/ —dx = lim z Pdxr = lim
1 M—oo 1-— P

xP M—o0 Jq M—ool—0p

1

Este dltimo limite es finito si y sélo si 1 —p < 0, es decir, si p > 1.

18. Use el criterio de la integral para decidir si la serie

> ol
2
o n(lnn)
es convergente.
SOLUCION. La funcién . )

f@) = z(lnx)? -

rln’z

es decreciente en (2,+00) ya que el denominador es una funcién creciente y el numerador es constante.
Podemos aplicar entonces el Criterio de la integral. Este nos dice que la serie en cuestidén es convergente

si y sblo si converge la integral impropia
o0
1
——dx.
/2 z(lnz)?

Para estudiar la convergencia de esta dltima integral, empezamos reemplazando la integral impropia por el

limite correspondiente
A

e 1 1
———dr =1 ——dz.
/2 z(Inx)? T AN 5 z(lnx)? v

A continuacién observamos que el cambio de variable © = In z convierte la integral indefinida en

1 1 1 1
/7x(1nx)2dl‘—/ﬁdu——a—‘rc——m"f'c

lo cual, volviendo a la integral impropia, nos da

4
lim ——dr= lim ——
Ao o z(lnz)? Ao Inz

A . 1 L
=Ilim —— — = —
5 A—-ocoIn2 InA  In2 o

Puesto que la integral correspondiente converge, la serie también converge.




