Calculo |
(12 de Grado en Informatica, 2012-13)

Apuntes sobre series numéricas: preguntas frecuentes y ejemplos resueltos

1) Preguntas frecuentes. Conceptos, teoremas y ejemplos basicos

P-1. Una serie infinita es una suma infinita (en esta asignatura, siempre serd una suma de ndmeros reales).
i Como debemos entenderla? jEn qué difiere una suma infinita de una suma finita?

Respuesta. Una suma finita de ndmeros reales como son, por ejemplo,

2 n
1+42+7r+(—g)+0,8+\/13, Y =artazt... +an
k=1

siempre existe como un ndmero real. Conociendo los valores de los sumandos a1, as,..., ay,, el valor de su
suma finita se puede calcular siempre, usando las reglas basicas para operar con los niimeros reales.
Una suma (o serie) infinita:

g an=a1 +azx+az+aqg+ ...,

n=1
formada a partir de una sucesién infinita de ndimeros reales: a1, ao, .. . es, para empezar, tan sélo una expresion
formal y es posible que no tenga significado como un valor numérico. Si lo tiene o no, depende de los valores
de los ndmeros a,,. He aqui dos ejemplos de series (sumas infinitas formales):

=1 1 1 > 1
Zn2+1 +5+10+17 o ;3n~|—1 +7+10+13+
Veremos que a la primera le podemos asignar como valor un nimero real y a la segunda no.
Por tanto, primero tenemos que interpretar cada serie de alguna manera para darle un significado y luego
decidir si se le puede asignar un valor numérico o no.

P-2. jDebemos distinguir entre una sucesién y una serie? j Cudl es exactamente la diferencia?

Respuesta. Por supuesto. Jamds debemos confundir la serie >~°° | a,, con la sucesién (a, )22 ;. Es decir,

no es lo mismo la suma infinita
14+ L + — 1 + L + 1 + .
4 9 16 25

(que o bien no tiene significado o bien es un nimero real) que la sucesién asociada

. 11 1 1
479 167 25’
(que es un listado infinito de nimeros reales). O sea, se trata de dos tipos de objetos muy distintos.
Los ndmeros a,, se denominan los términos de la serie. Los nimeros n (que toman valores 1, 2, 3, etc.) se
denominan indices, al igual que para las sucesiones.



P-3. ;i Qué significa decir que una serie infinita converge (es sumable) o diverge?

Respuesta. La manera mds razonable de interpretar una serie pasa por utilizar nuestro conocimiento de
las sucesiones, para las que ya tenemos desarrollados los conceptos de convergencia y divergencia. En primer
lugar, formamos las sumas parciales de la serie:

N
SN:a1+a2+...+aN:Zan.
n=1

Estas sumas son finitas y, por tanto, mas féciles de controlar. Asi obtenemos una nueva sucesién (Sy)%_q,
siendo
Si=a1, S2=a1+az, S3=a1+ax+as,

Cuando N aumenta, anadimos cada vez mds términos a la suma, “acercidndonos’ en el limite a lo que
podriamos considerar como la suma infinita. Por tanto, tiene sentido preguntarse si esta sucesiéon (Sn)3_;
tiene limite finito o no. Si lo tiene, diremos que la serie inicial >_° | a,, converge (o que es sumable). En ese
caso, la suma de la serie se define como el nimero

00 N

ap = lim Sy = lim E ap .
Z " N—oo N—oo "
n=1 n=1

Si limy 00 Sy 0 bien no existe o bien existe como uno de los simbolos +00, —oo (recordemos: son sélo
simbolos, no son niimeros reales), diremos que la serie Y > | a, es divergente.

No obstante, cuando limy_,oo Sy = +00 6 —00, es de costumbre también en esos casos decir que “la
suma de la serie es +00” (6 —00).

P-4. En una serie infinita, jimporta qué letra que se utiliza para escribir el indice?

Respuesta. Al igual que en una integral definida no importa la variable de integracién (para quienes hayan
visto ya la integracidn con anterioridad), para una serie también da lo mismo si el indice de sumacién se denota
n, m, k 6 j, mientras la notacién sea coherente y no haya confusién. Es decir, es correcto escribir:

> > > 11 1 1 - |
a1 +ax+taz+...= an = ap = a; 14-4+-4+=4+—=—+...= — = — .
1 2 3 Z n Z k Z 7o 4 9 16 25 n2 Z 2
n=1 k=1 j=1 n=1 =1
No obstante, estaria mal poner, por ejemplo, > >, k—IQ para escribir la suma anterior. Eso significaria que
an, = 1/k? para todo n € N, entendiendo que n cambia mientras que k es cierto valor fijo. Es decir, en ese
caso la suma sélo se podria interpretar como

<1 1 1 1
n=1

una suma divergente cuyo valor deberiamos entender como +oo (ya que las sumas parciales son crecientes y
tienden al infinito).
Mencionemos da paso que, mas generalmente, para una constante fija ¢ # 0, la serie

o0

Zc:c+c+c+...

n=1



es divergente, ya que las sumas parciales son Sy = c+ ¢+ ...+ ¢ = N¢, una cantidad que — 400 cuando
c¢>0ya —oocuando ¢ < 0.

Cuando a,, = 0 para todo n € N (caso ¢ = 0 en el ejemplo anterior), entonces es obvio que todas las
sumas parciales son Sy = 0, luego la serie es convergente y su suma es cero, como era de esperar:

P-5. ; Consideramos siempre sélo sumas que empiezan desde el indice uno, como Y 7 | a,?

Respuesta. No. A veces nos conviene considerar las sumas como

(o) (o]
Zan:ao+a1+a2+a3+..., Zaj:a3+a4+a5+....
n=0 =3

Por ejemplo, tiene sentido considerar las series infinitas como

il—1+1+1+1+i+i+ i ! LS S
ol 2 6 24 120 "7 ~n-1)(n-2) 21 3.2 4.3 7

Obsérvese que, para la dltima serie, el término a,, ni siquiera existe cuando n =1 é n = 2 (pero si existe para
todos los demds indices n > 3). Eso es lo que importa: que a,, exista para todo n a partir de un indice N, ya
sea a partirde N =4 6 N = 316, por ejemplo.
Si tratamos con una serie que no empieza en n = 1, “ajustamos” las sumas parciales. Por ejemplo, para
. 00 S
la serie ) ° , a, podemos definir

N

SN:Zan:a0+a1+a2+---aN7
n=0

mientras que para » -~ . a, podemos definir

N
SN:Zan:a3+a4+a5+...aN, N > 3.

n=3

P-6. ; Como podemos saber si una serie arbitraria converge o diverge?

Respuesta. En general, no podemos. Aparte del ejemplo trivial visto arriba (con la suma de constantes),
existen algunas otras series cuyas sumas parciales y sus limites pueden determinarse de forma explicita. Apren-
deremos a reconocerlas. Dos ejemplos de tales series son las llamadas geométricas y telescépicas.

Para las demas series, podemos aplicar alguno de los diversos criterios de convergencia.

P-7. i Qué son los criterios (o tests) de convergencia?

Respuesta. Son teoremas que nos permiten decidir si determinados tipos de series convergen o divergen.
Conviene resaltar que no existe ningln criterio universal que valga para decidir la convergencia o divergencia
de todas las series posibles. Cada criterio es aplicable sélo a cierta clase de series con caracteristicas comunes.



P-8. ;En qué consiste el criterio del término general para la convergencia de una serie?

Respuesta. El criterio dice lo siguiente:

Teorema (Criterio del término general). Si la serie 7 | a,, es convergente, entonces lim,,_, a, = 0.
(Dicho de una manera menos formal, para que la serie converja, su término general debe ser “pequefio”
en cierto sentido aunque es imposible precisar en general cémo de pequefio debe ser).

Demostracién. Si la serie converge, entonces S,, — S, un limite finito, cuando n — oo, luego también
Sn—1 — S. Por tanto,

anp = (a1 +as+...+ap-1+ay)— (a1 +as+...+ap-1) =5, —5S-1—=>5-5=0, n—oo.
Por tanto, lim,, o a, = 0 y el resultado queda demostrado.

P-9. ;En qué situaciones es Util aplicar el criterio del término general?

Respuesta. Este criterio es Util cuando pretendemos demostrar que una serie es divergente, porque se puede
formular de la siguiente manera equivalente:

Si a,, no converge a cero (o sea, o bien no tiene Iimite finito o bien tiene un limite finito pero distinto
de cero), entonces la serie Y o~ | a,, es divergente.

Por ejemplo, esta formulacién nos permite ver inmediatamente que las series

oo oo
DVvn=1+v24+V3+..., D (-D)"=-1+1-1+1-1+..
n=1 n=1

son ambas divergentes, ya que la primera tiene como a, = /n que diverge (al +00) y, para la segunda,
an = (—1)", una sucesién que, como ya sabemos, no tiene limite.

Es muy importante observar que el criterio del término general es Unicamente (til para establecer la
divergencia. Es decir, no se puede usar para probar la convergencia de ninguna serie.

La razoén es que el criterio NO nos dice que si lim,, , a,, = 0 entonces la serie 220:1 an converge. Eso es
falso porque existen ejemplos de series tanto convergentes como divergentes con lim, -, a, = 0. Por ejemplo,
es conocido para las series

<1 <1
DI B
n=1 n=1

que la primera converge (y su suma es exactamente 72/6, lo cual ya requiere unas técnicas avanzadas) mientras
que la segunda diverge. No obstante, en ambos casos es inmediato que lim,, o % = h’mn_mo% = 0. Por
tanto, si los términos de una serie cumplen la condicién lim,,_,o, a,, = 0, del criterio del término general no
podemos deducir nada acerca de su convergencia.

P-10. ;Qué es una suma telescépica?

Respuesta. Es una serie en cuyas sumas parciales se producen muchas cancelaciones; por tanto, sus sumas
parciales son faciles de calcular. Por ejemplo, la serie

o
n
>
n+1
n=1




es telescépica porque In = = Inn — In(n + 1), luego

N
n
>
n+1
n=1

N
Z Inn —In(n + 1))
n=1

= (In1-In2)4+(In2—-m3)+ (In3—-In4)+...+(In(N—-1)—InN)+ (InN — In(N + 1))
lnl—ln(N+1):—ln(N+1)—>—oo, N — .

Puesto que las sumas parciales no tienen limite finito, concluimos que la serie >~>° | In a7 es divergente.

Obsérvese que en este ejemplo no nos hubiera ayudado el Criterio del término general para deducir la
divergencia puesto que n/(n + 1) — 1 cuando n — oo y, por tanto, In ;%5 — 0 cuando n — oo, luego no
podemos deducir directamente ni la convergencia ni la divergencia por dIChO crlterlo. De ahi que hemos tenido
que recurrir a otro método.

P-11. ;Qué es una serie geométrica?

Respuesta. Es una serie >~ | a,, donde el cociente de cada término con el anterior es fijo:

an+1
Gnp,

=q, n=123, ...

para cierto nimero fijo ¢ denominado la razén de la serie. Una serie geométrica siempre se puede escribir como

[e.o]

Zaq”:a+aq+aq2+aq3+...
n=0

donde a es su término inicial.
Por ejemplo, dada la serie

Z( 1)n_1 1+1 1+1 1+
~ - 2 4 8 16 32

vemos que el cociente de cada término con el término anterior es igual exactamente a —1/2:

11 11 1
2 _ 4 _ 8 _ 16 _ S
1 1 1 : ‘
S 2
Para n = 0, tenemos ag = 1. Por tanto, la serie es geométricacona =1y g = —1/2.

P-12. ; Cudndo converge una serie geométrica y cémo se calcula su suma?

Respuesta. Aunque no existe un criterio universal para todas las series posibles, dentro de la clase de series
geométricas si existe un criterio claro. Esto se asi porque las sumas parciales en este caso también se pueden
calcular.

Teorema (Criterio de convergencia para las series geométricas). La serie > ag" converge si y sélo si
lg| < 1; es decir, siy sélosi —1 < ¢ < 1. Si este es el caso, la suma de la serie se calcula segin la férmula

[e.e]

S

n=0 1__q




Demostracién. Ahora debemos definir las sumas parciales de la serie como

N
SN:Zaq":a+aq+aq2+...an.

n=0

Es facil ver que, cuando ¢ = 1, las sumas parciales son Sy = (N + 1)a y, por tanto, divergen, salvo en el caso
a = 0 que no tiene ningln interés.
Cuando g # 1, observando que la multiplicacién por (1 — ¢) produce muchas cancelaciones, vemos que

(1—¢q)Sy = (1—q)(a+aq+ag®+. .. aq™) = a+aq+ag®+. .. ag" —(ag+ag®+. .. ag” +aq" ™) = a—agV .

Puesto que ¢ # 1, podemos dividir por 1 — ¢, concluyendo que

1— N+1
Sy =a—3d
1—g¢q

Segtin algunos ejemplos importantes de limites (vistos antes en clase), la sucesién (¢ T1)3°_, divergessi g > 1

y también si ¢ = —1; si |g| < 1, entonces limy_,o, ¢¥*! = 0. Esto nos lleva a la conclusién de que las sumas
parciales Sy de la serie geométrica convergen si y sélo si |g| < 1y que, en ese caso, su limite es
_ N1 a

Iim Sy = lim a = .
N—o00 N N—o0 1—q 1—q

Un ejemplo concreto. Para la serie geométrica mencionada anteriormente:

oo
1. 111
S L
Z( 2) 2 + 4 8 + ’
n=0
tenemos ¢ = —1/2. Puesto que | — 1/2| = 1/2 < 1, la serie converge y su suma es

(]
|
| =
SN—

3
I

—
|
~| =
|
S~—

Il
oleo| =
Il
[SCRIN )

n=0

P-13. jHay otros ejemplos basicos de series convergentes o divergentes que nos puedan ser Utiles?

o8] 1

Respuesta. Si. Por ejemplo, las series de la forma ) > | -,

de ejemplos. Se puede demostrar el siguiente

p € R, forman una clase extremadamente (til

Teorema. ) >, n—lp converge si y sélo si p > 1.

(Este resultado se puede probar usando o bien el criterio de la integral o el criterio de condensacién, de
las que aqui no hablaremos.)

Por tanto, las series como

1 1l 1
Zﬁ’ Zﬁ’ an,oom

n=1 n=1 n=1
son todas convergentes mientras que
) [eS) %) )
IF DI M ;
_ R n -
) —2 Z ’ Z 0,9999
n=1 n n=1 n n=1 n=1 n



son divergentes.
La utilidad de estas series es enorme ya que las usamos como una escala basica de ejemplos en las
aplicaciones del criterio de comparacién.

P-14. ;Qué operaciones aritméticas se pueden hacer con las series y sus sumas?

Respuesta. Al igual con los limites de sucesiones, podemos multiplicar las series convergentes por una
constante y sumar dos series convergentes.

Si tenemos una serie convergente, > a,, ésta se puede multiplicar por una constante ¢ € R, obteniendo
una nueva serie, > (cay). Esta nueva serie es convergente y su suma se puede calcular segin la siguiente

regla:
Z(can) = CZ ap, .
n n

Esto se puede comprobar comparando las sumas parciales de las series en ambos lados de la igualdad y
aplicando las reglas habituales para los limites de sucesiones:

lim (ca; +...cap) =c lim (a1 + ...+ ayp).
n—oo n—oo

Asi mismo, suponiendo que ¢ # 0, si la serie ) a, es divergente, también lo es > (cay) y viceversa.

Si tenemos dos series convergentes, > an y >, by, su suma se define como la nueva serie ) (a, + by).
Esta serie también es convergente y podemos calcular su suma segiin la férmula

Z(an—l—bn):Zan—i—an.

n

iQué ocurre si sumamos una serie convergente, Zn an, y otra divergente, Zn b,? Entonces la suma, tam-
bién definida formalmente como )", (a, + by,), serd una serie divergente. Eso se puede comprobar también
considerando las sumas parciales.

No obstante, si sumamos dos series divergentes, especialmente si sus términos cambian de signo, es posible
obtener tanto una serie convergente como divergente. Por ejemplo, si ) a, diverge, sabemos que también
va a ser divergente ) (—ay). Sin embargo, su suma serd

D (an+(—an))=> 0=0.

n n

Por tanto, en general, no podemos hacer operaciones con series divergentes.

P-15. ;En qué consiste el criterio de comparacién y en qué situaciones es util?
Respuesta. El enunciado es el siguiente.

Teorema ( Criterio de comparacion para las series de términos positivos). Supongamos que las sucesiones
ap, by, cumplen la condicién 0 < a,, < b, para todo n € N (o para todo n > N para cierto N fijo).

(a) Si >, b, converge, entonces ) a, converge.

(b) Si >, an diverge, entonces ) b, diverge.

Las conclusiones en ambos apartados son bastante légicas, si comparamos las sumas parciales de ambas
series: a1 +as+...a, < by +by+...b, y recordamos que las sumas parciales son crecientes en ambos casos,
al tratarse de dos series positivas. (Esencialmente, esta es la prueba del teorema.)



Este test es Gtil cuando podemos comparar el término general de la serie dada con el término general de
otra serie, tipicamente mas sencilla, cuya convergencia o divergencia ya conocemos.

Dos ejemplos concretos.

1

converge, podemos deducir que la serie y 7, >
n

1) Sabiendo que la serie geométrica ) 7, on

también converge. A saber, es obvio que 2" < 2™ 4 n, luego
1 1
< = )
24 T 2"

0<

asi que podemos aplicar el apartado (a) del criterio de comparacién.

2) Recordando que la serie arménica >0 ; L diverge, si observamos que
logn

< , n=>3
n

0<

S|

(puesto que n > 3 > e implica que logn > loge = 1) y aplicamos el apartado (b) del criterio, concluimos

que la serie 300 | 187 g divergente.

P-16. ;Hay situaciones en las que el criterio de comparacién no funciona?

Respuesta. Por supuesto, y son bastante frecuentes. Hablando de manera informal, si los términos de una
serie son mas grandes que los de una que converge, podrian ser “grandes” o “pequenos” y por tanto darnos
tanto una serie divergente como convergente.

Un ejemplo concreto. Veamos qué es lo que ocurriria si en lugar de ) tuviéramos la serie

D

n=1 m _p

m ——
n=lon 4 pn

. (Por cierto, conviene probar por induccién que 2" — n > 0 para todo n € N para ver que la

fraccién estd bien definida.) Nos gustaria compararla con la geométrica >~ >° | on pero resulta que 2" —n < 2"
para todo n, luego
1 1
2" —n T

y de ahi no podemos sacar ninguna conclusién porque no estamos en condiciones de aplicar ni el apartado a)
ni el b) del test de comparacién.

P-17. ;Qué otro criterio podemos usar en esas situaciones y cual es su enunciado exacto?

Respuesta. Cuando la comparacién “falla por poco”, como en el ejemplo anterior, suele ser muy efectivo
S 1

2 —n 20

(y, por tanto, no se puede aplicar el criterio de comparacién habitual), los dos términos se “comportan igual”

o son “bastante parecidos” cuando n se hace grande. De ahi que primero definimos el siguiente concepto.

el criterio asintético de comparacién. Este criterio se adapta a nuestra intuiciéon de que, aunque

Definicion. Sean (ay,), y (bn), dos sucesiones de niimeros positivos (al menos, para n > N, un indice
fijo). Diremos que son asintéticamente equivalentes (o comparables) si existe el limite lim, o ay /by, = L
y 0 < L < 400. Notacién: a,, ~ b,, n — oo.

(Hacemos notar que, en todo caso, al ser a,/b, > 0, se cumple 0 < L < 400 obligatoriamente; sin
embargo, para este criterio es fundamental excluir los casos L = 0 y L + oo porque no queremos que a,, sea
“mucho més grande” que b,, ni tampoco al revés.)



Observemos que da igual el orden en que se divide: si a,, /b, — Ly 0 < L < +00, entonces es obvio que
bp/an, - 1/Ly0<1/L < +o0.

: 1
Un ejemplo concreto. Observemos que ~ —, n — 00 puesto que

an—n  2n'
, on ., 2"—m (_n)_
A, =7 = M o = (L gn) = 1 040,

2" —n

Aqui hemos usado el hecho de que n/2" — 0 cuando n — oo, algo que se puede comprobar; es “obvio” que
2" es “mucho mas grande” que n, para n grande.

Veamos ahora el enunciado de este nuevo test.

Teorema (Criterio asintdtico de comparacion). Si a, ~ by, cuando n — oo (siendo ambas sucesiones
positivas), las series > a, y >, b, convergen o divergen simultaneamente.

(A veces decimos también que las dos series son equiconvergentes o comparables.)
1

n 2n
-n
que la segunda es geométrica con ¢ = 1/2, es convergente, luego ambas convergen.

Segtin lo arriba expuesto, las series ) Yoo, on son convergentes o divergentes a la par; puesto

Un ejemplo concreto. Si consideramos la serie ) | , s facil comprobar (pero hay que comprobarlo

1
" \/ﬁ;r 1
—, n — 00 Y, puesto que la serie

1
NZES RN
1 1

haciendo la divisién y tomando el limite) que

es divergente, concluimos que la serie > también lo es. Observemos que aqui tampoco nos hubiera

1 1
—F < —=.
vn+1l n

P-18. ; Qué otros criterios existen para las series de términos positivos?

1
"n+1

servido el criterio de comparacién ordinario, dado que

Respuesta. Hay muchos pero dos son basicos y (tiles, ademds de tener unos enunciados algo similares.
Uno es el criterio de la raiz (o de Cauchy) y el otro es el del cociente (o de d'Alembert).

P-19. ;En qué consisten los criterios de la raiz y del cociente?

Respuesta. En ambos casos, necesitamos que a,, > 0. Para aplicar el criterio de la raiz, consideramos el
limite (si existe)

r= lim a,.

n—oo

Para el criterio del cociente, consideramos el limite (si existe)

, An+1
r= lim )
n—00

En ambos casos, si r < 1 (estd admitido el caso 7 = 0), la serie ) a, converge; si r > 1 (estd admitido el
caso r = +oo también), la serie diverge.



No obstante, ninguno de los dos criterios es concluyente cuando r = 1. (Es decir, no lo podemos aplicar
para llegar a ninguna conclusién definitiva.) La razén es que, por ejemplo, para las series habituales

1 1
2 2w
n n

el valor de los limites, en ambos casos, es 7 = 1 (ya sea con la raiz o con el cociente) y, sin embargo, una
diverge y la otra converge.

P-20. ; Cuando conviene aplicar el criterio de la raiz y cudndo es mejor usar el criterio del cociente?

Respuesta. Si el término general de la serie contiene factoriales, en la mayoria de los casos es conveniente
usar el criterio del cociente. Si a,, contiene potencias n-ésimas y polinomios de n, conviene probar con el
criterio de la raiz.

Dos ejemplos concretos.
7 . . o0 1 7
(1) Es facil ver que la serie ) | - converge (mds adelante, veremos que su suma total es exactamente
e) aplicando el test del cociente:

1

a il n! 1-2-...n 1
n+1:(nt)* = = -0, n—o0.
an 4 (m+1)! 1-2-...n-(n+1) n+1

Puesto que r = 0, el test del cociente nos dice que la serie converge.
. . . n"/? . . o
(2) Para estudiar la convergencia de la serie > ° 5 conviene aplicar el criterio de la raiz:
1/n
n"/? 4D
r= lim ¥a, = lim = lim — = +40.

Seglin el criterio de la raiz, la serie diverge.

P-21. Cuando veo una serie nueva,;qué estrategia debo seguir para decidir su convergencia?

Respuesta. No hay un orden exacto para ir aplicando los diversos criterios, pero el siguiente podria resultar
practico. En primer lugar, vamos a suponer que se trata de una serie de términos positivos (salvo quizds un
ndmero finito de ellos).

1) Si el término general contiene factoriales, conviene empezar por el criterio del cociente. Si obtenemos
r<16r>1, ya hemos terminado.

2) Sino es asi o si resulta r = 1 en el criterio del cociente, habra que usar otro criterio. Conviene comprobar
si acaso se trata de una suma de cierto tipo especial: geométrica o telescdpica.

3) Si no es geométrica pero contiene potencias n-ésimas y polinomios de n, conviene probar también con
el criterio de la raiz.

4) Si nuestra serie no es de ninguno de los tipos anteriores o si el criterio de la raiz nos da r = 1, conviene
comprobar si el término general tiende a cero; de no ser asi, sabremos que la serie es divergente.

4) Si el término general tiene limite cero, ain no podemos concluir nada. Entonces conviene ver si los
términos de la serie se parecen a los de una serie relativamente sencilla (con potencias de n o similar).

5) Si vemos que los términos de la serie inicial son mas pequefios que los de la serie mas sencilla y resulta
que ésta converge, podremos aplicar el criterio de comparacién para ver que nuestra serie diverge.
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Si los términos de la serie estudiada son mas grandes que los de la serie con la que comparamos y ésta
diverge, el criterio de comparacién nos dird que nuestra serie diverge.

6) Si no estamos en condiciones de aplicar el criterio de comparacién pero los términos de la serie se parecen
a los términos de otra serie (normalmente mds sencilla) cuya convergencia o divergencia somos capaces de
establecer, entonces conviene emplear el criterio asintético.

P-22. ;Cémo podemos decidir la convergencia o divergencia de series que tienen infinitos términos positivos
e infinitos negativos (cambian de signo)?

Respuesta. Las estudiamos comparando la serie dada, Zn an, con su serie asociada con valores absolutos:
> n lan|. Los términos de esta nueva serie son todos no negativos (y, por tanto, puede estudiarse por los
métodos anteriormente expuestos). De fundamental importancia aqui es el siguiente resultado.

Teorema Si la serie ) |a,| converge, entonces también converge la serie inicial, ), ap.

Conviene observar que el reciproco es falso: si ), a, converge, es posible que )" |ay| sea divergente. No
obstante, el teorema anterior puede interpretarse también de la siguiente forma: si ) a, diverge, entonces
también diverge > |an|.

Por tanto, para una serie general son posibles sélo los tres siguientes casos:

(1) la serie ), |an| converge (y, por tanto, también " |ay|).

(2) la serie >, a, converge pero ) |ay| diverge;

(3) la serie ), ay, es divergente (y, por tanto, también diverge ) |ay|).

La siguiente terminologia es estandar. En el caso (1), diremos que la serie ) a,, converge absolutamente.
En el caso (2), diremos que ), a, converge condicionalmente. En el caso (3), seguiremos diciendo que
diverge.

Por tanto, existen tres tipos de series: las absolutamente convergentes, las condicionalmente convergentes
y las divergentes. Obviamente, esto es de interés sélo para las series que cambian de signo ya que, para
una serie de términos positivos siempre se cumple |a,| = a,, luego tales series siempre son o absolutamente
convergentes o divergentes.

P-23. ;Significa lo anterior que el estudio de una serie de signo variable exige mas trabajo?

Respuesta. A veces, si, porque en muchos casos tenemos que responder a dos preguntas: una sobre la
convergencia de ) a, y otra sobre la de )" |ay|.

Obviamente, si constatamos que ) |a,| converge, ya sabremos qué es lo que ocurre con ), a,. lgual-
mente, si somos capaces de demostrar que ), a,, diverge, quedara claro que ) |a,| que también diverge.

Es en el caso de una serie que condicionalmente convergente cuando mds averiguaciones hay que hacer
porque entonces tenemos que demostrar que ), a, converge y también que > |a,| diverge.

P-24. ;Existe alguna clasificacién sistemdtica de las series que cambian de signo?

Respuesta. No hay ninguna categorizacién exacta pero con frecuencia nos encontramos con dos tipos de
series de signo variable que son manejables.
Por ejemplo, muchas series que contienen expresiones de tipo seno y coseno (y otras faciles de acotar) son
manejables, por ejemplo:
o0

Z cos(n!) +2senn + e~
n? + 3n + 2

n

n=1

Luego veremos cdmo se maneja esta serie.
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Otro tipo importante son las series alternadas como, por ejemplo,

1 1+1 1+ 1+1 1+1
2 3 4 2 4 8 16

Son series en las que los términos positivos y negativos se van alternando en un orden estricto. (Como se
puede ver del segundo ejemplo, una serie puede ser geométrica y alternada a la vez.) En general, cualquier
serie alternada tiene una de las siguientes dos formas:

o o0
(=", > (1) e,
n=1 n=1

donde ¢,, > 0 para todo n € N, dependiendo de si empiezan por un niimero negativo o por un término positivo.
Conviene observar que (—1)"*1 = (—=1)"71.(=1)2 = (=1)""L. Por tanto, > o ; (—1)" !¢, es exactamente
lo mismo que >_o° | (—1)" "¢,

P-25. ;Cémo podemos decidir que una serie alternada es convergente?
Respuesta. Aplicando el siguiente resultado.

Criterio de Leibniz: Si los nimeros ¢, cumplen las siguientes tres condiciones:
(1) ¢, > 0 para todo n € N;

(2) la sucesion (cy,),, es decreciente;

(3) limy, 500 ¢, = 0,

entonces las series alternadas Y 02 | (—1)"¢c, y > ooy (—1)"

~l¢, convergen.

(=1)"
nlogn

caso, tenemos ¢, = Wln Obviamente, para n > 2 vemos que logn > log2 > log1 = 0, luego ¢, > 0 para

todo n > 2. La condicidn (3) también se cumple claramente, asi que sélo hace falta comprobar (2). Cuando

n *, también logn *; ambas expresiones son positivas, luego nlogn . Por lo tanto, ¢, = nk}gn N\ Se

(="

nlogn

Un ejemplo concreto. Podemos usar este criterio para ver que la serie ) 7, converge. En este

cumplen las condiciones del criterio de Leibniz, asi que la serie Y7 , converge.

P-26. Para las series que cambian de signo, jes facil encontrar ejemplos de las tres situaciones: absoluta-
mente convergente, condicionalmente convergente y divergente?

Respuesta. Si. Veamos un ejemplo de cada.

(1) A pesar de su complicada apariencia, la serie > > | %/1;3) requiere poco trabajo: puesto que
cos(n! + 3) 1
= ni/3 = p4/3

y la serie ) # converge, por el criterio de comparaciéon podemos deducir que

2.

n

cos(n! + 3)
/3

: . 143
converge, es decir, la serie Y > | % converge absolutamente.
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(2) La serie Y >, (_i)n es convergente debido al criterio de Leibniz, pues los valores ¢, = 1/n son

positivos, decrecientes y tienden a cero. Sin embargo, la serie asociada de valores absolutos, foﬂ% es

s = . . o e e —1)" ..
arménica y, por tanto, divergente. Concluimos que la serie inicial, > % converge condicionalmente.

. . 00 (—1)”n . , . .
(3) Finalmente, la serie Y 7, o3 es alternada pero diverge, ya que su término general no tiende a
cero.

Recordemos el siguiente detalle importante: lim,, ;o a,, = 0 si y sélo si lim,,_,~ |a,| = 0 (recordemos que

esto no pasa con otros valores del limite pero si con el valor cero).
. ; (=1)™n __ . : ; n_ _

Por consiguiente, hmn_mom = ( seria equivalente a hmn_wom = 0, lo cual es falso ya que

oo (=)™

n=1 9n+3

limy, o0 503 =1 /9. Por el criterio del término general, la serie ) es divergente.

2) Ejemplos resueltos.

E-1. Examinar la convergencia de las series

11 _—
D D B
n=1 n=1

Solucién. El término n-ésimo de la primera serie es a,, = (—1)" Inn. Es facil ver que |a,| = Inn — 400
cuando n — oo. Por ello es imposible que lim,,_.~ a, = 0; de hecho, es facil ver que no existe lim,, s, @y, al
ser la sucesién (ay) oscilante. Por el criterio del término general para la convergencia, la serie diverge.

-3

La situacidn es similar para la segunda serie. Su término general a,, = 5"”—% si tiene limite: lim,, oo @, = =
pero, como éste es distinto de cero, la serie diverge.
Obsérvese que, gracias al Criterio del término general de la serie, no hemos tenido que calcular las sumas

parciales de ninguna de las dos series.

2

E-2. Examinar la convergencia y, si procede, determinar la suma de la serie > >, m
nn

2

n(n + 2)
ni la convergencia ni la divergencia. Por tanto, tendremos que hacer un célculo directo.

. . . , . 2 1 1
Usando las fracciones parciales (simples), es facil ver qu¢ ——— = — — ——. Usando esta repre-
nn+2) n n+2
sentacién para escribir la suma parcial N-ésima de la serie, vemos que muchos términos se cancelan, quedando

sélo cuatro de ellos al final:

s = (Lo
N_iln n+2

Solucién. En este ejemplo, el término general a,, = — 0, n — o0, asi que no podemos deducir

1 1 1

(Todos los demds términos se cancelan; es decir, se trata de una suma “telescépica”.) Evidentemente, Sy — 3
cuando N — oo. Por tanto, la serie es convergente y su suma es igual a tres medios.
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E-3. Discutir la convergencia y calcular la suma de la serie

& 2n+1

Soluciéon. En primer lugar, se trata de una serie geométrica con el primer término @ = 4 y de razdn
q = 2/3, luego es convergente. Esto se comprueba facilmente dividiendo dos términos consecutivos:

2n+2
An+1 _ 3m 2
T on+l T Py
an 3n—1 3

El primer término (obtenido sustituyendo n = 1) es a = 4, luego es facil ver que la serie también se puede

escribir como
X on+l X0 ok
Sae=24(3)
n=1

I =
k=0

Esto se puede ver también de otra manera, haciendo el cambio de indice n — 1 = k:
00 00 —1 o0 k
ontl 2\" 2
= (3) =2 (G)
n=1 n=1 k=0

(En efecto, siendo n — 1 = k, se observa que cuando n = 1, se tiene que k =0, cuando n =2, k = 1, etc.)
Finalmente, segtin la férmula para la suma de una serie geométrica,

2n+1 4

o
2:13n_1 5 =12.

1-2
3

E-4. ;Es convergente la serie ) 7"2¢="7? De ser asi, calcula su suma.

[ele] [e.e] 9] n
N
er e

n=>0 n=>0 n=0
nuestra serie es geométrica de razén ¢ = /m/e. Puesto que ¢ > 0 > —1, sélo tenemos que ver que ¢ < 1
para comprobar que la serie converge. Puesto que 7 < 4, se sigue que /7 < 2 < e, luego /7/e < 1.

Solucién alternativa. Incluso si no nos damos cuenta de que la serie de arriba es geométrica, podemos

aplicar el criterio de la raiz para deducir que

r= lim Ya, = lim Va"/2e= = lim 7'/%¢ ™' = lim V7/e < 1.
n— n—oo

n—oo e e} n—o0

Solucién. Puesto que

y, por tanto, la serie converge.

e . — n
E-5. ;Para qué valores reales de x converge la serie Y 2 (5:”2 1) ?

Solucién. Nuestra serie es geométrica, siendo su razén g = (5z — 1)/2. Por tanto, segtn el criterio de
convergencia para las series geométricas, la serie converge si y sélo si —1 < (5z — 1)/2 < 1, es decir:
—2 < bz — 1 < 2. Es facil ver que esta doble desigualdad es equivalente a —1/5 < = < 3/5.
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o M
n=lp3 41
Solucién. Si. En primer lugar, es una serie de términos positivos. Segundo, conviene observar que para

3 3 Lol 1 1
todo n se cumple n° + 1 > n°, asi que B < a3 luego

E-6. ; Es convergente o no la serie )

0< ot
nd+1 " n3 n?’
. 0 1 . . .. . .
Puesto que ya sabemos que la serie > , -z es convergente, el criterio de comparacion nos permite deducir
que la serie >~ >° n3L+1 también es convergente.

, , . 1
E-7. Discute la convergencia de la serie ) 7 ) ———
n—

v
Solucién. Puesto que, para n > 2, se tiene que n > 1, luego es n? > n (multiplicando por n) y, por tanto,
n > /n (tomando raices), asi que tenemos la desigualdad 0 < n — \/n < n para todo n > 2. Se sigue que
1 1
>—, n>2.

n—yn_ n
1

Puesto que la serie arménica ) - es divergente, el criterio de comparacién nos permite concluir que

n

Yon n—l\/ﬁ también diverge.

n+7
n?+3yn+1

Solucidn. La serie parece demasiado complicada para aplicar el test de comparacién pero es apropiado y
cémodo usar el criterio asintdtico en este caso.

Es facil comprobar que n + 7 ~ n, n — oo y también que n? + 3\/n + 1 ~ n?. (jCompruébalo por
definicién!) jImplica esto que

E-8. Discute la convergencia de la serie )7,

n+7 n 1 0
13yntl 2 n T
La respuesta es: si. A saber, es facil ver que, cuando a,, ~ by, y ¢, ~ dyn, n — oo (con todos los términos
positivos), entonces también ay /¢, ~ b, /d,, n — oo; es decir, siempre podemos sustituir un término (por
muy complicado que sea) por otro asintdticamente equivalente. Esto se puede comprobar también aplicando
la definicién de dos sucesiones asintéticamente equivalentes.
Por tanto, aplicando el test asintético y recordando que la serie Zn% diverge, llegamos a la conclusién
de que también es divergente la serie dada en el problema.

n
(logn)n/*”
Solucion. Dado que aparecen potencias n-ésimas, probamos el criterio de la raiz:

—_  n
Van = (logn)l/4”

E-9. Examina la convergencia de la serie 37,

Recordemos que el numerador tiende a uno, segiin una férmula vista en clase, mientras que el numerador
— 400 cuando n — co. Por tanto, el cociente tiende a cero, o sea, r = 0 en este caso. Se sigue que la serie
converge.
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E-10. Discute si la serie -

Z cos(n!) +2senn + e~ "
— n? + 3n + 2

converge absoluta o condicionalmente o diverge.

n

Solucién. Puesto que 0 < e = 1/€" < 1, la desigualdad triangular implica que

|cos(n!) + 2senn + e "| < |cos(n!)| + 2|senn| +e | <1+2+1=4,

luego
cos(n!) +2senn + e " 4 4

< —.
n2+3n+2 <n2—|—3n+2 n?

Aplicando el test de comparacién, vemos que la serie dada converge absolutamente.

(-p"
Vn2 -1
1

Solucién. En este caso, tenemos una serie alternada con ¢, = ———=. Obviamente, ¢, > 0y ¢, = 0

nZ —1

cuando n — co. Veamos que es una sucesién decreciente: cuando n 7, es obvio que n?> ' también; por

E-11. Discute la convergencia de la serie )7,

tanto, n? —1 7y, como n? —1 > 0, se sigue que - Ahora ya podemos aplicar el criterio de Leibniz

_ _ n?—1
para deducir que la serie converge.
Queda por comprobar si converge absoluta o condicionalmente. Para ello, consideremos la serie asociada

1
vn?—1

igual que la serie > >° , —, la cual es divergente. Por tanto, la serie inicial no es absolutamente convergente.
n

con valores absolutos: Y > , . Aplicando el criterio asintético, es facil ver que esta serie se comporta

Converge condicionalmente.
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