Calculo | (Grado en Ingenieria Informatica) 2012-13

Solucionario del primer examen parcial, octubre de 2012

1. (Tarde) Encuentra razonadamente todos los valores - € R para los que se cumple que |22 +2z+1] < 4.

(Mafiana) Encuentra razonadamente todos los valores 2 € R para los que se cumple que |2 —2z+1| < 9.

SOLUCION. (Tarde) Lo méas directo es observar que lo de dentro del valor absoluto es un cuadrado. Y entonces
|22 420 +1]<4 = |(@+1)?} <4 = @+1)?2<4 — |z+1/<2,

(observa cémo hemos sacado una raiz cuadrada), que finalmente nos dice que —2 < z + 1 < 2, es decir, que
—3<x<1.

Alternativamente, podemos escribir que
|22 +224+ 1| <4 = —A4<z?+22+1<4,

y calcular los valores de - que verifican, simultdneamente, que 2% +2z —3 < 0y que 2% +2x+5 > 0. La segunda
se cumple para todo x, mientras que la primera nos da el rango z € [—3,1].

Una dltima estrategia consiste en decidir cuando 2% + 2z + 1 es positivo y negativo. Como es siempre positivo,
|x2—|—2x+1| <4 = 22424+1<4 — 22+4+22-5<0,

que nos vuelve a dar el rango z € [—3,1].

En realidad, las tres estrategias son (casi) lo mismo. El ejercicio de los grupos de mafiana es andlogo (observa
que 72 — 22 + 1 = (x — 1)?). Y el resultado es que = € [-2,4].

2. (Tarde) Demuestra por induccién que, para todo n > 1,

1+3+5++(2n+1)=(n+1)%

SOLUCION. Observa que el enunciado nos proporciona una férmula para sumar los primeros n + 1 nimeros
impares.

Vamos con la prueba. El caso n = 1 nos dice que 1 + 3 = (1 4+ 1)?, que es claramente cierto.

Supongamos que, para un 7 fijo, se cumple que 1 +3 4+ 5+ --- + (2n 4+ 1) = (n + 1). Ahora consideramos el
caso siguiente, es decir, sumamos un impar mas. Nos gustaria obtener, para este caso, que

1+3+45+-+@2n+1)+(2n+3) = (n+2)%
Veamoslo:

hip. iniuccién

1434544+ C2n+D)+2n+3) "= " (n+1)2+2n+3)=n’+4n+4=(n+2)>3

que es justo lo que pretendiamos.

2. (Mafiana) La sucesién (a,) viene dada por la siguiente férmula recurrente:

1

“=g, ani1 = 2a, — para cada n > 1.

o=

Demuestra por induccion que a,, > % para todo n € N; y prueba que la sucesidn es creciente.



SOLUCION. Empezamos probando que a,, > 1/4 para todo n. Es obvio que a; > 1/4.
Supongamos que, para un n fijo, resulta que a,, > 1/4. El siguiente término de la sucesién, a,1, viene dado por

1
Un41 = 2an - Zv

Sl 1
Inil =49 7]

y como a,, > 1/4, resulta que

que es lo que queriamos probar.
Para la segunda parte: queremos probar que a,, 1 > a, para todo n. Pero como a,+1 = 2a,, — 1/4, es lo mismo

que exigir que
1
2an—Z>an < an>Zv

que ya sabemos que es cierto, por el apartado anterior.

3. (Tarde) Calcula el limite
lim (n2 vVn?+3n— n3) ,

n—oo

SOLUCION.

Usamos el truco habitual de racionalizar:
n? vn2 +3n—n3)(n? V/n2+3n+n?
lim (n® v/n? 4 3n—n®) = lim ( ) )
n—00 n2 vn2? + 3n 4 n3
., nt (n?+3n)—nd , 3n® i 3n?
= lim = lim - = lim ——
noon2 \/n2 4+ 3n+n3  nooon2 n243n+nd noo /14 3/n+1

(en el dltimo paso hemos dividido arriba y abajo por n®, pues el denominador es comparable con n3). Escrito asi,

n—oo

es inmediato comprobar que el limite es +oc0.

3. (Mafiana) Calcula razonadamente el siguiente limite:

n n—1
Iim ( ) .
n—1

n—oo

SOLUCION. Unas sencillas manipulaciones para “acercarlo” a limites que involucren al ndmero e:
AR DR UV SR (ot
= lim = lim — = Iim —n~.
n—00 ("__1 1)'”7 n— oo (1 _ l)
n

R (R

lim
n— o0

n—1
El limite del numerador es 1, y el del denominador, 1/e. El resultado final es que el limite original vale e.

Un argumento alternativo consiste en observar que
, n \"n1 , m41\m
lim = lim (——) ,
n—oo \n — 1 m—00 m

que es directamente el niimero e.

4. (Tarde) Decide si la serie
i NZES!
n+2

n=0

converge o diverge. Justifica adecuadamente tu respuesta (por ejemplo, si usas algtn criterio especifico,

némbralo y explica por qué y cdmo se aplica).



SOLUCION. Observa que es una serie de términos positivos. El término general de la serie, a,, = *{Z_J;l converge

a 0 cuando n — oo, como es necesario para la (hipotética) convergencia. Pero ademds es asintSticamente
equivalente a 1/y/n, como se comprueba facilmente:

Vn+1
lm 22— gy YRWRED
n—ooo L n—oo ’n—|—2 ’

n

Aplicando el criterio asintético de comparacién, y como sabemos que > ﬁ diverge, deducimos que la serie del
enunciado también diverge.

4. (Mafiana) Decide si la serie
>
2
—n +1
converge o diverge. Justifica adecuadamente tu respuesta (por ejemplo, si usas algin criterio especifico,
némbralo y explica por qué y cémo se aplica).

SOLUCION. Argumentamos como en la serie anterior, pero ahora la comparacién (asintdtica) correcta es
con 1/n*/2:
n
; n\gl L mdpuz
m —— = lm ———— =1
n— 00 —7% n—oo N4+ 1

. . . . s ., 1 . .
Aplicando el criterio asintético de comparacién, y como sabemos que —7z converge, deducimos que |a serie
del enunciado también converge.

5. (Tarde) Determina si la serie infinita

> 1
)
7;)( ) v/n + 2000

diverge, converge absolutamente o converge condicionalmente. Justifica, de nuevo, tu respuesta.

SOLUCION. Es una serie alternada en signo. No converge absolutamente porque

> . 1 O 1
;0‘(_1) m‘ B T;) v/n + 2000

diverge, por comparacién asintética con la serie > 1/+/n (que ya sabemos que diverge).

Pero es facil comprobar que a, = —5505 €S una sucesion de nldmeros positivos, decreciente y tal que
lim,, oo an, = 0. Justo las hipédtesis con las que el criterio de Leibniz nos permite concluir que la serie con-
verge condicionalmente.

5. (Mafiana) Determina si la serie infinita

1y
nz_%( ) n?+1

diverge, converge absolutamente o converge condicionalmente. Justifica, de nuevo, tu respuesta.

SOLUCION. La serie diverge porque el término general no tiende a 0. De hecho

2

n
lim (-1)"———
i (=175

. ., 2 .
no existe: la sucesién n9—+1 converge a 1, mientras que (—1)™ alterna su valor entre 1y —1.




