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Todos los ejercicios son de desarrollo. Se pide justificar las respuestas breve pero detalladamente.
Los tres primeros problemas puntian 3 puntos cada uno y el iltimo, que es algo mds dificil, un punto.



1. (2) Sea H un espacio de Hilbert. Supongamos que z, z, € H, ||z|]| < 1y |lz,]| < 1 para todo ny
|zn + z|| = 2 cuando n — oo. ;Es cierto que z, — z? Razénese la respuesta.
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(b) Sea X un espacio normado y T € B(X). Demostrar la siguiente férmula:

ITll = sup{|f(Tz)| : € X, Izl =1,f € X", f]l =1}.
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2. (a) Sea s € (0,3/4) un niimero fijo y consideremos el operador lineal dado por la siguiente férmula:

Tf(z) = / (xf(y;) dy, xze€l0,1, feL%0,1).

Demostrar que T es un operador acotado de L*(0,1) en L*(0,1).
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(b) Sean X, Z dos espacios de Banach e Y un espacio normado, todos ellos sobre el mismo cuerpo
de escalares K. Supongamos que S € L(Y,Z) es un operador cerrado y T' € B(X,Y). Demostrar que
ST € B(X, 2).
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3. (a) Consideremos el espacio L?(0,1) respecto a la medida de Lebesgue en (0,1). Si una funcién f en
dicho espacio cumple

[es@am=0, n=012...,
demostrar que f = 0 en casi todo punto.
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(b) Razonar si es cierta o falsa la siguiente afirmacién. En el espacio L2(0,1) existe una base ortonormal
{pn: n=0,1,2,...}, donde cada p, es un polinomio de grado n.
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4. Sea H un espacio de Hilbert, M subespacio cerrado de H de dimensién infinitay T: H — H un
operador compacto. Demostrar que la inclusién M C T(H) es imposible.
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