Variable Compleja I (CURSO0 2019-20, Universidad Auténoma de Madrid)
Apuntes detallados, con ejemplos y ejercicios resueltos

7: Singularidades aisladas, series de Laurent y residuos

En esta entrega de apuntes estudiaremos las funciones que son holomorfas salvo en puntos aislados (que
se denominaran singularidades aisladas) y analizaremos los posibles comportamientos cerca de esos puntos
(en el sentido de la existencia del limite finito o infinito, acotacion, etc.). Veremos también, aunque muy bre-
vemente, los desarrollos en series centradas en esos puntos y llamadas series de Laurent. Dichas series serdn
distintas de las series de Taylor porque en lugar de converger en un disco, serdn convergentes en una corona,
al contener potencias negativas.

De especial inerés serd una caracteristica numeérica relacionada con cada singularidad aislada, llamada re-
siduo. El residuo de una funcién en una singularidad aislada, de nuevo, tendrd relaciones con ciertas integrales
sobre curvas del mismo tipo ya visto antes y que tendrd multitud de aplicaciones, tanto practicas (en diversos
célculos) como tedricas (para deducir teoremas cualitativos). En la entrega que viene a continuacion, veremos
el sencillo pero importante Teorema de los residuos que ha encontrado su uso en un sinfin de aplicaciones
concretas en Andlisis, desde las series de Fourier hasta la teoria analitica de nameros.

Singularidades aisladas. Clasificacion

En esta seccién estableceremos un nexo entre la teoria de los ceros de funciones analiticas y los teoremas de
Cauchy y sus aplicaciones vistos antes. Como predmbulo de la teoria, empezaremos con un resultado auxiliar,
analogo de una regla conocida de los cursos de Calculo.

Laregla de UHopital para funciones analiticas. Conocemos varias versiones de laregla de LHépital (LHospital)
para las funciones reales de una variable real. Es conveniente saber que dicha regla no es vélida para las fun-
ciones complejas de una variable real, precisamente debido a los problemas que surgen con algunas funciones
exponenciales como las que aparecen en la férmula de Euler. Sin embargo, la versién bésica sigue siendo cier-
ta para las funciones holomorfas, esencialmente porque tiene que ver con la propia definicién de la derivada
compleja.

Proposiciéon 1 (Regla de L'Hopital para funciones analiticas). Sea Q2 un dominio, f, g€ #(Q) y a € Q tales que
f(a) = g(a) = 0. Si existe el limite (finito) lim,_, f'(z)/ g'(z), entonces tambien existe lim,_., f (z)/g(z) y

/
lim L@ = jim 2
z—a g(z) z—a g’(z)

DEMOSTRACION. Consideramos primero el caso cuando g’(a) # 0. Por la definicion de la derivada y las hip6tesis
sobre f'y g, obtenemos @) fla)
T~ AL B ALC)
z—a g(z) T z—a 8@)-gla ~ g'(a) T Zoa g'(2) ’
z—a

puesto que el dltimo limite obviamente existe y es finito (tanto cuando f’(a) # 0 como cuando f’(a) = 0).
Consideremos ahora el caso cuando g’(a) = 0. Puesto que existe limite finito lim,_, f'(z)/g'(z), se sigue
que f’(a) =0, asi que tanto f como g tienen en a un cero de orden mayor que uno. Si el orden del cero de g en



a es 2, entonces (por un teorema de los apuntes sobre los ceros de las funciones analiticas) g(z) = (z— a@)*G(z),
con G € #(Q) y G(a) # 0, mientras que f(z) = (z— a)®F(z), con F € #(Q). (No podemos afirmar que F(a) #0 -y
tampoco lo necesitaremos- porque el orden del cero que tiene f en a podria ser superior y entonces F podria
tener como factor otra potencia adicional de z — a). Entonces
. f'e . 2(z-a)F(2)+(z—a)*F'(2) 2F(2)+(z—a)F'(z2) F(a) . F(z . f(2)
lim =—— = lim =lim = = lim =lim .
z—agl(z) z—a2(z—a)G(2)+(z—a)®G'(z) ~a2G(z)+(z—a)G'(z) Gla) ~aG(z) z—ag(z)

s

Ahora se ve claramente como deberia continuar el anélisis si g tuviese un cero de orden mayor que 2 en z = a.
Omitiremos los detalles. m

Ejemplo 1. Usando la Regla de I'Hopital dos veces seguidas, calculamos dos limites andlogos a los ya conocidos
de los cursos de Cdlculo:
. 1-cosz ,, (1-cosz) senz
lim = =

. (senz)’ 1 cosz 1
z—0 V4

1. .
= =—1lim =—1lim
2 z—0  (z%) z—0 2z  2z—0 Z' 2z—0 1
.. . . . senz
El segundo limite conocido, obviamente, era lim,_.q =

z

Singularidades aisladas: definicion y tipos de singularidades. Vamos a estudiar los posibles comportamientos
de una funcién holomorfa en un entorno agujereado de un punto.

Definicién. Diremos que una funcién f tiene una singularidad aislada en el punto z = a si f es holomorfa
(analitica) en {z € Q : z # a}, siendo Q un conjunto abierto que contiene al punto a. Puesto que cada dominio
contiene un disco abierto y cada disco abierto es un dominio, esto es equivalente a la condiciéon de que f sea
holomorfa en un disco agujereado D*(a; R) = D(a; R)\{a} ={z€C: 0<|z—al < R}.

Existen tres posibilidades en cuanto al comportamiento de f cerca de la singularidad aislada en z = a:
(1) f estd acotada en algtin disco agujereado D*(a;r), donde 0 < r <R.
(2) lim,_.4 f(z) = co (en otras palabras, lim,_. 4| f(2)| = +00);
(3) no se cumple ninguna de las condiciones (1) y (2).

Definicion. En el caso (1) diremos que f tiene una singularidad evitable en z = a, en el caso (2), que tiene un
polo en el punto ay, en el caso (3), que f tiene una singularidad esencial en a.

Existen ejemplos de cada una de las tres situaciones en la definicién anterior. Los iremos dando a conti-
nuacién, mientras estemos analizando cada uno de los posibles casos.

Singularidades evitables. El término “singularidad evitable” estd justificado por el siguiente teorema.

Ejemplo 2. (a) Debido a la cancelacion, es obvio que la funcion
Z2 -4
zZ+2

esigual a z—2 cuando z # —2. Puesto que z — 2 tiene limite finito cuando z — -2, f estd acotada en un entorno
agujereado de dicho punto y, por tanto, tiene una singularidad evitable en z = —2.

fla)=

(b) Un ejemplo menos trivial: lo mismo sucede con la funcion

senz

8(2) = p

ya quelim,_.o g(z) = 1, como se desprende del valor de uno de los limites en el Ejemplo 1.



Teorema 1 (Teorema de la singularidad evitable de Riemann). Sea f holomorfa en un disco agujereado D* (a; ).
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f estd acotada en D*(a;r);

(b) Existe el limite finito L =1im,_., f (z) y, ademdis, la extension continua de f al disco D(a;r):

f(Z) :{ f(z); SlZED*(a; r)’

L, siz=a

es, de hecho, holomorfa en D(a;r).

DEMOSTRACION. Es obvio que (b)=(a), asi que s6lo necesitamos demostrar que (a)= (b).
La clave de la demostracién estd en definir la siguiente funcién:

g(2) = { (z— a)zf(z), size D*(a;r),
0, siz=a
Por hipétesis, f tiene una singularidad aislada en z = a, asi que existe una constante M tal que |f(z)| < M
para todo z € D*(a; r). Por tanto, para todo z € D*(a; ) se cumple |(z— a) f(z)| < M|z — al, lo cual implica que
lim,_.4(z— a) f(z) = 0. Luego existe

g'@=1im EX=ED im0 (2) =

a
Puesto que, por hipdtesis, g tiene derlvada en todos los puntos de D*(a; r), esto demuestra que g € #(D(a; r)).
Por la definicién de g, también sabemos que g(a) = 0, asi que g tiene un cero de multiplicidad, al menos, dos
en z = a. Por un teorema de los apuntes sobre los ceros de las funciones analiticas, se sigue que existe una
funcién h € #(D(a;r)) tal que g(z) = (z— a)*h(z) en D(a;r). (Segtin dicho teorema, si z = a es un cero doble
de g, tendremos h(a) # 0y sino es un cero de orden superior, h tendra algtin factor adicional (z — a)" pero eso
no serd relevante para nuestra prueba ya que nos basta con tener el factor cuadratico.) Puesto que se cumple

(z—a)*f(2)=g(2) = (z—a)*h(z), VzeD*(ar),

se sigue que f(z) = h(z) para todo z € D*(a;r). Dado que h € #(D(a;r)), se sigue que h es continua en z = a
¥, por tanto, existe lim;_., h(z) = h(a) = L. Puesto que f coincide con & en todo el disco agujereado D*(a;1),
también se tiene lim,_., f(z) =lim,_., h(z) = L. Esto demuestra que f hen D(a;r), asi que f e A (D(a;r)).m

Observacién. Gracias al Teorema 1, una funcién que es holomorfa en un dominio (2, salvo en un punto a € Q
donde tiene una singularidad evitable, puede extenderse hasta una funcién holomorfa en todo Q, definiendo
sus valores en las singularidades adecuadamente. Por tanto, puede considerarse -a todos los efectos- como
una funcién holomorfa en todo Q. Lo mismo ocurre con una funcién con una cantidad finita de singularidades
evitables en Q, ya que se pueden considerar entornos agujereados de cada singularidad de manera que sean
disjuntos dos a dos, con lo cual no habra problemas para definir la extension.

Ejercicio 1. Sea T = {z € C: |z| = 1} la circunferencia unidad, con orientacion positiva. Calctilese el valor exacto
de la integral f 1—cosz
——dz.

T 2

1-cosz
SOLUCION. La funcién ——— tiene en z = 0 una singularidad evitable ya que del Ejemplo 1 sabemos que
z
. l—-cosz 1
Iim ———=-.
z—0 2z 2
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Por tanto, aplicando el Teorema de la singularidad evitable de Riemann y dando a la funcién el valor 1/2 en
el origen, podemos extender f hasta una funcién entera. Segtin el Teorema Integral de Cauchy, dado que T es
una curva simple cerrada y rectificable en el plano, la integral es igual a cero.

Polos. Analizaremos ahora el comportamiento de una funcién analitica cerca de un polo y estableceremos
ciertas relaciones con los ceros de funciones analiticas.

Ejemplo 3. Las funciones o= 7229 (2) = ctaz— cosz
Te-12 8 TUET

tienen polos, respectivamente, en z =1 y en z = 0. Obsérvese que no hay cancelaciones en la fraccion que repre-
senta la funcion f.

La funcién f no tiene otros polos. Sin embargo, la funcién g tiene una cantidad infinita numerable de polos.
Se trata de los puntos z,, = nn, n € Z, que son los tinicos ceros de la funcién entera seno, como ya sabemos de otras
entregas de apuntes y de las hojas de ejercicios.

Proposicion 2. Si una funcién f, holomorfa en un entorno agujereado D* (a; R) del punto z = a, tiene un polo en
z = a, entonces puede escribirse como F(2)
(2) = ————
! (z—a)™

para un tinico ntimero natural m, donde F es analitica en un disco D* (a; p), con0< p <Ry F(a) #0.

Ademds, el indice m que aparece en la formula es el tinico m € N tal que lim,_.,(z — a)" f(z) existe como
limite finito no nulo, porque para los valores n < m se tiene que lim,_.,(z — a)" f (z) = oo y para los naturales
n>m secumplelim,_.,(z—a)" f(z) =0.

DEMOSTRACION. Segtn la definicién de un polo, sabemos que lim_., f(z) = co. Obviamente, f #Z 0 en D*(a; R);
entonces sabemos de los apuntes anteriores que los ceros de f en D* (a; R) son aislados: forman un conjunto,
como mucho, numerable y no pueden acumularse dentro de D* (a; R). Tampoco pueden acumularse en z = a:
si hubiera una sucesion (z,), tal que lim,_. 2z, = ay f(z,) =0, entonces lim,_., f(z) = oo no se cumpliria. Por
tanto, podemos encontrar un entorno agujereado D* (a; r),con 0 < r < R, tal que f(z) # 0 paratodo z € D*(a; ).
Podemos definir entonces la funcién g = 1/ f, que serd holomorfa en D*(a; r) y, ademas, tendra la propiedad
de que 1

i = =
8D o, @

Por el Teorema 1 de Riemann, g tiene una singularidad evitable en z = a y su extensién holomorfa, a la que
(abusando de notacién) también llamaremos g, tiene un cero en z = a. Por la factorizacién vista en la entrega
anterior de apuntes, g(z) = (z—a)™h(z), para cierta funcién h € #(D(a;r)) con h(a) # 0. Por la continuidad de
h, ésta no se anula en algin disco (D(a; 1)) con 0 < p < R. Finalmente, en D*(a; p) se cumple la igualdad

B 1 B F(z)
g (-a™h() (-am
parala funcién F = 1/h € #(D(a; p)); obviamente, F(a) # 0.

flz)=

De la férmula anterior para f, es inmediato que para n < m se tiene que
] . F(2)
lim(z-a)" f(z) = lim —————— =0
z—a z—a (Z_a)m—n

aralos n > m se cumple
yP P iin}l(z—a)"f(z)=Lirr‘11(z—a)"_mF(z)=0. ]
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Definicién. El nimero m al que se refiere la Proposicién 2 se denomina el orden del polo z = a. Si m =1,
hablamos de un polo simple en z = a 'y si m =2, de un polo doble.

Ejemplo 4. La funcién g del Ejemplo 3 tiene un polo simple en z = 0 puesto que

lirr(l)zg(z):lim -cosz=1-cos0=1.
z—

z—0senz

La funcién f del mismo ejemplo tiene un polo doble en z = 1, ya que
lim(z-1)?f(2) = lim (22 —2) = -1 # 0, co.
z—1 z—1

Obsérvese que lim,_.; (z — 1) f(z) = oo, mientras que lim,_.,(z—1)" f(z) =0, paran > 2.

Singularidades esenciales. Comenzaremos con un ejemplo.

Ejemplo 5. La funcién e''? tiene en z = 0 una singularidad esencial, ya que no estd acotada en ningtin entorno
del origen ni tampoco tiende al infinito cuando z — 0. Por ejemplo:
= lasucesionz, =1/n—0y f(z,) = e" — oo cuando n — oo;

n

» lasucesion(, =—-1/n— 0 pero f((,) =e " — 0 cuando n — oco;

= la sucesion w,, = 1/(2nni) también tiende a 0 cuando n — oo; sin embargo, f(wy) = eamni =1 1,

Resulta que este comportamiento es tipico de una funcién analitica (holomorfa) cerca de una singularidad
esencial. Lo afirma el siguiente resultado.

Teorema 2. (Teorema de Casorati-Weierstrass). Si f tiene en z = a una singularidad esencial, entonces para todo
w € C U {oo} existe una sucesion (z,), tal que z,, # a,lim;, .oz, = a y lim,_.o, f(z,) = w.

DEMOSTRACION. Partimos de la hipétesis que f € #(D* (a; R)) para cierto R > 0.

Consideremos primero el caso w = co. Puesto que z = a no es una singularidad evitable de f, la funcién
no puede estar acotada en ningtin entorno agujereado del punto a. En particular, existe z; € D*(a; R) tal que
| f(21)| > 1. Por la misma razon, existe z, € D* (a; g) tal que | f(z2)| > 2. Continuando inductivamente, para cada
n € N obtenemos la existencia de un punto z, € D*(a; I—;) tal que |f(z,)| > n. Evidentemente, lim,—.oz, = ay
lim;, .o f(z5) = c0.

Veamos ahora el caso de un punto w € C. Si existe una sucesion de puntos (z,), tal que z,, # a, z, — ay,
de hecho, f(z,) = w para cada n, el resultado se sigue trivialmente. Si no existe tal sucesién, entonces existe un
entorno agujereado D*(a;r) de a, con 0 < r < R, donde f no toma el valor w. En este caso, la funcién g = f—;w
es holomorfa en D*(a;r) y, por tanto, tiene una singularidad aislada en z = a. Ademads, en el mismo entorno
agujereado tenemos la identidad f = w + é.

Si la singularidad aislada de g en a fuese evitable con lim,_., g(z) = 0, tendriamos lim,_., f(z) = coy, por
tanto, a seria un polo de f, contrario a nuestra hipétesis. Si la singularidad aislada de g en a fuese evitable con
lim,_., g(2) # 0, entonces existiria el limite finito 1im,_., f(z) y a seria una singularidad evitable de f, lo cual
tampoco es posible. Sélo queda la opcién de que z = a sea una singularidad esencial de g. Entonces, por la
primera parte de la demostracidn, existe una sucesion infinita de puntos z, € D*(a; R) tal que lim,_. 2, = a
y lim,_, g(z,) = co. Entonces, de nuevo por la relacién entre f y g, se sigue que, para la misma sucesion se
satisface lim,_.«, f(z;) = w, que es lo que queriamos demostrar. B

Finalmente, conviene advertir que no toda singularidad es una singularidad aislada, como nos muestra el
siguiente ejemplo.



1
Ejemplo 6. La funcién f(z) = — tiene una singularidad aislada en cada uno de los puntos z; = % ya que el
senZ

z
denominador se anula en z, y el numerador no. Por tanto, lim,_.,, f(z) = co y cada z,, es un polo. Sin embargo,
z =0 es otra singularidad dado que la funcién no estd definida alli, pero no es aislada: puesto que lim,,_.», z, =0,

no existe ningtin R > 0 tal que f sea holomorfa en D* (0; R).

Series de Laurent

El teorema que enunciamos a continuacion fue demostrado en 1842 por el matematico e ingeniero militar
francés Pierre Alphonse Laurent (1813-1854), cuyo nombre se pronuncia aproximadamente como Lordn en
castellano. El resultado ya se encontraba en 1841 en los cuadernos de Miinster del “padre del anélisis moderno”,
el gran matematico alemén Karl T.W. Weierstrass (1815-1897) aunque esos apuntes no se publicaron hasta 1894.

Teorema 3. Si f es holomorfa en la corona{z : r <|z—al < R}, con0 < r < R < +o0, entonces se puede desarrollar
en serie doble de la forma 0o

f@= ) cilz—a)

n=—o0
que converge absoluta y uniformemente en cada circunferenciaC, = {z€ C: |z—al = p}, r < p <R. Los coeficien-
tes ay, son unicos y vienen dados por la formula

1 f(2)

=— _— nez.
" omi c, (z—a)™*! ’

C

Definicién. Esta serie se denomina la serie de Laurent de f enla corona {z : r < |z—al < R}. La parte de la suma
con los indices negativos: Z;Loo cn(z—a)" se denomina la parte principal de la serie de Laurent.

Observaciones. (1) La convergencia (puntual, absoluta, uniforme) de una serie doble, Y5 __ f.(z) debe en-
tenderse como sigue: simplemente, para la convergencia (de cualquier tipo mencionado) de una serie asi, ha
de exigirse el mismo tipo de convergencia de ambas series:

o0 -1 -1
Y fae oy Y, frl@=1lim Y fu(2).
n=0 N—oo, "=

n=—o0o

(2) Se admiten todos los tipos posibles de coronas como, por ejemplo,
{z:1<|z—al <2}, {z:0<|z—a| <1}, {z:1<|z—al < +o0},

entre otras. Veremos algunos ejemplos a continuacion.

(3) Debido a la falta de tiempo, esta vez no daremos ninguna demostracién del Teorema 3. S6lo nos limita-
mos a indicar que la prueba se sigue de una version de la Férmula integral de Cauchy para “curvas” compuestas
por dos circunferencias, una dentro de otra.

Teorema 4.Para las coronas de tipo {z : 0 < |z — al < R}, la forma que tiene la serie de Laurent indica el tipo de
singularidad aislada, segiin la siguiente clasificacion:

» Cuando z = a es una singularidad evitable, la parte principal es nula: c.1 = c_ = ... = 0. En otras palabras,
la serie de Laurent coincide con la de Taylor, que converge en todo el disco D(a; R).

= Cuando z = a es un polo de f de orden m, la parte principal de la serie de Laurent se reduce a la suma
finita Z;i_m cnlz—a)", siendo c_p, =lim,_.,(z—a)" f(z) #0.

6



= Cuando z = a es una singularidad esencial de f, la parte principal de la serie de Laurent tiene infinitos
términos no nulos.

Ejemplo 7. Como ya sabemos, la funcion f(z) = *2= tiene en z = 0 una singularidad evitable y, por tanto, puede

considerarse como una funcion entera (definiendo que sea 1 su valor en el origen). Su serie de Laurent en la
corona {z : 0 < |z—al < +oo} se obtiene, simplemente, dividiendo la serie de Taylor de la funcion seno en el plano
por z en dicha corona:

z z z
Z_§+§_T+- B z2 z4 ZG
z 31 51 7

¥, evidentemente, coincide con una serie de potencias que converge en todo el plano. La convergencia es uniforme
en cada circunferencia centrada en el origen.

Ejemplo 8. La serie de Laurent de f(z) = €% se obtiene ficilmente del desarrollo de Taylor de la funcion expo-
nencial:
T L
n=0 n!

convergente absolutamente para todo w complejo y uniformemente en cada subconjunto compacto del plano.
Sustituyendo w = 3/ z, se obtiene una serie en z convergente en todo z # 0:

= nlz? z 222 278 8z* 7

Obviamente, la parte principal tiene infinitos términos no nulos y se trata de una singularidad esencial en z =0
(como ya sabemos del Ejemplo 5, donde aparece una funcion muy similar). La convergencia de la serie de Laurant
obtenida es uniforme en cada circunferencia centrada en el origen.

Ejercicio 2. La funcion f(2) = ;71) tiene un polo simple en z = 0; también tiene otro en z = 1. Halle los desarro-

llos de f en serie de Laurent en cada una de las coronas
(@) {z:0<|z| < 1};
b){z:0<|z—-1|<1}.

SOLUCION. La serie de Laurent de f en la corona {z : 0 < |z| < 1} puede obtenerse a partir del desarrollo de la
serie geométrica, convergente en el disco unidad:

1 1 1 & © 1
=—= z"z—Zz”‘lz———l—z—zz—...,
-0 z

n=0

Z2z-1) z1-2 zf

siendo la parte principal simplemente —%. La convergencia es uniforme y absoluta en cada circunferencia
centrada en el origen y contenida en este dominio.

La serie de Laurent de la misma funcién en la corona {z : 0 < |z—1| < 1}, donde f también es holomorfa,
puede obtenerse mediante un procedimiento similar, usando también una serie geométrica pero buscando el
desarrollo en potencias de z — 1:

1 1 11 1 ~ f(—l)"(z—l)”
z(z-1)  z-11+(z-1) z-11-(=(z-1) z-1/5
= Y (-D"z-D""'= Y D"™z-D™,
n=0 m=-1



siendo la parte principal ﬁ La serie obviamente converge cuando |[z—1| < 1, por las propiedades de las series
geométricas (o por el Teorema 3).

Como vemos, en ambos casos se trata de polos simples y, por tanto, la parte principal de cada serie de
Laurent sélo tiene un término: en un caso, el término con % y en el otro, el término con % [ ]

Por supuesto, también existe un desarrollo de Laurent de la funcién del Ejercicio 2 en la corona no acotada
{z : 1 <|z| < +00}. Lo dejamos como ejercicio.

Sugerencia: conviene usar de nuevo la serie geométrica, esta vez teniendo en cuenta que cada punto z en la
corona indicada satisface la condicién |z| < 1, lo cual es equivalente a una condicién que nos conviene: |%| <1.

Residuos: definicién y calculo

Residuos: definicién. Veremos ahora un nuevo concepto relacionado con el comportamiento de una funcién
cerca de su singularidad aislada.

Proposicion 3. Consideremos una funcién f € #(D*(a;R)), R > 0. Si0<r < R y C, denota a la circunferencia
{z€C: |z—al = r} con orientacion positiva, entonces la integral

1
%Lr f(Z) dz
no depende del valor der € (0, R).

DEMOSTRACION. Si 0 < p < r < Ry consideramos las circunferencias correspondientes C,y C,, ambas con
orientacioén positiva (y siendo ambas curvas suaves, simples y cerradas), entonces la curva C, esta en el do-
minio acotado por la curva C, y ambas curvas estdn en el dominio D*(a; R) donde f es holomorfa. Por una
proposicion vista en la entrega de apuntes sobre el Teorema de Cauchy y la funcién primitiva, sabemos que

ff(z)dz:f f(»)dz
Cp C,

y el resultado se sigue. B

Definicion. El valor constante de las integrales de arriba se denomina el residuo de f en z = a 'y suele denotarse
como Res(f; a).

Observacién. Cuando z = a es una singularidad evitable de f, entonces fcp f(z)dz = 0 debido al Teorema
integral de Cauchy y, por lo tanto, Res(f; a) = 0. En el caso de un polo o una singularidad esencial, el residuo
puede ser no nulo.

Se plantea la siguiente pregunta natural: ;como calcular el residuo para 16s demas tipos de singularidades
aisladas?

El siguiente resultado nos dird que, para calcular el residuo de una funcién de la forma f(z) = %, con F
holomorfa en un entorno agujereado de ay F(a) # 0, esencialmente hay que “quitar el denominador” y evaluar
en a, quedando Res(f; a) = F(a). Por tanto, el célculo del residuo es muy fécil para un polo simple. Para un polo
de orden superior, el cdlculo se complica y hay que involucrar las derivadas.



Proposicion 4 (Férmulas para el residuo en un polo). Si z = a es un polo simple de f, entonces
Res(f;a) = ;in(ll(z— a)f(z).
Si a es un polo doble, entonces 3 2 ,
Res(f;a) = lim[(z—a)"f(2)]".
Mds generalmente, si es un polo de orden m, entonces
dm—l

Res(f;a) = (m—1)! il—r»rclz dzm-1

[(z— @)™ f(2)].

DEMOSTRACION. La demostracién para un polo simple es inmediata. Al ser z = a un polo simple de f, ésta se
puede escribir en un entorno agujereado D* (a; R) del punto a como f(z) = IZ: (2, con F € /(D(a; R)), segin la
Proposicién 2. Sea 0 < r < R. La definicién del residuo y la Férmula integral de Cauchy implican inmediata-

mente que
F(2)
27i —-a

Res(f;a) = —f f(2)dz=— dz:F(a):giI}lF(z)ziiir[ll(z—a)f(z).

En el caso de un polo de orden m, todo es similar: en un entorno agujereado D*(a; R) del punto a tenemos

que f(z) = (i (;;m, con F € #(D(a; R)) y, por la Férmula integral de Cauchy para la derivada de orden m — 1,

obtenemos

— 1!
Res(f;a) = f fode= L[ F@D 4 1 (m-1 [ F@)
2 onile, z—am " m-DU 27w Jo, z-a)m
_ 1 (m-1) m-1) m-1 oo
= (m—l)!F (a) = o 1)'£2121F '(2) = o _1)'2_. Py Tl(z—a)” f(2)]. m

Ejemplo 9. El residuo en el polo simple z = 0 de la funcion g del Ejemplo 3 es

-cosz =lim -limcosz=1.
z—0senz z—0

. L z
Res(ei0) =128 = 1M enz
El residuo en el polo doble z =1 de la funcién f del Ejemplo 3 es

Res(f;1) = lim[(z— 1)*f(2)] = lim(z* -2)' = lim 2z =2.
z—1 z—1 z—1

Célculo del residuo a partir de la serie de Laurent. Si una funcién f es holomorfa en D*(a; R), hay un método
eficaz para calcular Res(f; a).

Proposicion 5. Si f tiene una singularidad aislada en z = a y en D* (a; R) se desarrolla en serie de Laurent

o0

f@= )Y culz—a)",

n=—00

entonces Res(f;a) = c_;.



DEMOSTRACION. La serie de Laurent de f converge uniformemente en la circunferencia de radio r centrada en
el origen, 0 < r < R. Integrdndola término a término, obtenemos

1 1 x x 1
ﬁer(Z)dZZ%L Z cn(z—a)"dz: Z cn%fcr(z—a)"dz=c_1.

r 1=—00 n=-00

La tltima igualdad est4 justificada debido a la siguiente férmula:

1 0, sin=0,
- (z—a)"dz={ 1, sin=-1,
LG 0, sin<-1.

La igualdad en el primer caso se sigue por el Teorema integral de Cauchy, al ser (z — a)” una funcién entera. La
segunda igualdad se obtiene de la Férmula integral de Cauchy para la funcién constante uno y la tercera, de la
Férmula integral de Cauchy para las derivadas de la misma funcién.

Por supuesto, los mismos célculos se pueden comprobar -con bastante facilidad- parametrizando la cir-
cunferencia y empleando cdlculos directos de integral de linea. m

1

Ejemplo 10. Consideremos de nuevo la funcion f(z) = 2D

la férmula de arriba, vemos queRes(f;0) = c_; = —-1.
Asimismo, para la funcion e*'? y su singularidad esencial en el origen, considerando la serie de Laurent de f
calculada en el Ejemplo 8, obtenemos Res(f;0) = c_; =3.

del Ejercicio 2, con un polo simple en z = 0. Segtin
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