Variable Compleja I (CURSO 2019-20, Universidad Auténoma de Madrid)

Apuntes detallados, con ejemplos y ejercicios resueltos

Integrales de linea complejas: detalles preliminares

En esta entrega de apuntes repasaremos los conceptos bdsicos relativos a las curvas en el plano y definiremos
las integrales de linea en forma compleja, que representaran una generalizacién de las integrales de linea (o alo
largo de curvas) vistas antes. Aprenderemos a estimar el valor de la integral alo largo de una curva, una destreza
bésica que serd esencial en varias demostraciones y soluciones de ejercicios en las posteriores entregas de
apuntes y problemas. Conviene observar que normalmente no supondremos que las funciones consideradas
sean holomorfas; la continuidad es suficiente para desarrollar el concepto de integral de linea. Lo que se vera
después es que las funciones holomorfas nos dardn unos resultados de integracién espectaculares.
Antes de comenzar, necesitamos aclarar algunos detalles técnicos que se necesitardn a menudo.

La derivada de una funcién compleja de una variable real. Una funcién compleja de una variable real es una
funciéon de la forma F = u + iv, donde u, v : (a,b) — R son funciones derivables. Su derivada viene dada por
F®=u(t)+iv' (1), te(a,b).

Ejemplo 1. La derivada de la funcion F(t) = e'!, que aparece en la formula de Euler, viene dada por
.\ .
(e”) =(cost+isent) =—sent+icost=i(cost+isent)=ie'l, teR = (—o00,+00).

Alternativamente, podemos derivar e'’ observando que es la restriccién de la funcién exponencial compleja al eje
real, usando la formula para la derivada de la funcion exponencial compleja y la regla de la cadena: por tanto,
d

. iz) _ ;,iz 5 . _ . da (it _ ; it
primero constatamos que % (e'?) = ie'* y después, como caso especial, para z = t € R se sigue que 5; (e'") = ie'.

Repaso de curvas planas

Parametrizaciones (caminos), curvas y trazas. Este material es muy bdasico y ya es conocido de otras asigna-
turas pero se incluye de forma detallada, con el fin de repasar las definiciones y propiedades bésicas y también
para acostumbrarse a la notacién compleja, que es nueva.

Definiciéon. Una parametrizacién en el plano es una funcién continua y : [a, b] — C, donde —oo < a < b < +o0.
(A veces también usaremos la palabra camino.)

En Célculo II, en Geometria de curvas y superficies y en Topologia, entre otras asignaturas, ya vimos mu-
chos ejemplos y propiedades de parametrizaciones, con R? en lugar de C. Como ya sabemos, es habitual hacer
la identificacién entre ambos conjuntos mediante la biyeccién natural (x, y) — z = x+ yi. Por tanto, se trata del
mismo concepto ya visto antes, s6lo que ahora usaremos la notacién compleja, escribiendo y(#) = x() + i y(?)
en lugar de (x(¢), y(¢)), para t € [a, b], y nos conviene acostumbrarnos a ello.

Definicién. Se dice que una parametrizacién y : [a, b] — C es equivalente a otra, I : [c,d] — C si existe una
funcién «a : [a, b] — [c, d], estrictamente creciente y suprayectiva (y, por tanto, biyectiva) talque y =T o a.

Es muy fécil ver que esta relacion es una relacién de equivalencia en la clase de todas las parametrizaciones.

Definicién. Una curva es una clase de equivalencia respeto a esta relacion.



Cada curva puede representarse mediante muchas parametrizaciones distintas. Como es habitual, pode-
mos tomar como representante de una clase cualquiera de los caminos equivalentes que la componen. Si en
lugar de una parametrizacion elegimos otra, se suele decir que hemos reparametrizado la curva y se suele re-
ferir a la funcién @ como a un cambio de pardmetro.

Es un abuso de terminologia muy habitual decir que una funcién continua y : [a, b] — C es una curva, en
lugar de decir que es una parametrizacién (o camino) que representa la curva, que es su clase de equivalen-
cia. Lo evitaremos cuando sea posible pero, puesto que simplifica el lenguaje, a veces lo emplearemos en estos
apuntes. Deberia quedar claro por el contexto cudndo nos referimos a una curva y cudndo a una parametriza-
cion.

Es importante destacar que la terminologia aqui no es universal y algunos textos incluso usan la palabra
“camino” como sinénimo de “curva”.

Ejemplo 2. Las parametrizaciones y(t) = rel' = rcost+irsen t,t€0,2n] yI'(¥) = re?it = rcos2t + irsen2t,
t € [0, 7] son equivalentes, con [a,b] = [0,2n], [c,d] = [0,7] y la funcion creciente y suprayectiva «(t) = t/2,
a : [0,27] — [0, 7] en la definicion anterior. Ambas parametrizaciones representan la misma curva, que nos ima-
ginamos como el movimiento de una particula con velocidad uniforme que recorre la circunferencia de radio
r centrada en el origen {z : |z| = r} (ya que |y(t)| = r), completamente y una sola vez, en el sentido positivo

(contrario al sentido de las manillas de reloj) empezando en el puntoy(0) = r y terminando en el mismo punto.

Para dos representaciones cualesquiera de la misma curva, digamos y : [a,b] = Cy I : [¢,d] — C, con
Yy=Toaya:lab] — [cd] estrictamente creciente y suprayectiva, es evidente de la definicién de la equi-
valencia que y([a, b]) = I'([c, d]). Por tanto, es correcto definir el siguiente concepto, ya que no depende de la
parametrizacién de la curva.

Definicién. La traza de una curva es el conjunto {y} = y(la, b]), para cualquier parametrizaciéon y : [a,b] — C
de la curva. El punto y(a) se denomina el punto inicial de la curvay y(b), el punto final.

A veces también se abusa de terminologia, diciendo “curva”’ cuando realmente nos referimos a la traza.
Evitaremos hacerlo en la medida de lo posible aunque a veces resulta mas cémodo decirlo.

Ejemplo 3. Con frecuencia decimos que la circunferencia C(0,r) = {z: |z| = r} (r > 0 fijo) es una curva cuando, en
realidad, es la traza de la curvay dada por la funciény(t) =r el =rcost+irsent=(rcost,rsent),te€ [0,27].
Es decir, lo que realmente tenemos es que C(0,r) = {y}. (Sin especificar la funcion y, no sabemos cémo se recorre
la traza en el tiempo.)

Es claro que y1(t) =re "' =rcost—irsent = (rcost,—rsent), t € [0,2x], es otra curva diferente (porque
no es la misma funcién) pero tiene la misma traza quey: C(0,1) = {y1}. La funciony describe el movimiento (de
velocidad uniforme) a lo largo de la circunferencia de radio r centrada en el origen en el sentido positivo mientras
que vy, describe el movimiento(de velocidad uniforme) a lo largo de la misma circunferencia pero en el sentido
negativo (el de las manillas de reloj).

—-it

Curvas rectificables y suaves a trozos. S6lo con la hipdtesis y € Cla, b] no podemos siempre obtener lo que
se corresponde intuitivamente con nuestra nocién de curva. Existen, por ejemplo, curvas tales que y([a, b])
es un cuadrado u otros conjuntos similares (tipicamente llamadas curvas de Peano). Para evitar esos fendme-
nos “patolégicos”, es habitual pedir mds condiciones que una curva ha de cumplir. Puede pedirse que y tenga
derivada en todos los puntos de [a, b] salvo en un conjunto finito de puntos, aunque eso no evita todos los
problemas posibles (porque la derivada podria no estar acotada cerca de algunos puntos). Alternativamente,



puede pedirse que la curva sea rectificable (o de longitud finita), lo cual intuitivamente viene a decir que se
puede aproximar bien por lineas poligonales, tal y como sugiere la siguiente definicion.

Definicién. Se dice que una curva y : [a, b] — C es rectificable (o que tiene longitud finita) si

n
C(y)=sup ) ly(t) —y (k-1 < +o0, 1)
P k=0
donde el supremo se toma sobre todas las particiones P : a=ty < t; < fp <...t,-1 < t, = b del intervalo [a, b].
El nimero ¢(y) se denomina longitud de la curva y.

Una funcién que cumple la condicién del supremo finito arriba se dice que es de variacién acotada pero
aqui no discutiremos esta clase de funciones (muy importantes, por cierto) en detalle. (Para las personas con
cierto interés en Andlisis real y Andlisis funcional, mencionamos s6lo que el espacio lineal de funciones de va-
riacién acotada en [a, b] esta estrechamente relacionado con el espacio dual de las funciones continuas C|a, b],
debido a uno de los teoremas de representacién de Riesz.)

En esta asignatura nos contentaremos con alguna propiedad mads fuerte que la propiedad de ser rectifi-
cable pero de suficiente utilidad para nuestro propésito. Por ejemplo, en numerosos contextos se considera
el concepto de una curva suave (o curva Cchy: Y € C'la, b], es decir, Y’ € Cla, b]. Es suficiente considerar una
condicién m4és general.

Definicién. Se dice y es una curva suave a trozos (o C 1 4 trozos) si Y € Cla, b] y, ademds, satisface las siguientes
condiciones:
= /(1) existe (como valor finito) en todo ¢ € [a, b], salvo posiblemente en un conjunto finito de puntos
{t1,t,..., tm} < (a, b) (y, posiblemente, en los propios extremos a y b);

= ' es continua en cada uno de los intervalos abiertos (a, 1), (1, £2),...,(tm=1, tm),(tm, b);
= existen todos los limites laterales (finitos) lim,_. i Y' (1) y lim,_, i Y'(1), para k € {1,2,..., m}, ademds de
limy—q y'(0) y Um,—p_ ¥/ (D).

A partir de la definicién (1), puede demostrarse el siguiente resultado conocido de otras asignaturas.

Proposicion 1. Toda curva suavey : [a, b] — C es rectificable y su longitud viene dada por la formula

b b
4(7)=f |Y'(t)|dl‘=f \/(x’(t))2+(y’(t))2dt. 2)
a a
Muds generalmente, toda curva suave a trozos es rectificable y (suponiendo las mismas condiciones que las indi-
cadas arriba), su longitud es

h 123 tm b
!(y)=f |y’(t)|dr+f |y’(t)|dt+...+f |y'(t)|dt+f ly' ()l dt,
a 51 -1 tm

Cuando y no es suave pero es suave a trozos, es obvio de las condiciones impuestas sobre y implican que
cada una de las integrales en el lado derecho de la tiltima igualdad es finita.

Es importante observar que, al considerar dos parametrizaciones equivalentes, y y I', de la misma curva
que es o bien suave o bien C! a trozos, siempre podemos suponer que la funcién a (cambio de pardmetro) es
también una funcién suave o C! a trozos. Entonces es fécil ver que la longitud es la misma para cualquier otra
parametrizaciéon de una curva suave; en efecto, la férmula adquiere la misma forma después de un cambio
mono6tono de variable.



Ejemplo 4. Una curva suave a trozos que consideraremos con frecuencia es la siguiente: y : [0,2n] — C, donde

i

el =cost+isent, si0<t<m,
() =

2t
T3

Sim<t<2m,
la semicircunferencia superior de la circunferencia unidad, desde z = 1 hasta z = —1, unida con el segmento
[—1,1] y trazada en el sentido positivo. Obsérvese quey (i) = —1 segiin ambas formulas, luegoy estd bien definida
y es continua. Para el cdlculo dey', véase el Ejemplo 1. Es claro quey' es discontinuaen t = yaquey'(n7) = —i,
y’ (z1) = 2/7. Por tanto, no es una curva suave (intuitivamente, no tiene tangentey tiene una ‘esquina’enz = —1)
pero si es suave a trozos.

La longitud de la curva es, obviamente, w + 2 (debido a las consideraciones geométricas elementales) y la

formula (2) lo confirma:
2m b3 X 2 9
f(y)zf IY'(t)Idtzf |ie”|dt+f —dt=n+2.
0 0 x T

Definicion. Se dice que una curva y : [a, b] — C es simple si a < s < t < b implica y(s) # y(#). Se dice que es
cerrada siy(a) =y(b).

En la definicién de arriba hemos usado la palabra “curva” en lugar de “parametrizacién” (cometiendo el
tipico abuso de terminologia) pero es facil ver si las condiciones exigidas se piden para una parametrizacién
de la curva, también se cumplen para cualquier otra parametrizaciéon equivalente a ella.

La idea intuitiva de una curva cerrada es que acaba donde empieza. Una curva simple no tiene autointer-
secciones; es decir, es imposible que pase por el mismo punto intermedio dos veces (pero si pueden coincidir
su punto inicial, y(a) y su punto final, y(b)). Obsérvese que una propiedad no excluye a la otra. Por ejemplo,
una circunferencia (recorrida sélo una vez, como en el Ejemplo 3) es una curva simple y cerrada.

Definicién. Usaremos con frecuencia la palabra contorno para referirnos a una curva C' a trozos, simple y
cerrada.

La curva del Ejemplo 4 es C L 4 trozos, simple y cerrada puesto que y(0) = y(2x) = 1.

Segtn el teorema de Jordan, si y es un contorno, entonces C\ {y} es un conjunto abierto con dos compo-
nentes conexas: un dominio acotado y otro dominio no acotado. El dominio acotado por y se denomina el
dominio interior y el no acotado, dominio exterior. En el Ejemplo 4, el dominio interior a y es un semidisco
abierto.

Integrales de linea en forma compleja

A partir de ahora, consideraremos una versién de las integrales de linea, algo mds general que las ya vistas en
Célculo II y Anélisis Matematico, esta vez con valores complejos. Antes de definirlos, repasemos mas detalles
técnicos relevantes.

La integral de Riemann de una funcién compleja. Si F : [a,b] — C es una funcién continua, escrita como
F=u+iv,donde u, v : [a,b] — R, es natural definir la integral de Riemann compleja [, f F(t)dt como

b b b
fF(t)dt:f u(t)dt+if v(r)de.

Podemos calcular este tipo de integrales, esencialmente, de forma habitual, usando nuestros conocimientos
de Célculo aunque a veces es también necesario utilizar algunos conocimientos de Variable compleja que ya
hemos adquirido.



Ejemplo 5. La siguiente integral de Riemann compleja surge con cierta frecuencia:
T . .
f ie”'dt=(-e""|f =1- (-1 =2.
0
Esto se puede justificar como en el Ejemplo 1. Derivando, obtenemos

. !/ .
(—e‘”) =—(cost—isent) =sent+icost=i(cost—isent)=ie !,

lo cual nos da la funcién primitiva de ie”'': [ie”"'dt = —e~'' + C. El cdlculo de la integral definida queda
justificado por el Teorema fundamental del cdlculo. Por supuesto, también podemos escribirie™'! = sent+icost
y después integrar cada término.

Integrales de linea complejas. Siy : [a, b] — C es una curva C! a trozos y f es una funcién compleja, continua
en {y}, la traza de vy, definiremos la integral de f alo largo de y como

b
ff(z)dz=f faow)y'at,
Y a

entendiendo la multiplicacién dentro de la integral como la multiplicacién en el cuerpo C de los niimeros
complejos. Puesto que y es C! a trozos, la interpretacién en términos de la integral de Riemann sera

n tx
ff(z) dz=) | fo@ywadr,
Y

k=1Y k-1

siendo f,,...,t, los puntos de discontinuidad de la derivada y'.

Ejemplo 6. Sea f(z) = é y v : [0,n] — C la curva dada por y(t) = e’ = cost+ isent (la semicircunferencia
superior de la circunferencia unidad, desde z = 1 hasta z = —1, trazada en el sentido positivo. Puesto que f es
holomorfa en el plano agujereado C\{0}, en particular es continuaen la trazadey: {y} ={z€C : |z| =1,Imz = 0}.
Por tanto, existe la integral fy f(2)dz. Ademds, no es dificil calcularla como sigue.

Formalmente, para z € {y}, escribimos z = ', 0 < t < 7, derivamos z respecto a t: dz = ie'' dt (tal y como
hemos establecido en el Ejemplo 1) y luego calculamos

1 RN o it —ity|n
f—zdz=f ——le dtzf ie”'dt=(-e""|§ =2.
)z T 0

Recuérdese que en el Ejemplo 5 ya hemos justificado el cdlculo de la primitiva de ie™
integral de Riemann en la formula anterior.

' y la evaluacion de la

Propiedades bdsicas de las integrales de linea

Veremos que las integrales de linea complejas tienen, esencialmente, las mismas propiedades que las inte-
grales de linea reales vistas en los cursos previos. ;Por qué ocurre esto? Porque, escribiendo f(z) = u(z) +iv(z),



y (1) = x(£)+iy(t), tenemos que y' (1) = x'(£)+iy'(¢) y, por tanto, multiplicando dentro de la integral, obtenemos

ff(z)dz
Y

b b
ff(y(t))y’(t)dtzf (uly@) +ivty() (x'(0+iy'(®) dt

b b
f (uty)x'(0) - v(y()y' (1)) dt + if (uly@)y'(t) + v(iy(0)x' (1)) dt
a a

fudx—vdy+i/udy+vdx,
Y Y

asi que toda integral de linea compleja es una combinacién lineal compleja de dos integrales de lineas reales
(vistas antes en Cdlculo II y en Anélisis Matemadtico). De ahi que se preserven muchas propiedades de las in-
tegrales de linea vistas anteriormente. Atn asi, indicaremos algunas demostrarciones pertinentes en lugar de
simplemente dar un listado de propiedades.

Una propiedad basica de las integrales de linea es la C-linealidad, algo natural para una integral compleja.
La prueba se sigue directamente de la definicién.

Proposicién 2. Siy es una curva C! a trozos, f y g dos funciones continuas en su traza{y} y A, i € C dos constan-
tes, entonces

f(/lf(z)+pg(z)) dz:/lff(z)dz+pfg(z)dz.
Y Y Y

Otra propiedad que cabe esperar es la independencia de la parametrizacion.

Proposicién 3. Siy yT son dos parametrizaciones equivalentes de una misma curva C' a trozos, f una funcién

continua en su traza {y} = {I'}, entonces
f f@dz= f fl2dz.
Y r

DEMOSTRACION. Aplicando primero la definicién, luego larelacion y =T'oa, con a : [a, b] — [c, d] estrictamen-
te creciente, suprayectiva y C! a trozos, después el cambio de variable a(t) = s, ds = a'(t) dt, obtenemos

b b d
ff(Z)dz=f f(y(t)))/’(t)dt:f f(l”(a(t)))l”’(a(t))a’(t)dt:f f(F(S))F'(S)dS=frf(Z)dz. |
Y a a c

Definicién. Dada una curva, representada por un camino y : [a, b] — C, la curva con orientacién opuesta es la
curva representada por la parametrizacion

Y :la,bl—C, y (O=yb+a-1).

Debe notarse que las parametrizaciones y y ¥~ no son equivalentes en el sentido de la definicién vista
antes. Aunque es fécil ver que las trazas son la misma: {y~} = {y}, intuitivamente, y~ se recorre en el sentido
opuesto, empezando en y(b) (para ¢ = a) y terminando en y(a) (para t = b). Teniendo en cuenta que el@n—1)
e~'!y comparando las parametrizaciones y y y; del Ejemplo 3, es fcil ver que, de hecho, y; = y~.

La siguiente férmula es la tipica propiedad relativa al cambio de orientacién: cuando la curva se recorre en
el sentido contrario, cambia el signo de la integral.



Proposicién 4. Siy y y~ son dos curvas C' a trozos con orientaciones opuestas y f una funcién continua en su
traza {y} = {y"}, entonces
| r@az=- raa=.
Y Y

DEMOSTRACION. Se sigue directamente de la definicién de la integral de linea, empleando el simple cambio de
variable s=b+a—t.m

En Topologia ya hemos definido la suma de dos curvas.

Definicién. Seany : [a,b] — Cy T : [c,d] — C dos curvas tales que y(b) =I'(c). La suma y +I" se define como la
curva dada por

y(1), sias<t<bh,
y+I:la,b+d—-c]—C, (r+D)(@) =
I'(t+c—-b), sib<st<b+d-c,

Intuitivamente, donde termina y, empieza I'. Las dos juntas forman y +I'. La curva del Ejemplo 4 es un
claro ejemplo de suma de dos curvas suaves.

Proposicién 5. Siy yT son dos curvas C' y f una funcién continua en la traza {y +I'}, entonces

f(z)dz:ff(z)dz+ff(z)dz.
Y T

y+T
DEMOSTRACION. La comprobacién es directa, separando la integral en dos y aplicando el cambio de variable
s=t+c—benlasegunda integral:

b b+d—c
f f(y(t))y’(t)dt+f fT(t+c-b)I'(t+c-b)dt
a b

fl2)dz
v+T

b d
ff(y(t))y’(t)dHf faenr'(vdte

ff(z)dz+ff(z)dz. [ |
Y r

Mencionamos que la suma de curvas se puede considerar como un concepto formal incluso cuando las
curvas tienen trazas disjuntas. La Proposicion 5 sigue siendo vélida en esos casos.

Estimaciones de integrales de linea. Aplicaciones

Las estimaciones que daremos a continuacién contindan la lista de propiedades bdsicas de las integrales
de linea pero, en cierto modo, tienen entidad propia, debido a sus aplicaciones que también cubriremos en
esta seccién y que volveremos a usar en las posteriores entregas de apuntes.

El siguiente resultado preliminar es una generalizacién de la conocida desigualdad para las integrales de
funciones reales y su valor absoluto. No obstante, es importante notar que no se puede deducir directamente
de ella sin hacer un trabajo equivalente al de la demostracién (obsérvese con cuidado la segunda formulacion
de la desigualdad -con raices- para ver que es muy diferente).



Lemal. Si f : [a, b] — C es una funcién continua, entonces

b b
f fdte Sf [f(lde. (3)
a a

En otras palabras, si f = u+iv, con u y v funciones reales, entonces

b 2 b 2 b
\/U u(t)dt) +U v(t)dt) s/ Vul®2+v(?de.

DEMOSTRACION. Distinguimos entre dos casos. Si f f f()dt =0,ladesigualdad es trivialmente cierta. Por tanto,

nos podemos centrar en el caso restante: f f f)dt #0,lo cual significa que es un niimero complejo que tiene
argumento. Sean

b ]
9=Arg([ f(t)dt), g=ef), a<t<b.
a

Recordando que para cualquier niimero complejo z # 0 se cumple la igualdad |z| = e/A™8%z (directamente de
su representacion polar), vemos que

b ) b
f f(odt :e“‘)f f(t)dtzf g(ndt.
a a a

Asi que cada una de las integrales en la tltima igualdad es un namero real y positivo y, por consiguiente, coin-
cide con su parte real:

b b b b b b
ff(t)dt‘:Re(f g(t)dt):f Reg(t)dts/ Ig(t)ldt:f Ie_’gf(t)ldt:f If(Dldt.

En la segunda igualdad hemos usado el hecho obvio de que

0<

b b
Re(/ Um+ive) dt) :f umdte
a a
y en la desigualdad siguiente, la conocida desigualdad Re g(¢) < |g(¢)], para cada t € [a, b]. El lema queda pro-
bado.m

En lo que sigue, y serd una curva C! atrozos, parametrizada de la siguiente manera: z="y(t), a< t < b. No
pedimos que sea simple y cerrada (lo que se suele llamar un contorno) pero, por supuesto, tampoco excluimos
esos casos. Ya hemos definido que dz = y'(t) dt y ahora usaremos la siguiente notacion:

|dzl =1y' (D)l dt.

En las asignaturas previas probablemente no se hayan tratado las formas diferenciales de manera rigurosa pero
la igualdad anterior es completamente natural dado que, para z = y(t), tenemos que I%I = |y'(1)|. Entendere-
mos, por tanto, que

b
ff(Z)IdZI=f fy@ly'mlde.
Y a

(Esta notacién se usard con frecuencia en los apuntes posteriores.) Obviamente, en el caso particular f =1,
obtenemos

b
fldzlzf ly'(Dlde=€(y),
Y a

lalongitud de la curva y. Con esta notacioén, tenemos la siguiente estimacién basica para las integrales de linea.



Proposicién 6. Siy es una curva C' a trozos, f una funcién continua en su traza {y}, entonces

ff(Z)dz Sflf(Z)lleI. 4)
Y Y
En particular, si M es una constante tal que| f (z)| < M paratodo z € y (por efemplo, M = méx,ey | f (2)]), entonces
ff(z)dz < M[ ldzl=M-£(y).

Y Y

DEMOSTRACION. La desigualdad (4) se sigue en virtud del Lema 2 de
b b
[ r@az)=|[ s wiac = [ irgoiyoiac [ ir@iaz.
Y a a Y

La otra desigualdad es inmediata. m

Utilizaremos la Proposicién 6 con frecuencia. Comenzaremos con un ejemplo muy simple. Es importante
observar que la acotacién conseguida abajo no es tinica y tampoco se afirma que sea la més precisa posible.

Ejemplo 7. Sea y el segmento vertical [1 —i,1 + i], recorrido desde abajo hacia arriba. Vamos a dar una posible
estimacion del valor de |fy e”? dz|.

Por supuesto, podemos parametrizar el segmento, por ejemplo, z=7y(t) =1+it, -1 < t < 1, pero no es nece-
sario hacer cdlculos. Observando que para todo z asi se tiene que |e™%| = e"R¢% = e~ segiin la estimacion bdsica

(4), obtenemos
‘ f e “dz
Y

Asimismo, la estimacién bésica (4) puede utilizarse en otras situaciones, por ejemplo, cuando integramos
sobre un contorno que es un arco circular de radio R, a veces se puede usar para demostrar que la integral
fy f(z)dz — 0 cuando R — +oc0. Esta observacién es fundamental en los célculos de distintas integrales reales
impropias por métodos de variable compleja. Hablaremos de ello en el capitulo de los residuos, en una entrega
posterior de apuntes. He aqui un primer ejemplo que se puede generalizar facilmente.

sf|e_z| Idzlze_lf(y)zg.
¥ e

Ejercicio 1. Sea Cg la semi-circunferencia de radio R en el semiplano superior, centrada en el origen, recorrida
desde R hasta —R. Demuestre que 7+3
f ————dz—0, R — +o00.
Cr (z2+1)2

SOLUCION. Necesitamos una cota superior, M, para la funcién 1/(z? + 1)? en Cg. Por tanto, debemos acotar el
denominador (z%+1)? inferiormente. S6lo nos interesan los valores grandes de R, conlo cual podemos suponer
que R>1.

Cuando z pertenece a la semi-circunferencia Cg, cumple la condicién |z| = R. Aplicando una de las formas
de la desigualdad triangular: |a — b| = |al - |b|, con a = z?, b = —1, obtenemos

122 +1|=|z°|-1=R*>-1>0.

Por lo tanto, y luego

<
122 +12~ (R2-1)?

z+3
(z2 +1)2

|z| +3 R+3
< < .
|z2+1]2 ~ (R2-1)2
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Finalmente,

f z+3 ’<f R+3 \dz] = R+3 ((CR):TER(R+3).

cp (22+1)2 " Jeg (R?2-1)? (R2-1)? (R2-1)2

Puesto que limpg_. 1o M =0, se sigue que limg_ 1 J Z—+3 dz=0.m
(R2-1)2 ’ 0 JCr (z2+1)2

El siguiente resultado generaliza el Ejercicio 1 y sera ttil en las préximas entregas de apuntes.
Lema 2. Si P y Q son dos polinomios tales que gr Q = gr P +2, entonces
——dz—0, R — +00,
cr Q(2)

DEMOSTRACION. La demostracion es similar: si gr P = m, gr Q = n, para |z| = R suficientemente grande tendre-
mos que |P(z)| = CR™ para cierta constante C, mientras que |Q(z)| = KR" para otra constante K > 0 (siendo el
término principal dominante, como en la prueba de que lim,_., Q(z) = oo, vista en clase). Luego

P(z CR™ nC

Ple) dz’ < nR= T —
cr Q(2) KR" KRn=m=

puesto que, por hipétesis, m—n—-1=1.m

0, R — +o00,

El siguiente resultado serd importante en diversas aplicaciones. Lo que nos dice es que, una vez mads, en
este contexto también la convergencia uniforme permite intercambiar la integral y el limite.

Teorema 1. Sea'y una curva suave a trozos y (f,)5., una sucesion de funciones (reales o complejas) continuas en
la traza {y} tal que f,, = f en {y}. Entonces

limffn(z)dz=ff(z)dz.

DEMOSTRACION. Sea € > 0 arbitrario. Puesto que f,, = f en {y}, existe Ny € N tal que para todo z € {y} y para
todo n = Nj se tiene

£
| fn(2) = f(2) < T’}’)

Usando la Proposicién 6, vemos que

n(z2)dz— )d n(2)—f(2))d
fyfzzfyf(zzfy(fz fz))z

para todo n = Ny, lo cual demuestra el teorema. B

£
(y)

ly)=¢

sf|fn(z)—f(z)||dz|<
Y

El siguiente corolario es inmediato y muy util.

Corolario 1. Seay una curva suave a trozos y supongamos que la serie funcional Y3, f, de funciones continuas
converge uniformemente en la traza {y}. Entonces

an(z)dz= fon(Z)dZ
Y n=1 n=1vY

En la siguiente entrega de apuntes, usaremos este corolario en la demostracién de alguna de las distintas
versiones de la Férmula integral de Cauchy, uno de los teoremas centrales de este curso.

Preparado por Dragan Vukoti¢, coordinador de la asignatura en 2019-20
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