Variable Compleja I (CURSO0 2019-20, Universidad Auténoma de Madrid)

Apuntes detallados, con ejemplos y ejercicios resueltos

Las convergencias puntual y uniforme de sucesiones y series de funciones

Definicidon. Se dice que la sucesién de funciones (f;;) converge puntualmente a la funcién f en en un con-
junto A c Csi para todo z € Ala sucesion (f(2))52, de nimeros complejos converge al nimero complejo f(z)
cuando n — oo; es decir, si

Vze AVe>03aNeNVn=N |fu(z)—-f(2)|l<e.

Decimos que la sucesion de funciones (f},;) converge uniformemente a la funcién f en en un conjunto Ac C (y
escribimos f,; =4 f) si

Ve>0INeNVn=NVzeA |fu(z)-f(2)|l<e.

Es irrelevante si ponemos la desigualdad estricta (< €) o no (< €) porque es facil comprobar que ambas defini-
ciones son equivalentes. Por tanto, la formulacién de convergencia uniforme con < ¢ es equivalente a

Ve>0INeNVn=N suplfuy(z)— f(z2)| <€.

zZeEA

En otras palabras, f;, = f en Asiysolosi sup,c41fu(2) — f(2z)]| — 0 cuando n — co.

Ejercicio 1 Demuestre que la sucesion de funciones complejas f,(z) = z":
(a) converge a cero puntualmente si |z| < 1;
(b) converge a 0 uniformemente en cualquier subconjunto compacto del disco unidad D ={ze C: |z| <1};
(¢) no converge uniformemente en D.
(d) divergesi|zl=1y z#1.

SOLUCION. (a) Sabemos de Célculo I quesi g€ Ry |g| <1 entonces lim,_.g" = 0. Por tanto, si |z| < 1,
tomando como g = |z|, vemos que |z"| = |z]" — 0, lo cual significa que lim,,_., 2" = 0.

(b) Sea K un subconjunto compacto de D (notacién frecuente: K € D). Puesto que K es cerrado y acotado,
es facil ver (y lo hemos justificado con detalle en clase) que existe un nimero R, 0 < R < 1, tal que para todo
z€ K se cumple |z| < R. Si z € K entonces |z"| = |z|" < R" asi que

sup|z"-0|<R"—0, n—oo.
zeK

Por lo tanto, z" = 0en K.

(c) La sucesion f,(z) = 2" — 0 para cada z € D asi que s6lo tenemos que examinar si sup ,¢p | f,(2)| — 0 ono
cuando n — oo. Por definicion, el supremo de un conjunto es mayor o igual que cualquier valor del conjunto,
asi que, eligiendo z =1 - (1/n), vemos que

1 n
suplfn(Z)|=sup|2|”2(1——), VneN.
zeD zeD n

Por tanto,
: . 1\" . 1\" 1
limsup [supl|f,(2)|| =limsup(1-—| =lim (1-—| =-.

n—oo \zeD n—oo n n—oo n e



Se sigue que sup ¢ | fr(2)] 7~ 0, asi que la convergencia no es uniforme en D.
(d) Sabemos de Calculo I que lim,,_.», q" = +co cuando g € Ry g > 1. Si |z| > 1 entonces |z"| = |z]" — +oo,
lo cual significa por definicién que lim;_, 2" = co (en el plano complejo extendido).

Queda por comprobar que z" diverge si |z| = 1y z # 1. Equivalentemente, veremos que |z| = 1 junto con la
convergencia de z" a un valor implica que z = 1. Hay, por lo menos, dos maneras de ver esto.
Una demostracién, mds larga pero instructiva (que se puede saltar en una primera lectura de estos apuntes)

es como sigue. Sea z = e'’. Por la formula de A. de Moivre, z" = ¢'"! = cosnt + i sennt. Si esta sucesiéon com-
pleja converge, entonces también convergen las sucesiones reales x, = cosnt e y, = sennt. Veremos que esto
solo es posible cuando e’ = 1. Sean x = lim;, .o, X, € ¥ = lim,,_o, y,. Entonces también x = lim,_., X2, €

y =lim,_.o y25,. Eso significa que
Xopn =cCOS2Nt = 2cos’nt—1= Zx% -1, Vonp=Sen2nt=2senntcosnt =2x,y.
Pasando al limite cuando n — co, obtenemos que
— 9,2 —
x=2x"-1, y=2xy.

De la segunda igualdad se sigue que o bien y = 0 o bien x = 1/2. Como el valor x = 1/2 no satisface la condicién
x = 2x% -1, se sigue que y = 0. Puesto que la identidad bésica cos® nt +sen? nt = 1 implica x> + y> = 1, con-
cluimos que x = 1 6 x = —1. De nuevo, x = —1 incumple x = 2x? — 1, asi que x = 1. Por lo tanto, hemos llegado a
la conclusién de que cosnt — 1, sennt — 0 cuando n — oo.

Usando esta dltima conclusién y tomando el limite cuando n — oo en la férmula

Xp+1 =cos(nt+1t) =cosntcost—senntsent
obtenemos 1 = cos ¢, mientras que tomando el limite cuando n — oo en la férmula
Yn+1 =Sen(nt+t) =senntcost+cosntsent

obtenemos 0 = sen ¢ y, por tanto, z = e!’ = 1, que es lo que queriamos demostrar.

Otra demostracion, mucho mads breve, es la siguiente. Supongamos lo contrario: que para cierto z con |z| =
1 existe el limite zy = lim,,_ z". Entonces también zy = lim, .o, z2*"'. Puesto que |z| = 1, se sigue que z"* #0y
|zol = 1y, por tanto, zy # 0. Luego

n+l1 20

z= lim = lim —=1.
n—oo zN n—oo z

Conclusiéon: cuando |z| = 1, la sucesién z”* sélo puede ser convergente si z = 1, el caso trivial ya considerado
antes. B

Definicién. La serie compleja }.7” | z,, converge absolutamente si converge la serie asociada de ntimeros posi-
3 oo
tivos Y 77 | [zpl.

Al igual que en Célculo I (para las series de niimeros reales), si una serie converge absolutamente entonces
converge y su suma cumple \Z‘,’f:l zn| < Y52 1znl.

Definicién. Diremos que la serie funcional }_77, f(z) converge uniformemente en A < C a la suma S(z) si las

sumas parciales Sy (z) = Zl,yzl fn(z) convergen uniformemente a S(z) en AcC.



Teorema. (Criterio de Weierstrass) Si para todo n € N (o incluso para todo n = Ny para un Ny € N fijo) y para
todo z € Ase cumple | f,,(z)| < M, yla serie de nimeros positivos }.7” ; M,, converge, entonces la serie funcional
> 92 | fn(2) converge uniformemente en Ay absolutamente para todo z € Ay su suma satisface la desigualdad

|Z(:LO:1 fﬂ(z)| = 20:1 |fn(z)|

Observacion. El criterio de Weierstrass s6lo nos permite concluir que la serie converge pero no nos da ninguna
informacién acerca del valor de la suma.

Ejercicio 2 ;Para qué valores de z converge la serie .5 (2" ? ;Qué podemos afirmar acerca del tipo de conver-
gencia para esos valores?

SOLUCION. Si la serie converge para un valor de z, entonces el término general z" — 0 cuando n — co. Segliin
el resultado del anterior ejercicio, para que esto ocurra se tiene que cumplir la condicién |z| < 1. Veamos ahora
que la serie converge en el disco unidad D = {z: |z| < 1}.

De hecho, veremos mads: la convergencia es uniforme en cada subconjunto compacto K de D. Las sumas
parciales de la serie son conocidas y convergen puntualmente:

N " l_ZN+1 1
Zz = i , N_’OO
=0 1-2z 1-2z

Si fijamos un subconjunto compacto K € D, existe un ntimero r € (0,1) tal que para todo z € K se cumple
|z| < r. Entonces, por la desigualdad triangular inversa, |1 —z| =1 —|z| = 1 —r > 0 y luego podemos estimar la
diferencia de las sumas parciales y la suma de la serie:

N 1 ZN+1 1 ZN+1 PN N+
Y 2 - = - = < < )
=0 1-z 1-z 1-z 1-z| [1-2 1-r

La tltima cantidad tiende a cero cuando N — oo (independientemente de z € K ya que r es fijo); es decir,

N+1

N
2 "=

n=0

sup < -0, N-—oo0.

zeK

1
1-2z

1-r

1

12 uniformemente en K.

Por definicién, esto significa que las sumas parciales Z],Yzo z" convergen a

Proposicién. Si f,, =24 f y las funciones f,, son todas continuas en el conjunto A c C, entonces f también es
continua en A. En particular, si las funciones f;, son todas continuas en el conjunto A c Cy la serie funcional
Y .. fn(2) converge uniformemente en A ala suma S(z), entonces S es también continua en A.

DEMOSTRACION. Vista en clase (sencilla). B
Ejercicio 3 (a) Demuestre que la serie funcional compleja

ZI’Z

o0
ngll_zn

converge uniformemente en los subconjuntos compactos del disco unidad abierto D = {|z| < 1}.
(b) $Es la suma de la serie una funcion continua enD?



SOLUCION. (a) Sea K € D; entonces existe r € (0, 1) tal que |z| < r para todo z € K se cumple. Por la desigualdad
triangular inversa, |1 -z"|=1-|z"|=1-r"=1-r >0yaque r" < r (puesto que 0 < r < 1). Por tanto, tenemos
la siguiente estimacién para todo z € K:

n n n n

z |z|" r r r
= < < <
1-z%| [1-2z% " |1-2"  1-l|zI*  1-r
. Mmoo n . . . . . [o's) z" .
y la serie )., = = 1= X, " converge. El criterio de Weierstrass implica que Y77, 157 converge uniforme-

mente en K. (Obsérvese que era importante hacer una estimacién donde no aparezca la n en el denominador
de los términos de la serie numérica, para tener una serie mas manejable y cuya convergencia se pueda es-
tablecer con facilidad.)

(b) Todos los términos de la serie son funciones racionales y el denominador 1-2z" # 0, luego son funciones
continuas en D. En particular, también lo son en cada K € D. Puesto que la convergencia es uniforme en cada
K €D, por la proposicién enunciada antes, la suma de la serie es continua en cada K € D.

Esto facilmente implica que la suma es continua en todo D pero hay que razonarlo cuidadosamente: debe-
mos ver que para cada z € D, es continua en algtin disco abierto D(z;d). Podemos hacerlo como sigue: tomamos
un disco D(z;r) < D. Su frontera podria tener interseccién con la frontera de D pero si consideramos un disco
cerrado de radio mds pequefio, por ejemplo, D(z;6/2), éste ya serd un subconjunto compacto de Dy, porlo que
hemos demostrado, la suma de la serie es continua en D(z;8/2). Por tanto, también lo es en el disco abierto
D(z;6/2). Esto completa la demostracion. m

Ejercicio 4 ;Para qué valores de z converge la serie Y5  (122) "2
SOLUCION. Después del cambio de variable
1+z
w= ,
1-z

la serie se convierte en la serie geométrica de la variable w, que -después de los cdlculos pertinentes- se puede
volver a transformar en una funcién de z:

X (1+z\" & 1 1 1-z 1 1
E ( ) = E wn: = 1+Z: = —_ = —
p—o\l—2z =0 l-w 1-% -2z 2 2z

Puesto que la serie geométrica s6lo converge cuando |w/| < 1, nuestra serie serd convergente s6lo para aquellos
z que cumplan |1 + z| < |1 — z|. Es decir, cuando |z — (-1)| < |z —1].

Podemos entender el conjunto (lugar geométrico) obtenido de dos maneras: geométrica y algebraica. Am-
bas son sencillas pero instructivas.

Geométricamente, dicho conjunto representa el lugar geométrico de los puntos que estdn mads cerca de —1
que de 1, que es el semiplano izquierdo abierto.

Lo mismo se puede ver algebraicamente: el conjunto indicado es el conjunto de los puntos para los que
|1+ z|?> < |1 - z|2. Haciendo uso de la férmula habitual: |z + w|? = |z|> + |w|? + 2Re (zw), vemos que esto es
equivalente a

1+|zl* +2Rez < 1+|z|* —2Rez.

Esta desigualdad se reduce a Re z < 0, lo cual significa que z estd el semiplano izquierdo abierto. B



Series de potencias

Definicién. Sean c€ C, a, € C, n 2 0. Lasumainfinita }.7” ) a,(z—c)" se denomina serie de potencias (centrada
en z = ¢). Los nimeros a, son los coeficientes de la serie.

Mencionamos algunos ejemplos.

* Cada polinomio de z de grado N es una serie de potencias, donde a, = 0 para todo n > N.

n . . .
* X0 22" =z+ 2%+ 24 + 28+ z'% + ... es una serie de potencias centrada en el origen (c = 0).

* Por supuesto, la suma puede empezar desde otro valor de n, distinto de cero (considerando los coefi-
cientes iniciales a; = 0), por ejemplo,

- vn

—(z+2D)".
= n-1D(n-2)

En este caso, ¢ = —2i mientras que ag = a; = ap =0.

* Es importante observar que >5° _,(z—1)" = z—il +1+(z-1)+(z—1)?>+... no es una serie de potencias
centrada en c = 1, debido a la presencia del término (z - 1)7L. (Advertencia: eso no significa que la suma
no pueda escribirse como serie de potencias centrada en otro punto, pero éste es un asunto diferente

que trataremos en otro capitulo.)

Para una serie de potencias, se plantean varias preguntas naturales: para qué valores de z converge, como
converge, si representa una funcién continua o diferenciable, etc. Como veremos mads adelante, las series de
potencias representardn nuestro ejemplo principal de funciones holomorfas en discos abiertos.

A. Convergencia de series de potencias. Es obvio que Z‘;lozo a,(z—c)" converge (absolutamente) para z = c,
siendo la suma ay. ;Converge para algiin otro valor de z? Nuestra primera tarea es determinar esos valores,
si los hubiera. La respuesta viene dada por el siguiente teorema fundamental que debemos al matemético
noruego Niels H. Abel (1802-1829).

Teorema. (Abel) Dada la serie de potencias Z‘,’fzo a,(z—c)", existe un valor R € [0, +o0] tal que la serie:

- converge absolutamente cuando |z — ¢| < R;

- converge uniformemente en cada disco cerrado D(c;r)=1z: |z—c|<r},donde r <R (equivalentemente,
converge uniformemente en cada subconjunto compacto K € D(c; R));

- diverge cuando |z — c| > R (etendiendo que converge para todo z cuando R = +0c0).

El valor de R es tinico y viene dado por la formula de Cauchy-Hadamard:

1
R= " ’
limsup,,_ o, |an|'/"
entendiendo que 1/ + 0o =0y 1/0* = +00. (Por supuesto, con frecuencia usaremos también la notacion alter-
nativa lim para denotar al limsup.)

Definicién. El disco D(c; R) = {z € C: |z—c| < R} se denomina disco de convergencia de la serie de potenciasy el
valor R (finito o infinito) radio de convergencia. (Obviamente, es un verdadero disco s6lo cuando 0 < R < +o0;
cuando R =0, laregion de convergencia es s6lo el punto c y, cuando R = +o0o, se trata de todo el plano.)




DEMOSTRACION. Existen diferentes pruebas. Aqui daremos una bastante breve, distinta de la explicada en
clase. Hay que discutir dos casos diferentes: R=0y R > 0.

Primero, consideremos el caso cuando R = 0. No existen puntos tales que |z — c| < 0 = R, asi que s6lo hay
que demostrar que la serie Z%O:O a,(z—c)" diverge para todo z con |z —c| > 0, es decir, para todo z # c. Sea z
arbitrario con z # c. Puesto que, por hipétesis, 0 = R = 1/(limsup,,_. .. |a,|''™), es decir, limsup,,_., la,|''" =
+00, se sigue que existen infinitos indices k € N tales que |a|"* > ﬁ Entonces para cada uno de esos valores
de k tenemos que |ay(z - c)|¥| > Iz—lcl - -|1z—c|¥ = 1. Por tanto, el término general, a,(z—c)" de nuestra serie no
puede tender a cero cuando n — oo, asi que la serie diverge.

Consideremos ahora el caso R > 0. Para r arbitrario tal que 0 < r < R, veamos que } .9, a,(z—c)" converge
absoluta y uniformemente en el disco cerrado Dc;r)=1{z: |z—c| <1}, para 0 < r < R. En primer lugar, existe
p tal que r < p < R. Puesto que, por hipétesis, limsup,,_ ., la,|''" = 1/R < 1/p, por la definicién del limite
superior, existe N € N tal que |a,|"" < 1/p paratodo n = N. Entonces

r n
Ian(z—c)"l=|an||z—c|"<(—) , paratodon=N.
0

n
Puestoque 0 < r/p < 1, laserie geométrica ), (%) converge. Por el criterio de Weierstrass, la serie de potencias

> 0 an(zo — )" converge absoluta y uniformemente en D(c;r) = {z: |z—c| < r}. Puesto que esto se cumple
para todo r con 0 < r < R, se sigue que la serie de potencias converge absolutamente en todo el disco abierto
D(c; R).

Nos queda por comprobar que la serie diverge cuando |z — c¢| > R. Sea z un ntmero arbitrario con esta
propiedad y elijamos un valor r tal que |z—c| > r > R. Entonces 1/r < 1/R vy, por la definicién del limite
superior, existe un conjunto infinito de indices k € N tales que |ai|'* > 1/r. Para cada uno de esos valores de k
obtenemos que
|z —cl

k
Iak(z—c)k|>( ) — 00, k — oo,

lo cual significa que el término general de nuestra serie de potencias no tiende a cero cuando n — oo. Por tanto,
la serie diverge. m

Observacién. 1. El teorema de Abel nos da una nueva perspectiva -mds general- de las series de potencias
reales, vistas en Célculo I: Y57 a,(x— )", con ¢, a, € R. Esas series son, obviamente, un caso especial de
las series de potencias complejas. Para z € C, convergen tipicamente en un disco D(c; R) pero, para x € R,
convergen en un intervalo abierto (c — R, ¢ + R) de la recta real. Hay que darse cuenta de que (c— R,c+R) =
D(c; R) nR. Por tanto, el teorema aqui visto es una generalizacién del resultado visto en Célculo 1.

2. Elteorema de Abel no indica nada acerca de la convergencia o divergencia en la circunferencia |z—c| = R
de centro c yradio R, ya que caben todas las posibilidades: convergencia en toda la circunferencia, divergencia
en cada punto de la circunferencia, convergencia en algunos puntos de la circunferencia y divergencia en el
resto. Veamos algunos ejemplos.

n
Ejercicio 5. Discuta la convergencia de las series funcionales Y57 (z" y ¥7° po

SOLUCION. Ambas son series de potencias centradas en el origen (¢ = 0) asi que es aplicable el Teorema de
Abel. En ambos casos, la formula de Cauchy-Hadamard implica facilmente que R =1 (en uno de ellos porque
lim,,—.o ¢/n = 1). Por tanto, ambas series convergen absolutamente en el disco unidad D = {z: |z| < 1} y diver-
gen para |z| > 1. Ademads, convergen uniformemente en cualquier disco {z: |z| <1}, 0 <r <1 (y, por tanto, en
cualquier K € D).



Sin embargo, veremos que existe una gran diferencia en cuanto a la convergencia de ambas series en la
circunferencia unidad {z : |z| = 1}. A saber, la primera diverge en todos los puntos de la circunferencia mientras
que la segunda converge en todos (y, de hecho, converge uniformemente en toda la circunferencia y en todo el
disco unidad cerrado).

La primera serie es la conocida serie geométrica (Ejercicio 2) cuyas sumas parciales son

N 1 - ZN+1 1

— , N — o0.
1-z 1-2z

Aunque la suma tiene sentido para todo z # 1, la serie geométrica sé6lo coincide con ella en D, el disco

unidad abierto, y no puede ser convergente en ningtin punto de la circunferencia unidad. En efecto, si |z| = 1,
entonces o bien z” — 1 (si z=1) o bien z" diverge (en el caso contrario) por el Ejercicio 1. Por tanto, el término

general de la serie, z" /4 0 en la circunferencia cuando n — oo, luego la serie diverge alli.
n

. . < . . . .
Sin embargo, la serie .77 | — converge uniformemente en todo el disco unidad cerrado {z : |z| < 1} debido
n
n

al Criterio de Weierstrass, ya que para n = 1 alli se tiene que | —
n

1 1
— 1 —_—
=— yla serie .97 5 converge. &

Existen otros ejemplos, més complicados que el Ejercicio 5 donde el comportamiento en el borde del disco
de convergencia varia de un punto a otro. Sin embargo, muchos de ellos requieren més resultados tedricos de
los que podemos dar en este curso (tal vez algunos se podran ver en el curso optativo de Variable Compleja II).
Para ver otro ejemplo relativamente elemental, necesitaremos primero recordar el siguiente resultado, cono-
cido de los cursos de Célculo.

Teorema. (Criterio de Abel-Dirichlet) Supongamos que la sucesion (a,)|, de nimeros complejos y (b)), de
numeros reales cumplen las siguientes condiciones:

(1) Las sumas parciales A, = ZZ:O aj. forman una sucesién acotada;

(2) (bp) 5 es decreciente y lim;,_.o, b, = 0.
Entonces la serie }.)”  a, by, converge.

No es dificil dar una demostracién usando el Criterio de Cauchy pero la omitiremos aqui.

Ejercicio 6. Supongamos que el radio de convergencia de la serie de potencias Y. ,b,z" es 1y que, ademds,
(bn)$., es decreciente y lim,, .o, by, = 0.

(a) Demuestre que la serie Z‘,’fzo b, z" converge en cada punto z con |z| = 1 salvo, posiblemente, en z = 1.

(b) Demuestre, dando un ejemplo concreto, que una serie de este tipo puede ser divergenteen z = 1.

SOLUCION. (a) Sea z fijo con |z| = 1, z # 1. Podemos aplicar el Criterio de Abel-Dirichlet eligiendo a, = z",

puesto que

n+1

1-z L+[2") 2

1-z  [1-z

|Anl =

n n
Yoa=|) 2
k=0 k=0

Y, por tanto, la sucesién (A;) estd acotada por un ntimero fijo. Se sigue que Y7, b,z" converge para todo z
con|z|=1,z#1.

1-z

n
. . Z . .
(b) El ejemplo de la serie 3.7 ) —, con b, = % (decreciente y convergente a cero) muestra que una serie
n

con las caracteristicas exigidas puede ser divergente para z = 1 (puesto que en ese punto se convierte en la
conocida serie armoénica). |



El siguiente ejercicio nos muestra como tratar un caso de serie con “lagunas” (donde muchos términos son
cero).

[e.0]
Ejercicio 7. Calcule el radio de convergencia de la serie de potencias ). (—20)"z" .
n=0

SOLUCION. Observemos primero que el coeficiente a; de la serie es no nulo siy sélo si k = n® y que en este
caso n = k!/3. Asi obtenemos la siguiente férmula para el coeficiente k-ésimo y su médulo:

b= ) 20K, sik=n, = 2K sik=nd,
k 0, sik#ns. k 0, sik#ns.
Luego
1/3 —-2/3
limsuplakl”k: lim 247/ = Jim 287" =20 =1,
k—o00 k—oo k—oo

Finalmente, Aplicando la férmula de Cauchy-Hadamard, obtenemos R=1.®
Una férmula alternativa para el radio de convergencia. Recordemos el siguiente hecho conocido del célculo
elemental: para toda sucesion (c;), de nimeros positivos se cumple la desigualdad

Cn+1 Cn+1

liminf <liminf {/c, <limsup {/c, <limsup
n—oo  Ccy n—00 n—oo n—oo Cp

Por tanto, si existe lim;,_.o Cg”, las cuatro cantidades coinciden y lim,_. Cg“ = lim,,_.o {/c,. Como conse-
n n

cuencia, en el caso cuando a; # 0 para todo n (o para todo n = N) y cuando el limite del cociente existe,

tenemos la siguiente férmula alternativa (también llamada la férmula del cociente) para el radio de conver-

gencia.

Teorema. (Formula de Hadamard). Si a,, # 0 para todo n = N y existe cualquiera de los limites que aparecen en
la férmula abajo (como limite finito o infinito), el radio de convergencia de la serie de potencias Y3, a,(z—c)"

es
1 .
R=———=lim

. a, n—oo
limy, oo [ 2L

an

ap+1

anp

Observacion. Es importante notar que esta férmula no es aplicable a las series que tienen una cantidad infinita
de coeficientes nulos, como la del Ejercicio 7. Sin embargo, es muy eficaz para las series cuyos coeficientes
contienen factoriales u otros términos que permitan cancelaciones, como las del Ejercicio 5 o la de nuestro
siguiente ejemplo.

oo zZI

Ejercicio 8. Calcule el radio de convergencia de la serie de potencias ). —
n=0 1.

SOLUCION. Segtin la formula de Hadamard y después de la cancelacion,

1
R=lim —® = lim (n+1) = +oo.
n—oo 1 n—oo
n+1)



Por tanto, la serie dada converge absolutamente en todo el plano complejo y uniformemente en cada disco
cerrado, segtn el Teorema de Abel. Esta serie es muy importante en las Matemadticas y volveremos a hablar de
ella en breve. m

Observaciéon. La formula de Hadamard que involucra los cocientes suele ser mucho mas sencilla para las series
de potencias cuyos coeficientes contienen factoriales. ;Como tratariamos esas situaciones usando la férmula
de Cauchy-Hadamard (con la raiz n-ésima)? Podemos usar la formula de Stirling:
n\n
n!~ 27m(;) , n— oo,

conocida de los cursos de Célculo y Probabilidad. De dicha férmula se desprende que
n a1
()Y ~ X 2w X/ —, n— oo,
e
lo cual ayuda a encontrar el lim pertinente.

B. Operaciones algebraicas con series de potencias. Veremos ahora que dos series de potencias, centradas
en el mismo punto, se pueden sumar y multiplicar, interpretando la suma y el producto de manera adecuada.
El caso de la suma es més inmediato.

Proposicién. Si las series de potencias .07 (a,(z—c)"y X5 ,by(z—c)" tienen radios de convergencia R,
y Ry, respectivamente, entonces el radio de convergencia de la serie Y5, (a, + by)(z — ¢)" es, por lo menos,
R =min{Ry,, Rp} y, ademads, se cumple

(@n+bp)(z—0¢)" =) an(z—c)"+ ) bn(z—0)" @

n=0 n=0 n=0

para todo z € D(c; R).

Observacién. El enunciado dice “por lo menos” porque es posible que el radio de la serie para la suma sea més
grande. Por ejemplo, cuando R, < +oo'y by, = —ay, tenemos R, = Ry, (por la férmula de Cauchy-Hadamard)
pero la suma es la serie cuyos coeficientes son todos idénticamente nulos y, por tanto, converge en todo el
plano.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar sélo el caso cuando R, < Ry, (y, por tanto,
R = R,), siendo el otro caso completamente andlogo. En este caso, ambas series convergen en D(c; R) y las
sumas parciales claramente cumplen la desigualdad

N N N (o] (o]
Y lan+bp)z—0)"1< ) lan(z—0)"1+ ) |bp(z—=0)"< ) lan(z— )"+ ) Ibu(z—0)"],
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

para todo N € Ny todo z € D(c; R) (porque las dos series de potencias dadas convergen absolutamente en
D(c; R)), lo cual demuestra que, para z € D(c; R) fijo, la serie de términos positivos Z‘;fzo [(a, + by)(z— )"
converge (por los resultados elementales vistos en Célculo I). Por tanto, la serie 3.7 (a, + b,)(z— ¢)" converge
absolutamente en D(c; R).
Una vez establecida la convergencia de la serie correspondiente a la suma, tomando el limite cuando N —

oo en la igualdad obvia:

N N N

Y (an+bp)(z=0"=) anz=0"+ Y by(z-0)",

n=0 n=0 n=0
se sigue (1). m



Ejercicio 9. Calcule la suma de las series de potencias}. (z" y 357 ,(=2)" y determine el disco de convergencia.

SOLUCION. La segunda serie es, en efecto, una serie de potencias porque Z‘;lozo(—z)” = Z;":O(—l)”z” (asi que
a, = (-1)"™). Por la proposicién anterior, la suma de nuestras series es

o0 o0 o0 o0
Y 2"+ Y (-2"=Y A+ (=1DM2"= ) 22 =20+ 22+t + 28 +..),
n=0 n=0 n=0 k=0

yaque 1+ (—1)" =0 para n impary 1+ (—1)" = 2 cuando n es par: n =2k, k € N. El radio de convergencia de
esta nueva serie es, por lo menos, uno (por la proposicién anterior) y es facil establecer que es exactamente
uno por la férmula de Cauchy-Hadamard, con una cuenta muy parecida a la del Ejercicio 7.

Usando la férmula para la suma de una serie geométrica, es facil ver que la suma de la serie obtenida arriba

2
€es -2 paraloszcon|z|<1.m
-z

El producto de dos series de potencias es mds delicado. Existen varias maneras de definir algin tipo de
“producto” de dos series de potencias (el de Cauchy, el de Hadamard - o la convolucién- y otros) pero el que
nos interesa es el producto de Cauchy de dos series, que se corresponde de manera natural con el producto de
las funciones definidas por las series en cuestion.

El concepto de producto de Cauchy, de hecho, tiene sentido para dos series numéricas pero incluso este
caso bdsico estd motivado por las series de potencias. Ademads, una vez demostrado formalmente, jse aplica
a ellas! El siguiente teorema se debe al matemaético polaco-aleman Franz (Franciszek) Mertens (Prusia, 1840 -
Viena, 1927).

Teorema. (Mertens). Si las series de numeros (reales o complejos) >.97a, y >3, b, convergen (al menos
una de ellas absolutamente) y

n n
cn= ) an—kby (: Y akby_ = aoby + aibp-1 +...an-1b1 + anby |,
k=0 k=0

entonces la serie Y. ; ¢, también converge y

(ian)(ibn)=§cn- )

n=0 n=0

Observacién. Antes de la demostracion, veamos la motivaciéon para esta definicién, que proviene precisa-
mente de las series de potencias. Si multiplicamos formalmente dos series de potencias de z (como si fueran
polinomios, sin ocuparnos de su convergencia), agrupando los términos que contienen la misma pontencia z"
para cada n = 0, vemos que

PIESRPEY

(ap+a1z+ a2’ +...a,2" +..) (b + b1z + brz° +...bpyz" +...)

= agby+ (agb; + dlbo)z-l- (agby + a1 by + dobg)Zz +...

+(dobn + dlbn—l + ...an_lbl + anbo)z” +...

(e 0)
= Y cnd".
n=0

10



Poniendo ahora z = 1, obtenemos (2), al menos formalmente. Ahora queda por justificar la convergencia.
La demostracién dada abajo se puede omitir en una primera lectura de estos apuntes, centrandose en las
aplicaciones del resultado.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Y9 a, es la serie que converge absolu-
tamente (siendo el otro caso totalmente andlogo). Sean

o0 o0
Y ap=A, ) b,=B.
n=0 n=0

Hemos de demostrar, con los ¢, definidos como antes, que Y77, ¢, converge y .77, ¢, = AB. Para simplificar
la notacién, definamos

n n n
Al’l:Zakr Bn:Zbkr C}’l:zckr ,Bn:Bn_B-
k=0 k=0 k=0

Entonces, partiendo de la definicién de los ci y agrupando los términos que contienen ay, a,,..., a, respecti-
vamente en la suma en la primera linea y agrupando los términos que contienen B en la pentltima, obtenemos

Cn agbg + (agby + a1 by) + (aghy + a1 by + agbo) + ...+ (agby + a1by—1 + ... an—1b1 + aghy)
= ayB,+a1By-1+...+auBy

= ao(B+Pn)+a1(B+ Pp-1)+...+ an(B+ Po)

= ApB+ayfn+a1Pn-1+...+anfo

= ApB+7yn.

Puesto que A, B — AB cuando n — oo, para demostrar que C, — AB, s6lo queda demostrar que y, — 0 cuando
n— oo.

Ha llegado el momento de usar la hipétesis sobre la convergencia absolutade Y5> ja,. Seaa =Y la,ly
sea € > 0 arbitrario. Puesto que B,, — B cuando n — oo, sabemos que 8, = B, — B — 0. Por tanto, existe N € N
tal que |B,| < € para todo n > N. Entonces, usando la desigualdad triangular, para n > N obtenemos

lyal = lanPo+an-1Pp1+...+ a1fn-1+ aofnl
< lanPo+an-1p1+...+ an-nPnl+1an-n+1BN+11+ ... + a0 fnl
< lapPo+an-1P1+...+ an-NBnl+elan-n+1l +... + €lapl
< lanPol+lan-1p1l+... +lap-nPnl+ca

Manteniendo N fijo y dejando que n — oo, obtenemos que limsup,,_, . |yl < €, ya que la suma de los primeros
N+1 términos tiende a 0 (razon: Y7 ;|a,| converge, luego a, — 0y, por tanto, también a,—; —0,..., ap-n — 0,
mientras que los 3; estan acotados). Puesto que esto se cumple para ¢ > 0 arbitrario, se sigue que ﬁn_,oolynl <
0y, por tanto, lim;, ..y, =0, QED. ®

Corolario. Si las series de potencias Y07 jan(z— )"y X707 by(z—c)" tienen radios de convergencia R, y Ry,
respectivamente, y definimos

n n
cn= ) an—kbi (= > akbn—k) ,

k=0 k=0

11



entonces la serie Y., ¢, (z — ¢)" tiene radio de convergencia R = min{Rg, Rp} y, ademds, coincide con el pro-
ducto de Cauchy de las series iniciales:

(Z an(z—c)") . (Z bn(z—c)”) = Z chz=0o)", paratodo z € D(¢;R).
n=0 n=0 n=0

DEMOSTRACION. Basta aplicar el Teorema de Mertens pero, en lugar de multiplicar dos series con términos
an y by, respectivamente, multiplicamos dos series de potencias (ambas convergentes absolutamente en el
disco D(c; R)) cuyos términos n-ésimos son a,(z—c)" y an(z—c)", respectivamente. (Hace falta un poco de
trabajo para agrupar los términos semejantes, como antes.) Esto implicara la convergencia de la serie producto
de Cauchy, que es otra serie de potencias. Ahora es importante recordar que, puesto que la serie producto
converge en el disco abierto D(c; R), por el Teorema de Abel tiene que ser absolutamente convergente alli y el
resultado se sigue. B

Ejercicio 10. Calcule el producto de Cauchy de las series de potencias 3 (z" y Y07 nz".

SOLUCION. Obsérvese que 9> nz" = Y57, nz" y que nos conviene trabajar con la formula dada (empezando
desde el indice 0).

Aplicando el Corolario del teorema de Mertens, en este caso concreto, ¢ =0, a, =1y b, = n paratodo n =0.
Luego

n n
Cn = Z an—xby = Z k:@;
k=0 k=0

segun una férmula conocida de Conjuntos y Numeros y de Calculo I que es facil de demostrar por induccién o
agrupando los términos de la suma. Por tanto,

(Z z") (Z nz") =) —n(n2+ 1)Z” =), —n(n2+ 1)z”.

n=0 n=0 n=0 n=1

C. Diferenciacion de series de potencias. Resulta que las series de potencias se pueden derivar, esencial-
mente, de la misma forma que los polinomios, es decir, término a término. El resultado es como sigue.

Teorema. (Derivacion de series de potencias) Sila serie de potencias Y37, a,(z—c¢)" tiene radio de convergen-
cia R, 0 < R < 400, entonces representa una funcién holomorfa en el disco abierto D(c; R) ={z€ C: |z—c| < R}
y se puede derivar alli término a término:

00 / 00 00
(Z an(z— C)") = Z nap(z—c)"'= Z (k+ Dag1(z— oF, 3)
n=0 n=1 k=0

siendo la derivada una nueva serie de potencias convergente en el mismo disco.
DEMOSTRACION. En primer lugar, veamos que la nueva serie 2710:1 na,(z—c)" ! tiene el mismo radio de con-
vergencia que la inicial. Lo comprobamos usando la férmula de Cauchy-Hadamard. Para ello, necesitaremos
usar un par de reglas sencillas que no siempre se mencionan de forma explicita en el curso de Célculo I.

Es facil comprobar usando la definicién del limite superior que, para una sucesién no negativa (x;), y otra
positiva (y,), tal que lim, ., y, = 1, que

im0 (Xp)Y" = lim .00 Xy

12



En particular, esto es cierto para y, = —5. Recordemos también que, cuando b, ¢, > 0 y existe lim,, ., by, se
tiene que
lim,, oo (bpcy) = nh_l}go by, -lim,_cy.

Ahora es inmediato que
-— 1 = 2 . -
hrrln_’oo(n|an|)n_1 :hmn_)oo(nl/nlanp/ﬂ)n—l :llmnaoo(nl/’”anll/n):V}I_I}olonlln'hmla}”l/n:_

Una vez comprobado que ambas series consideradas convergen en el mismo disco, procedemos a demostrar
(3). Basta ver que se cumple

a,(z—0o)"| = na,(z—c¢)" 1, Yze D(cR),
2
n=0 n=1

puesto que la segunda igualdad en (3) es simplemente un cambio de variable k = n—1 en la suma. Observemos
que, escribiendo w = z — ¢, se tiene que z € D(c; R) siy s6lo si w € D(0; R). A partir de la regla de la cadena, es
claro que basta demostrar que

0o ! ()
(Z anw”) = Znanwn_l, Ywe D(O;R).
n=0 n=1
Conviene introducir la notacién
o0 o0
f(w)=Zanw”, g(w):Znanw”_l, lw| <R.
n=0 n=1

Demostraremos ahora por definicién que

fw+h) - f(w) B
p =

flw) = }lii% g(w) 4)

para w arbitrario con |w| < R. Fijemos un w asf; sea 6 = (R —|wl)/2 > 0, también fijo. Nuestro objetivo es ver
que, para cualquier & complejo tal que 0 < |h| < §, se cumple que

(w+h)— f(w)
‘f W ! - g(w)| =< Alh| (5)
para cierto niimero positivo Ay entonces (4) se seguird.
Primero calculamos
+h) - 1(& x 1(& °° +h)"—-w"
f(w ) f(LU):—(Zan(w+h)n_ZClnwn):—(zan((W+h)n_wn)):dl+Zan(w ) w
h h n=0 n=0 h n=1 n=2 h
Por lo tanto,
(w+h)-f(w) x® (w+h"-w" X _ x® (w+h)"—-w" _
! p / —g(w):a1+2anT—Znanw"1:Zan(T—nw"1 . (6
n=2 n=1 n=2

Recordemos ahora que, debido a nuestra eleccién del niimero §, tenemos 26 = R—|w| y, por tanto, |w| = R—26.
Ademas, cuando | k| < §, vemos que

|h ™! = 1R 72|l <8772 |h),  paraj=2. 0

13



Finalmente, usando la férmula del binomio (observando una cancelacién), la desigualdad triangular para
sumas finitas, la desigualdad (7) y, de nuevo, la férmula del binomio, obtenemos

(w+h;l”—w"_nwn_1 _ % ! (n) n=ipi _ w1 = Xn:(r,l)w”_jhj‘l_nw"‘l
j=1 =1\J
" n wh i1 i—1 1 n- 1
= ) j In! SZ le T\h)i=
j=2 J=2

7 (R-26)"57 2 = Z( )(R 20re!

IA

< Z( )(R 26)"" 161=—(R 8)"|hl.

Junto con (6), la tiltima desigualdad (aplicada para cada n = 2) implica

fw+h) - f(w)
h

an|(R-0)"
—g(w)‘sz%w Alnl,
n=2

lo cual es la desigualdad deseada (5), ya que la suma Y, |a,|(R—6)" es finita (y es un valor fijo). Lo es porque
la serie de potencias Y5 ,a,w", por hipétesis, converge absolutamente para |w| < Ry, en particular, para
w = R—0. Esto completa la demostraciéon. B

Observacién. Como acabamos de ver, dada una serie de potencias f(z) = ‘;fzo an(z—c)", la serie correspon-
diente a su derivada, f'(2) =Y, na,(z—- ¢)""!, converge en el mismo disco. Por tanto, la operacién se puede
repetir tantas veces como se quiera para calcular las derivadas sucesivas. Volviendo a aplicar el teorema a la
serie de f’, obtenemos (haciendo después un cambio de indice: k = n—2)

o0 (0]
f"@=Y amnn-1(z-0"2=Y arpk+2)(k+1)(z-c)*, VzeD(R).

n=2 k=0
En particular, " (c) = 2a,. El proceso se puede repetir tantas veces cuantas se quiera.
Corolario. La serie de potencias f(z) = ¥.9”an(z— )" cuyo radio de convergencia es R > 0 es diferenciable
infinitas veces en el disco D(c; R) y

(0]
fP@=Y apnmn-1...(n-k+1(z-0"*,  VkeN, Vze D(GR).

n=k

En particular, cuando z = c, todos los términos correspondientes a k > n se anulan y se obtiene f®(c) = k!ay.

Ejercicio 11. Calcule el radio de convergencia y la suma de las serie de potencias 30" n(n+1)z".

SOLUCION. Calculamos facilmente el radio de convergencia, por ejemplo, por la férmula de Hadamard:

1 .

R=——=lim |—| =

: Anil n—oo| dn+1
limy—.oo |2

; nn+1) B
n—oo (n+1)(n+2)
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Recordemos que la serie geométrica también converge absolutamente en el disco unidad, siendo su suma

0 1
Y zk= 1% Por tanto, se puede derivar término a término en el disco unidad, obteniendo:
k=0

1-2z

1 ( 1 )’ (i k)' $* ke
_ = —| = zZ = kz"".
(1-2)? k=0 k=1
Derivando de nuevo, obtenemos

2 R E-R k-2 _ -1
_ =Y k| =Y k=125 2= Y 4+ 1zt
— (u—zﬁ) (g%z ) 3 (e ?=5 (nrDnz

Finalmente, después de la multiplicacién por z se obtiene

2z o n 2 3 4
———= =) (n+1)nz"=2z+62"+122°+202" +...

1-2° =3
La convergencia de la dltima serie se justifica facilmente, puesto que la multiplicacién por z no cambia el radio
de convergencia de la serie inicial; para ver este hecho, basta aplicar la formula de Cauchy-Hadamard a la
nueva serie. B

Algunas funciones elementales (exponencial y trigonométricas)

A. La funcién exponencial. Es una de las funciones més importantes en las matematicas y ya hemos visto
su version real en Célculo I. Esta funcién se puede extender a todo el plano complejo C, manteniendo las
propiedades bésicas relativas a su diferenciacién y a las reglas algebraicas. Es importante recalcar que se puede
definir de varias maneras (que varian de un texto a otro) pero finalmente se puede comprobar, tal y como
veremos en esta seccion, que las distintas definiciones coinciden y, por tanto, son todas igualmente legitimas.

oo ZI
Definicion. La funcion exponencial compleja E se define como E(z) = ). T zeC.
n=0 H

Tal y como nos demuestra Ejercicio 8, la serie de potencias que define la funcién E(z) es absolutamente
convergente en todo el plano. Veremos a continuacién que, efectivamente, E(z) tiene diversas propiedades
caracteristicas de la funcion exponencial real. Es muy habitual usar también la notacién e?, cosa que haremos
mads adelante, una vez comprobadas las propiedades de E(z); es decir, una vez que hayamos confirmado que
“se merece” el nombre de funcién exponencial. Por ejemplo, dos propiedades tipicas de la exponencial real
son:

e '=e*, e‘er=e""Y, e #0,VxeR.

Nuestros siguientes ejemplos muestran que E(z) tiene las mismas propiedades.

Ejercicio 12. Compruebe que E'(z) = E(z).

SOLUCION. Derivando la serie de potencias que define la funcién exponencial, obtenemos Vz € C:

n-1

z n-1 2 Z3

Xz z
=) =l4+z+—+—+...=E(z). =
= (n-1! 2l 3l

F=3 "
nm1 M
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Ejercicio 13. Demuestre que la funcion exponencial tiene la propiedad:
E(@REw)=E(z+w) (e°eV=¢e""").
Como caso particular w = —z, se obtiene que E(z)E(—z) = 1. Por tanto, E(z) # 0 para todo z € C.

SOLUCION. Procede aplicar el producto de Cauchy de series. Es importante observar que cada una de las
expresiones E(z) y E(w) es una serie de potencias pero de dos variables distintas. Por tanto, no podemos
aplicar el corolario de Mertens para el producto de Cauchy de dos series de potencias (de la misma variable);
en su lugar, aplicaremos para z y w arbitarios pero fijos el producto de Cauchy de dos series numéricas, }.7°  a,
Y X520 bn, con a, = z"/n!'y b, = w"/n! (la version bésica del Teorema de Mertens). Entonces los términos de
la serie producto son

1 nogk ko1 & n! ek V& (n) v ok (E+w)”
cn=) akbpp=) ———=—=) ———zZ'w" " == Zrw" N = ——,
T K m-k nl o k(- nl = n!

seguin la férmula del binomio de Newton. Por lo tanto,

E(2)E(w) = (Z an) (Z bn) =Y =Y EY ptw),
n=0 n=0 n=0 n=0 n!

El caso especial es inmediato: E(z)E(—z) = E(0) = 1, después de sustituir el valor z = 0 en la serie que define
E(z). La conclusion de que E(z) no se anula es trivial. B

Recordemos el siguiente resultado fundamental, demostrado en clase, que se enuncia en pocos libros de
texto porque la mayoria prefiere evitar la discusion de las funciones R-diferenciables (de R? en R?), citando s6lo
algunas condiciones necesarias y otras suficientes.

Teorema. Sea Q2 un dominio en el plano complejo C, f : Q — C una funcién compleja, f = u+ivy ze Q.
Entonces f es C-diferenciable en z (es decir, existe f’(z) si y solo si f (vista como funcién de dos variables
f:(x,y)— (u,v)) es R-diferenciable en z y satisface en el punto z las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ux(2) =vy(2),  uy(z)=-vx(2).

En este caso, f'(z) = uy(z) + ive(2).

Por tanto, f es holomorfa en Q (tiene derivada en todos los puntos de Q) si y sélo si es R-diferenciable en
todo punto de Q y satisface las ecuaciones (C-R) en Q.

Hemos definido la funcién exponencial a través de una serie compleja que generaliza la serie de poten-
cias para la exponencial real. Por otra parte, también hemos insinuado que, combinando la férmula de Euler
con la exponencial real (es decir, multiplicando e* por e’?), deberiamos obtener otra férmula para la funcién
exponencial compleja. Uno de nuestros objetivos importantes es ver que las dos definiciones coinciden. El
siguiente resultado fundamental lo confirma.

Teorema. Para todo z = x+yi € C, se verificalaidentidad E(z) = e*(cos y+isen y). En otras palabras, e* = e*e?".
DEMOSTRACION. Para la funcién f(z) = u(x,y) + iv(x,y) = e*cosy + ie*sen y es facil comprobar que tiene las

derivadas parciales continuas y, por tanto, es R-diferenciable. También es inmediato que satisface las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann:

ux=vy (=ecosy), Uy =—vy(=—eseny).
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Por un teorema visto en clase, f es holomorfa en C (entera). Ademads, por la férmula habitual, su derivada
compleja es
fl(2) =uy+ivy=e*cosy+ieseny= f(z). (8)

O sea, ambas f(z) y E(z) satisfacen la misma ecuacion diferencial compleja f' = f. ;Cudntas funciones holo-
morfas en C existen con esta propiedad? Vedmoslo.

Puesto que E(z) es entera, por la Regla de la cadena, también lo es E(—z), asi que también lo es la funcién
h(z) = E(—z) f(z). Calculando su derivada, obtenemos

h(z)=-E'(-2)f(2) + E(-2)f'(z) = —E(-2) f(2) + E(-2) f(2) =0,

teniendo en cuenta (8) y el Ejercicio 12.

Un teorema importante, visto en clase, nos dice que si una funcién holomorfa tiene derivada nula en un
dominio plano, entonces es constante en ese dominio. La funcién & aqui considerada es una funcién entera
(holomorfa en todo el plano), el plano es un dominio y &' = 0 en C. Por tanto, h es idénticamente constante
en C: existe C € C tal que E(-z) f(z) = C. Multiplicando ambos lados de la tltima igualdad por E(z), por el
resultado del Ejercicio 13, se sigue que f(z) = CE(z). Finalmente, tomando z = 0 y teniendo en cuenta que
E(0) =1= f(0), se sigue que C = 1Yy, por tanto, f(z) = E(z), QED.m

Mads adelante, veremos el siguiente notable hecho (basado en el Teorema de la unicidad para funciones
holomorfas): toda funcién f holomorfa en el plano que para cada ntimero real x satisface laigualdad f(x) = e,
necesariamente es igual a la exponencial compleja E en todo el plano. Es otra manera de demostrar el teorema
anterior pero, obviamente, supone un conocimiento tedrico mas avanzado del que tenemos de momento.

A partir de ahora, ya escribiremos siempre e* en lugar de E(z). Otra férmula conocida de Calculo I puede
generalizarse también a los numeros complejos, proporciondndonos otra manera adicional de definir la fun-
cién exponencial compleja.

Teorema. Para todo z € C, se tiene que €° = lim,_.o (1 + %) . La convergencia es uniforme en cada subcon-
junto compacto del plano.

DEMOSTRACION. La idea de la demostracién consiste en usar la férmula del binomio para desarrollar la expre-
sion dentro del limite como suma desde 0 hasta n y expresar la funcién exponencial como suma infinita que se
divide en dos, una desde 0 hasta n y otra para indices superiores, haciendo las estimaciones pertinentes, que
requieren cierto trabajo. Véanse los apuntes adicionales del profesor J.P. Moreno. B

0o (— 1) n+1 ZSn
Ejercicio 14. Calcule el radio de convergencia y la suma de la serie ). '
n=0 n.

SorucION. Elradio de convergencia de la primera serie podria calcularse como en el Ejercicio 7 (hay que tener

en cuenta que muchos términos son nulos).

No obstante, existe un método alternativo para calcular el radio de convergencia (y para obtener mas con-
. . . 3 . . o (-1)"w"
clusiones). Después del cambio de variable w = z°, la serie se convierteen ) ——

' . Dado que el término
n=0 n.

general de esta nueva serie:
(-1 n+1

an
n!
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contiene factoriales, es conveniente calcular el radio de convergencia usando la férmula del cociente:

1

. 7
= lim —&— == +c0.
n—oco 1

R= lim
n—oo

@n+1 )

Puesto que la serie converge para cada w = z° finito, se sigue que la serie inicial también converge para todo z.
Por lo tanto, su radio de convergencia es +oo.

Podemos hacer mds. Recordando la definiciéon de la funcién exponencial, nuestra serie puede escribirse
como sigue:

io: (_1)n+lz3n _ OZO" (_Z3)n B 3
- " - - " = ,
n=0 n! n=0 n!

de lo que también se deduce que converge absolutamente en todo el plano y uniformemente en cualquier
disco cerrado. m

B. Algunas funciones trigonométricas complejas. Vamos a definir las extensiones al plano complejo de las
funciones reales coseno y seno, vistas en Calculo I. La motivacién proviene de la férmula de Euler: sumando y
restando las igualdades

e''=cost+isent, e ''=cost—isent

y despejando cos ¢ y sen ¢, obtenemos
il 4 =it it _ it
cost= — senz =

-e
2i

Por tanto, tiene sentido proponer la siguiente definicién.

Definicién. Las funciones complejas coseno y seno se definen, respectivamente, en términos de la funcién
exponencial como sigue:
elZ + e—lZ elZ _ e—lZ
cosz= ——, senz=—, zeC.
2 21

Ejercicio 15. Desarrolle las funciones coseno y seno en series de potencias centradas en el origen y discuta su
convergencia y sus derivadas.

00 n
SOLUCION. Partiendo del desarrollo conocido de la exponencial: e* = — = e?, vélido para todo z en el
n=0 n!

plano, evaluamos la misma serie en iz y —iz respectivamente. Luego sumamos ambas series, segiin la proposi-
cion vista antes:

eiz+e—iz 1(2 (iz)" 0 (_jz)" © ] 0o —lk
cosz= ¢ LU s L gn Cymnn s ED
2 2\ ! iz nl =0 2n! =0 (2k)!

una férmula cuyo caso especial con z € R ya vimos en Cdlculo. La dltima igualdad es tiene porque i +(—i)"* =0
para n impar y para n = 2k (par) se tiene i2k 4 (—i)2k = 2(—1)k.
De manera similar, obtenemos

eiz_e—iz 00 -1 k
senz=————= Z Lzmﬁl.
2i = 2k+1)!
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Usando el teorema sobre diferenciacion de series de potencias, una comprobacién rutinaria muestra que se
siguen cumpliendo las férmulas conocidas para las funciones trigonométricas reales:

(senz) =cosz, (cosz) = —senz, VzeC, ]

Ejercicio 16 Sea € > 0 arbitrario. Demuestre que las series complejas

o0 o0
Z e "cos(nz), Z ne "sen(nz)
n=1 n=1

convergen absoluta y uniformemente en la banda horizontal cerrada
Q,={zeC: |Imz| <1-¢}.

SoLucCION. (Este es un ejercicio que podriamos haber visto en las primeras paginas de estos apuntes pero no
lo hicimos porque nos faltaba la definicién de las funciones trigonométricas complejas.) Conviene comenzar
observando que las series no estan escritas en forma de series de potencias y, por tanto, no podemos usar
ningln teorema aplicable a éstas.

Cuando z = x+iy € Q, tenemos |y| < 1 — ¢y, por tanto, e*? < e! ¢, Luego (aplicando la definicién de la
funcién exponencial, la desigualdad triangular y esta tiltima desigualdad para la funcién exponencial)

inz —inz -n
_ _, €M +e e iy _
le”"cosnz| = |e - =—-|e eV e Y
2 2
—-n -n
< e—'(e_"y+e"y) <& g enll-e) _ pmne
2 2

La serie numérica 3, e "¢ es sumable, al ser una serie geométrica cuya razén es g = e”¢ < 1. El criterio de
Weierstrass implica que la serie .97 | e”" cos nz converge absoluta y uniformemente en cada Q.. m

Definicién. Las funciones complejas tangente y cotangente se definen, respectivamente, en términos de las

i ioue: — senz — cosz : ; :
funciones seno y coseno como sigue: tgz = 2= ctgz = S = paraaquellos z donde el cociente tiene sentido.

Un ejercicio 1til e instructivo consiste en determinar los puntos donde las funciones tangente y cotangente
no estan definidas, es decir, determinar los ceros complejos de las funciones coseno y seno, respectivamente.

Ejercicio 17. Resuelva la ecuacién compleja cosz =0.

SOLUCION. Escribiendo z = x+iy yusando la férmula de Euler, de la definicién del coseno complejo se obtiene

0=e“+e “=cosx(e’+eY)+i(e?senx—e’senx).

Por tanto, cosx(e? +e7Y) =0y eV senx—eY sen x = 0. La exponencial real es siempre positiva, asi que cosx = 0.
Luego senx # 0, asi que e™ = e y, por tanto, y = 0. Se sigue que los tinicos ceros de la funcién compleja
coseno son los ceros reales de la funciéon coseno real, z = 7n + %, para n entero. (Otro método de solucién es
posible y se verd en la siguiente entrega.) B

Dejamos como ejercicio identificar los ceros de la funcion seno. ;Qué respuesta cabe esperar?

Definicion. Las funciones cosenoy seno hiperbdlico se definen, respectivamente, por las férmulas anédlogas a
las funciones reales: coshz = (e* +e7%)/2, senhz = (¢* — e~ %)/2 para z € C.

Es facil comprobar que (coshz)’ = senhz y (senhz)’ = cosh z, por ejemplo, usando la regla de la cadena.
También es facil comprobar que cosh? z —senh? z = 1 para todo z.
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Desarrollo en serie de algunas funciones elementales

Ya hemos visto que toda serie de potencias nos da una funcién holomorfa. En una de las siguientes entregas
de los apuntes, veremos que el reciproco es vélido en cierto sentido: toda funcién holomorfa podra escribirse
como serie de potencias en cierto disco. Como preludio de este tema, veremos los desarrollos de algunas
funciones elementales muy sencillas en series de potencias, usando las férmulas ya conocidas.

eZ
Ejercicio 18. Desarrolle en serie de potencias de z la funcion 1

y determine su radio de convergencia.
z

¥4

1

I =e* 1=z El primer factor se puede desarrollar en serie de potencias con
—_ Z —_—

radio de convergencia R, = +0coy el segundo en serie de potencias con radio de convergencia Ry, = 1. Por tanto,

podemos multiplicar estas series, al menos en el disco unidad (R = min{1, +oo} = 1), obteniendo

1 X " & X [& 1 5 8 65
e :(Z —)(Z z")= Y (Z E)Zn:1+22+§Z2+523+ﬂ24+”"

1-2z n=0 n! n=0 n=0\k=0

SOLUCION. Evidentemente,

una serie convergente para [z| < 1. ®

, . . . Z . . .
Ejercicio 19. Desarrolle en serie de potencias de z la funcion f(z) = 712 y determine su radio de convergencia.
z

SOLUCION. La idea es usar la férmula ya conocida para la serie geométrica. Empezamos con unas manipula-
ciones algebraicas para ajustar la forma de la funcién f ala forma deseada:
f@)=

z__Z 1
2vz 20+3) 21-(-%)

La funcién ﬁ es igual a la serie geométrica }.9” ) w” cuando |w| < 1 (que ya sabemos cémo converge). Por
tanto,

1 Sy z\n ) z\n
——==2(3) = Z(—U”(—)
1- (_i) n=0° 2 n=0 2
cuando | — —| < 1, es decir, cuando |z| < 2. Como caso especial del corolario del Teorema de Mertens, cuando

una de las series es un polinomio (o mediante un razonamiento directo, multiplicando una serie convergente
por una funcién acotada), si multiplicamos esta serie por z/2, obtendremos una serie convergente en el mismo
conjunto y en el mismo sentido (abstolutamente en el mismo disco y uniformemente en los discos cerrados
mads pequeiios centrados en 0), asi que

[e.°]

21_(__) Z( n"(3) :go(—l)"( )" =L e ",

fl2)=

siendo la Gltima serie convergente absolutamente para |z| < 2 y uniformemente para |z| <7 <2. B

Observacién. Observamos de nuevo que la funcién f del Ejercicio 19 es holomorfa en C\ {-2}. Sin embargo,
la serie de potencias centrada en el origen que la representa sélo converge en el disco D(0;2) = {z: |z] < 2}. Se
trata de un fenémeno recurrente que volveremos a ver més adelante porque algo parecido pasard con todas
las funciones holomorfas. La razén es muy sencilla: D(0;2) es el disco mds grande centrado en el origen y
contenido en C\ {-2}.

Preparado por Dragan Vukoti¢, coordinador de la asignatura en 2019-20, con la ayuda de José Pedro Moreno
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