Variable Compleja I CURSO0 2019-20, UAM

SOLUCIONES/RESPUESTAS: HOJA 8 (PROBLEMAS 92-94)

92) Clasifique las singularidades de las siguientes funciones por su tipo:

1 1+2z z 1
a———; _— c) ; d) sen —.
Z2242z+1 1-cosz senz z2

Después calcule los residuos correspondientes.

1 p—
22+2z+1  (z+1)2
El residuo se puede calcular de dos formas. La mas directa es observando que f estd expresada
como serie de Laurent:

SOLUCION. a) f(z) = tiene un polo doble en z = —1.

o0

Y cnlz+1D)",

(z+1)2

en cualquier corona {z : 0 < |z—1| < R (la suma es finita y siempre converge), donde ¢, = 0 pa-
ra todo n # —2. Por la Proposicién 5 de los apuntes sobre singularidades y series de Laurent,
Res(f;-1)=c-1 =0.

La otra forma consiste en aplicar la Proposicién 4 de los apuntes:

Res(f;—1) = lim [(z+ D?f(2)]' =0.
A

f(2) =

b) Las singularidades de la funcion se encuentran entre los ceros de la ecuaciéon 1 —cosz = 0, que
son {zy =2mk : k € Z}, como ya hemos visto en varias ocasiones. Todas son singularidades aisladas
y el numerador no se anula en ninguna de ellos, asi que todas estas singularidades son polos.
Ademds, son polos dobles, lo cual se puede ver de dos maneras. Una forma de verlo es viendo que
son ceros dobles del denominador:

(1-c0s2)'| 2=z, =senz; =0, (1-c082)"| 2=z, =cCOs2p =1#0,

La otra, como en los apuntes, es viendo que

. 1+2z . 2 Z
lim (z— z) ———— =00, lim (z—z)"— #0, oo.
zZ—2zk 1-cosz z—2zk 1-cosz
Por supuesto, esto se puede ver aplicando la Regla de L'Hopital. También se puede comprobar
usando el desarrollo de la funcién coseno en serie de potencias de z — ay, de forma muy parecida

ala que indicamos a continuacion, en el célculo de residuos.

En cuanto a los residuos, segtin la Proposicion 4 de los apuntes:

(z—z1)*(1+2)]

1—-cosz

Res(f;zx) = lim [(z— z1)* f(2)]’ = lim
Z—Zy 22k

Este limite se podria calcular usando el cambio de variable w = z — z, la periodicidad del coseno
(con periodo 27): cosz = cosw y la regla de L'Hopital (varias veces) pero eso seria un poco engo-
IT0s0, quizds tanto como el Ejercicio 3 de los apuntes 8 (sobre el Teorema de los residuos).

He aqui un método alternativo que no se ha destacado en los apuntes pero es muy efectivo y es
otra técnica importante que conviene dominar. Aludimos a él en la primera parte de este aparta-
do. Se basa en el desarollo en serie de Taylor. Ya sabemos de unos apuntes anteriores (de nuevo,
sirviéndonos de la periodicidad del coseno) que

_ _1 1 2 1 s 1 6
cosz=cos(z— zy) = —2—!(z—zk) +4—!(z—zk) _&(Z_Z") +...

y esta serie de Taylor converge uniformemente en todo el plano. Por tanto, lo mismo ocurre con



1 _ 1 2 1 4 1 6
—cosz—a(z—zk) _Z(Z_Zk) +&(z—zk) —...

Después de dividir por (z — z;)?, queda una singularidad evitable en z = z; (porque la nueva serie
de potencias tiene el mismo radio de convergencia que la anterior), asi que en la siguiente férmula
seguimos teniendo un desarrollo en serie que converge uniformemente:

l-cosz 1 1 5 1 4

m =3 _E(Z_Zk) + a(z—zk) -

Por tanto, (z—zk)*(1+2) _ 1+z

1-cosz 1-t-z)?+&z-z)t -
siendo la serie en el cociente convergente en todo el plano. Ademas, por todo lo expuesto, el de-
nominador es distinto de cero en todo el plano (los ceros ya estan cancelados) y con la serie uni-
formemente convergente en un entorno suficientemente pequefio de cualquier z;. Podemos pro-
ceder a derivar la expresion, aplicando la regla del cociente (y el teorema de derivacion término a
término de una serie de potencias en su disco de convergencia):

/ !/

(z—zk)2(1+z) 1+z

1—-cosz

1_ 1 1
3 a@—z)? +glz—zp)% — ...

(3-5Gz—z)?+gGz—z)'—..)-(1+2) (-5 (z—2z0) + g (z—2)3 - ..)

2
(3-3(z—z)2+ g (z—z)*-..)

Para cualquier z; concreto, las series que aparecen en la fraccion a la derecha convergen unifor-
memente en un entorno suficientemente pequefio de dicho punto. Por un teorema conocido de
una entrega anterior de apuntes, dado que la convergencia es uniforme, tomando el limite cuando
z — zj, podemos intercambiar el limite y la serie, obteniendo finalmente

1
2
(2)
¢) Las singularidades de f(z) = S eziz son los ceros del denominador: {z; =k : k € Z}.

Hay una gran diferencia entre zp = 0y el resto de las singularidades. A saber, puesto que
2

(z—z1)?(1 + 2)
1-cosz

Res(f;zx) = Zlirrzlk

lim =limz
z—0senz z—0 senz

=0-1=0,

la singularidad en zy = 0 es evitable y, por tanto, Res(f;0) = 0.
Todas las demads singularidades son polos puesto que el numerador no se anula en ningtin z; =
mk para k # 0 y el denominador si. Son polos simples, dado que cada z; es un cero simple del
denominador:

senz; =0, (senz)'(zk):coszk:cosnk:(—l)k;éo.

Para calcular los residuos en estos polos simples, usamos de nuevo la Proposicion 4:
(z - z)2?

2
; . 3z2°-2z1z Zy 2 k?

Res(f;zr) = lim —————— = lim = = z
z—zr  senz zZ—Zr  COSZ coszy (-1

= (-D)*7% k2.

d) La tnica singularidad es z = 0 ya que, por la Regla de la cadena, la funcion tiene derivada com-
pleja en todos los demds puntos.

Sabiendo que el comportamiento de las funciones complejas seno y coseno cerca del infinito es
similar al de la funcién exponencial y que e'/# tiene una singularidad esencial en el origen, ya
podemos intuir que nuestra funcién también tendrd una singularidad esencial en el origen pero
lo vamos a comprobar formalmente. Usando el desarollo en serie de Taylor de la funcion seno:

k 3
= 2k+1)! 3! 5!



y sustituyendo z por 1/z? (para z # 0), obtenemos directamente

1 X (-DF 11 1
Sene = ,CZ:‘;) 2k +1)122@k+D) ~ z2 3126 - 51710

Hemos obtenido el desarrollo de f en serie de Laurent vélido para todo z # 0y, por tanto, conver-
gente en la corona {z : 0 < |z| < o0}, con

1 1 1

c2=1, ca=—-=, C_10=—=, ...

2 4 6 10= 750

y el resto de los ¢, = 0. Como vemos, la parte principal de la serie tiene infinitos términos no nulos

y, por tanto, la singularidad en z = 0 es esencial y Res(f;0) =c_1 =0.m

93) Sean [y g dos funciones holomorfas en D(a,r) ={z€ C: |z—al < r}. Demuestre que si f tiene
un cero de orden n y g tiene un cero de orden n + 1 en el punto a, entonces f/g tiene un polo
simple en a. Calcule el residuo Res(f/g; a).

SOLUCION. §Si f tiene un cero de orden n en z = a, entonces existe una funcién ¢ holomorfa en
un entorno de dicho punto tal que f(z) = (z— a)"¢(z) y ¢(a) # 0. Si g tiene un cero de orden
n+1 en z = a, entonces existe una funcién ¥ holomorfa en un entorno de dicho punto tal que
g(2) = (z— a)"""'y(2) y w(a) # 0. Por tanto, en un entorno agujereado de z = a (por ejemplo, en la
interseccion de los dos entornos mencionados menos en el punto a) tenemos que

f(Z): (z—a)"p(2) __ 9@
gz) (z-awz) Z-ay)’

Puesto que ¢(a) #0y y(a) #0, se sigue inmediatamente que z = a es un polo simple de f/g; por
ejemplo, considerando los limites

f@) . (z-a)f(2) _ ¢

lim =00, lim = #0, oo

z—a g(z) z—a  g(2) y(a)
Ademas, por la férmula para el residuo en un polo simple (Proposicién 4), obtenemos que Res(f; a) =
iﬁ a% ;Como expresamos esta cantidad explicitamente en funcién de f'y g, sin pasar por funciones
auxiliares? De nuevo, usando los desarrollos de ambas funciones en series de Taylor, obtenemos

primero

f(k) (a)

(k)
-t =G-a" Zf @ @k

M

(k)
fo=y I @eat=¥

k=0 k=n
(k) (a )

(k) (k)
g (a g (a) ) g (a) _n-
gz )—Z o Z ~a)*=(z-a)"! Z TR - @)k,
’ k=1 K k=n+1 :
y luego, 1ntercarnb1ando el limite cuando z — ay la serie (debido a la convergencia uniforme):
(@) M@ " " (@
(z—a)f(z) i":nf L(z—a)k " vy G OR s I - ()@
(z) D@, ken1 &"V@ | g"d@, ¢ @) g+l (g
& e k! (z—a)*" ey T ) Tl G ) rw v g

cuando z — a. Finalmente, tenemos la féormula

@ (n+1)f"(a)

Res(f;a) = v g

94) Halle los desarrollos de Laurent de las siguientes funciones en las coronas indicadas:

1 1
a) cos—, 0<]|z|<+oo, b) z22eV1P 0<|z-1| < +00; c)——, 1l<|z|]<+o0.
z z(z—-1)



SOLUCION. a) Usando el desarollo en serie de Taylor de la funcién coseno:

o (] k Z2 Z4
cosz:Z( ok _E L E
=2k 21 4
y sustituyendo z por 1/z (para z # 0), obtenemos el desarrollo vélido en {z : 0 < |z| < +o0}:
1 X2 k1
z k)2 2122 4l

Obviamente, la singularidad en z = 0 es esencial y Res(f;0) =0

b) Desarrollamos los dos factores en potencias de z — 1, obteniendo

2 2 2 1/(1 ) 1 X (="
Z2=01+z-1))=1+2(z-1D+(z-1)7, Y =2e" z—lzz—’
nzon!(z—l)n

donde ambas series convergen si z # 1. Multiplicando y después cambiando el indice en dos de
las tres sumas, agrupando los términos con las mismas potencias negativas de z—1 y sumando
aparte los términos sueltos con potencias positivas z—1y (z—1)?, observando que (—1)"*2 = (-1)",
obtenemos
2 (-2 _ ne (="
z°e = (HZ(Z_DHZ_D),;)W

S (=D" & 2(=n" X (=D"
= + — Z —

sonl(z-D" fynl(z—-DL 0 ynl(z—-1)"72

) ( 1)n 00 2(_1)n+1 00 (_1)n+2
= Z '(Z 1)71 Z

neq (n+Dl(z-1)" i Z (n+2)!(z—-1)"

n=-2

S [EDt 2" (D"
Z +

- n! (n+1)! (n+2)!
°° 1)” 2 1

; n+1 (n+1)(n+2)] (z—-1"

) -D*n2+n-1) 1
= (z- 1) +(z— 1)"';0 (n+2)! (z—Dn""

+2(z=1)-(z=1D+(z=1)?

(z—-D"

+(z=1)+(z=1)?

De nuevo, la singularidad en z = 0 es esencial y Res(f;1) = —=

¢) Cuando 1 < |z| < 400, se sigue que |%| < 1, asi que podemos usar el desarrollo en serie geomé-
trica (convergente para los valores indicados) como sigue:

1 11 _1§(1)”_§ 1
z2(z—-1) —%_zznzoz =

Z2 1 n=0
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