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HOJA 9 DE PROBLEMAS

Teorema de Rouché

99) ;Cudntos ceros tiene la ecuacién e* —4z" +1 = 0 en el disco unidad?

100) Halle el namero de ceros de la funcién holomorfa f(z) = zt =12z + 15z +i:

a) en el discounidad; b)enlacorona{zeC: 1<|z|<2}; c¢eni{zeC: |z|=2}

101) Encuentre razonadamente todos los polinomios ménicos p(z) = z" + a,-1 27+ a, z+ agp
para los cuales |p(z)| < 1 para todo z en la circunferencia unidad.

Teorema de la aplicacion abierta, principio del médulo maximo

102) Determine razonadamente todas las funciones f € /(D) tales que:

a) Re f(z) -Im f(z) = 0 para todo z € D; b) Re f(z) +Im f(z) =0 paratodo ze€D.

103) Sea O un dominio en el planoy f € .#(Q). Use el Principio del m6édulo méximo o el Teorema
de la aplicacion abierta para demostrar las siguientes afirmaciones.

a) Si|f(z)| es constante en 2, entonces f es constante en Q.

b) SiRe f =0 en Q, entonces f es una constante puramente imaginaria.

104) Sea Q2 un dominio en C y y un contorno contenido en Q junto con su dominio interior. Si
feA Q) ylfl=1en{y}, demuestre que entonces bien f tiene algiin cero en el interior de y, bien
es constante en Q.

Ayuda: Aplique el Principio del médulo méximoa 1/ f.

Lema de Schwarz. Automorfismos del disco

105) Supongamos que f € A(D), f(0) =0y |f(z)] <|2—-z|, paratodo ze D ={zeC : |z] < 1}.
Demuséstrese que | f (%)| < g. ;Para qué funciones se tiene la igualdad?

106) Sea f € .#(D) tal que | f(z)| < 1 paratodo ze Dy £(0) = f'(0) = 0. Demuestre que | f(2)| < |z|?
para todo z € D.

Sugerencia: Aplique el lema de Schwarz dos veces consecutivas, junto con algiin resultado acerca
de los ceros y las singularidades aisladas.

107) a) Sea f € A (D) una funcién con las siguientes propiedades: f(D) c D y f(a) = 0 para un
punto a € D. Demuestre que entonces | f'(a)|(1 — |a|®) < 1. Estudie cudndo se tiene la igualdad.
b) Halle una funcién f : D — D tal que f (3) =0y f'(3) = 3i.

Ayuda: En el primer apartado, considere la composicién con un automorfismo apropiado del dis-
co unidad. En el segundo, use el resultado del primer apartado.



