Variable Compleja I CURSO0 2019-20
(3° de Matemaiticas y 4° de Doble Grado Matematicas-Informaética)
HOJA 1 DE PROBLEMAS

Los niimeros complejos: operaciones algebraicas y propiedades basicas

1) Realice las operaciones con niimeros complejos indicadas abajo, calculando explicitamente las
partes real e imaginaria del resultado:

a) %+i b) (i-v2)?, ¢ d) (1+iv3)3.

1
1+ (3+20)%’

2) Calcule los valores

a) |-+, b

1+v3i 2020 ;k
1-3i " DIy b

3) Compruebe la identidad |1 + ZwP+z—wF=0+zP0 +|w?), para todo z, w € C.
4) Demuestre la identidad de Lagrange: si zy,z3,...,2, Y Wy, W>,..., W, son nameros complejos,
entonces
(X 12P) (X 1wi?)- | X zw| = ¥ |aw-zwif
j=1 j=1 j=1

l=<i<j=n
;Qué consecuencia tiene esta identidad?
5) Demuestre las siguientes afirmaciones:
. S az+b
a)Sia,beCyzeC\{-(al/b)}con|z| =1, entonces se cumple —|=
bz+a
. ) z—a
b) Si |al < 1, entonces |z| < 1 es equivalente a ‘ T = ) <1.
-az

6) a) Demuestre que las raices de la ecuacién cuadratica Z2+z+4 no pueden estar en el disco
unidad cerrado D = {z: |z| < 1}, sin calcular dichas soluciones.

b) Demuestre que si |a] < 1y |z| < 1, entonces 1 —az # 0 y observe su relevancia en el ejercicio
anterior.

Representacion polar. Formula de de Moivre

7) Sea z = x + yi # 0 un numero complejo. Compruebe que su argumento principal Arg z, elegido
en el intervalo (-, 7], puede expresarse mediante la siguiente férmula:

arctg%, six>0,

arctg%+ﬂ, six<0ey=0,

Argz =< arctgX -7, six<0ey<o,
I six=0ey>0,

i .
-z six=0ey<0,

51

8) Utilice las representaciones polares de 1+ iy 1+ i+/3 para calcular el valor de cos 15



9) Calcule los valores de

.14 . 20
a) (1+0)', b) (cos%+lsenl—”2) .

10) Calcule los valores de
a) (L™ b (L) (), 0a+)"+0-0", neN.
11) Demuestre que:
a) sen(3x) = 3senx —4sen> x, para todo x € R.
b) Para cualquier 0 € (—n/2,7/2) tal que tg(n0) # 0 se cumple que
(1 +1i tg@)" _ 1+itg(n0)
1-itgh 1-itg(nb)

Raices complejas

12) Calcule todos los valores de

a)v—-16, b)V1-iv3, oVvi-i, d)(vV2-iv2)3.

13) Demuestre que si{ es una solucion de z" = u (con p € C fijo), entonces todas las soluciones son
(wo, (w1, {wy,...,{w,y-1, donde wy,w1,ws,...,w,-1, son las raices n-ésimas de la unidad. Después
encuentre razonadamente las soluciones de z® —8 = 0.

14) En este ejercicio, consideraremos sélo el valor principal de la raiz cuadrada, definido como

0 0
Wz = ﬁ(cos > +isen 5) cuando z = r (cos@ + isenf) con —x < 0§ < 7. Claramente, (}/z)? = z.

Demuestre que las soluciones en C de la ecuacion az?+bz+c=0,cona#0,son

_ —bt ®/b2 —4ac
B 2a '

V4

15) Resuelva (en C) la ecuacion z = z*~1, donde n € N.

16) Demuestre las siguientes afirmaciones:
1-— Zn+1
a)Siz#1lentoncesl+z+2z°+---+2"= -
-z
b) Si w # 1 es una raiz n-ésima de la unidad, entonces

l+w+0*+ - +0" ' =w+0++0"=0, 1+20+30*+---+no" =

c) Si seng # 0, entonces

1 sen(n + %)9
1+ cosf+cos20+---+cosnf = — 1+—0 ,
2 sen s
y
sen(”THQ) sen(50)
senf +sen20 +---+sennf =
sen?

2

Ayuda: Use el apartado a) con z = el?,



