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(3° de Grado en Matemadticas y 4° de Doble Grado en Ing. Informética y Matematicas)

HOJA 6 DE PROBLEMAS

Teorema de la aplicacion abierta. Principio del médulo médximo. Lema de Schwarz

1) Determine razonadamente todas las funciones f, holomorfas en el disco unidad, tales que
Re f(z)-Im f(z) = 0 para todo z en el disco.

2) Sea Q un dominio acotado en Cy f, g funciones holomorfas en Qy continuas en Q. Demuestre
las siguientes afirmaciones:

a)Silf(z)|=1g(2)lendQy f(z)g(z) #0en Q, entonces f(z) =cg(z) con|c|=1.
b) SiRe f = Re g en 09}, entonces f = g+ ia con a € R.

3) Sea Q un dominio en Cy y una curva simple y cerrada, C! a trozos, contenida en Q junto con su
dominio interior. Si f € #£(Q) y|f| =1 enla curva y, demuestre que entonces o bien f tiene algtin
cero en el interior de y, o bien f es constante en Q.

Ayuda: Aplique el Principio del m6dulo méximo ala funcién 1/ f.

4) Sea f una funciéon holomorfa en un dominio Q simplemente conexo, Q2 # C, y con valores en ese
mismo dominio. Supongamos que en  hay dos puntos a, b, a # b tales que f(a) =ay f(b) = b.
Pruebe que entonces f es la funcién identidad.

Ayuda: Pase a D.

5) Sea f : D — D una funcién holomorfa no constante. Pruebe que:

a) 1+|f(0)]lz| <|f(2)| < STTOIER para todo z € D.
/ 1-|f(w)l?
by If (Wl = 1—|w? , VzeD.

Ayuda: Aplique el Lema de Schwarz a ¢p,0 f (1°" apartado) o a ¢ppo0 fop, (2° apartado) conun a € D
apropiado en cada caso, donde ¢, : D — D es el automorfismo conforme del disco definido por

ba(z) = ﬁ. Conviene observar que ¢,0¢, es laidentidad asi que, por ejemplo, f = P o(py0 f).
-az

6) Sea f una funcion holomorfa en el disco unidad, D, tal que Re f(z) > 0 paratodo z € Dy, ademas,
f(0) =1. Usando una transformacion de Mdbius y el Lema de Schwarz, pruebe que:

1-|z| 1+|z|
<|f(2|=
1+ |z 1-|z|

para cada z € D.



Aplicaciones conformes

En los siguientes problemas denotaremos por D al disco unidad y por H al semiplano superior. Es
decir, D={z€C:|z|<1}y H={zeC:Imz>0}.
7) Describa la imagen mediante la transformacién f(z) = % de los siguientes conjuntos:

a){zeC:0<Imz<n}; b){zeC:0<Imz<m,Rez>0}.

8) Describa la imagen mediante la transformacion f(z) = 1%; de los siguientes conjuntos:

1
aR; b){iy:yeR; oD; d){zeC:lzl=4} e){zeC:lz—3z|=3}

9) Halle una transformacion de Mobius T tal que T'(i) = —i, T(0) =0y T(-1) = oco.
10) Halle una transformacion de Moébius T tal que T(D) =Hy T(0) =3+ 2i,

11) Encuentre una aplicacion holomorfa y biyectiva de Q; en Q, en los siguientes casos:
a)Q={zeC:lz-1|<V2,|z+1|<V2} y Q, =H.

b) O, ={zeC:Rez<0,|Imz|<1} yQy={zeC:|Imz| < 1}.

€)Q;={z€C:|Rez|<1}y Q={z€C:Rez >0, |z— 3| > 3}.

d) Q;={z€C:|z|<1,]z-%|>1 y Qo ={z€C: |Rez|<1}.

e)Q;={z€eC: |Imz| <%} y Q, =D.

f)Q,=D\[0,1) y Qy=D.

12) Sabiendo que toda aplicacion holomorfa biyectiva de D en D es de la forma
f@=A7—, lal<l, =1,

— ’

describa todas las aplicaciones holomorfas biyectivas de H en H.



