Variable Compleja | (32 de Matematicas)

Apuntes y problemas resueltos de andlisis complejo (2015-16)

Transformaciones (aplicaciones) conformes y temas relacionados

En estos apuntes trataremos, fundamentalmente a través de ejemplos sencillos y resueltos, las propiedades
basicas de las aplicaciones conformes, asi como su uso combinado con el lema de Schwarz y otros resultados
estrechamente relacionados.

Funciones holomorfas e inyectivas. Propiedad conforme

Las funciones consideradas en estos apuntes seran siempre holomorfas (analiticas) en un dominio plano, Q.
(Notacion: f € #(Q), como antes.) Diremos que una funcién f € #(Q) es localmente inyectiva en a € Q si
existe un r >0 tal que D(a;r) cQ y f es inyectiva en D(a;r); es decir, si cerca del punto a la funcién f no
toma el mismo valor dos veces. Asimismo, diremos que es localmente inyectiva en Q si lo es en cada a€ Q.

Usando el teorema de Rouché, puede demostrarse el siguiente resultado (que normalmente se prueba en el
curso de Variable Compleja Il pero se puede usar aqui, tanto en las soluciones como en los examenes).

Teorema. Sea f € #(Q). Entonces f es localmente inyectiva en Q si y sélo si f/(z) #0 para todo z€ Q.

2
Ejercicio 1. Compruebe que el polinomio P(z) = z+— es una funcién inyectiva en el disco unidad. ; Es inyectivo

en algiin disco més grande centrado en el origen?

) : . L z? w?

SoLucION. Comprobamos la inyectividad por definicién: si P(z) = P(w), entonces z+? = w+7 y, por tanto,
w? - 72

z—w=————.Si z# w, se seguiria que —1 = £5¥ o cual es imposible ya que, por la desigualdad triangular,

en el disco unidad se cumple que |z+ w| < |z| + |w| < 2. Por tanto, acabamos de comprobar que z, weD vy
P(z) = P(w) implica z=w y eso significa por definicién que P es inyectiva en D.

Si P fuese inyectivo en un disco centrado en el origen y de radio mayor que uno, su derivada seria distinta
de cero en todo ese disco y, en particular, en el punto —1. No obstante, comprobamos directamente que
P'(z) =1+ z, asi que P(—1) =0. Por tanto, es imposible que P sea inyectivo en un disco mas grande. m

Ejercicio 2. jDdnde es localmente inyectiva la funcién f(z) = z*?

SOLUCION. Por el teorema enunicado arriba, f no es inyectiva en ningan entorno del origen ya que f'(0) = 0.
Esto también se puede ver directamente: en cada disco D(0;r), tomando n suficientemente grande, podemos
encontrar los puntos 1/ny —1/n y es obvio que f(1/n) = 1/n? = f(-1/n).

Asimismo, f es localmente inyectiva en el plano agujereado, C\{0} ya que alli f'(z) =2z # 0. Esto también
se puede ver de forma directa. A saber, es evidente que f(z) = f(w) si y sélo si z> —w? =0, es decir, si y sélo
si w=+z. Es decir, f toma cada valor en dos puntos opuestos (simétricos respecto al origen). Es obvio tanto



algebraica como geométricamente que el conjunto simétrico al disco D(a;r) ={z: |z—al < r} respecto al origen
es
{—z:lz—al<ri={w: |-w-al<ri={w: |lw+al<r}=D(-a;r).

Sea a # 0 un punto arbitrario. Es evidente que podemos elegir r > 0 suficientemente pequefio de manera que los
discos simétricos D(a;r) y D(—a;r) sean disjuntos (jdibujo!)). Entonces es claro que f es inyectiva en D(a;r).
Esto completa la prueba alternativa de la inyectividad local en C\{0}. m

Diremos que f es una aplicacién conforme en Q si preserva los angulos: es decir, si para cada dos curvas
suaves, Yy I, con interseccidn en un punto a € Q, el angulo que forman las curvas imagenes, f(y)y f(I), en f(a)
es igual al angulo que forman y y I en a. (Recordemos que el angulo entre dos curvas suaves es el angulo entre
sus tangentes.) Si, ademas, se preserva la orientacién de los angulos, diremos que f preserva la orientacién.

Por ejemplo, la funcién f(z) = Az, |Al =1 (que es, geométricamente, una rotacién correspondiente al angulo
arg 1) evidentemente es conforme y preserva la orientacién, mientras que la funcién f(z) =z (la conjugacién
compleja) es conforme pero invierte la orientacién (lleva angulos positivos en negativos y viceversa).

Proposicion. Sea f e #(Q) y localmente inyectiva en Q. Entonces f es conforme y preserva la orientacion.

Trivialmente, si una funcién es holomorfa e inyectiva en un dominio Q, entonces también es localmente
inyectiva en Q. El reciproco es falso en general, como nos mostrara el siguiente ejemplo.

Ejercicio 3. Encuentre un ejemplo especifico de una funcién entera y localmente inyectiva (conforme) en todo
el plano pero no inyectiva. Examine su inyectividad en algin dominio mas pequefio.

SoLUcION. Un ejemplo claro es f(z) = e*. Obviamente, f’'(z) = e® # 0 para todo z€ C, asi que [ es localmente
inyectiva en C. No obstante, no es inyectiva en el plano ya que f(z+2mi) = f(z) para todo z.

También es claro que si [Imz—Imw| < 27, entonces es imposible que e = e salvo que z = w. Se sigue
de aqui que la funcién exponencial si es inyectiva en cada banda (franja) horizontal abierta de anchura, como
mucho, 27:

Qp={z: a<Imz<a+hj, O<h<2m,

un hecho que usaremos a continuacién. m

Uno de nuestros objetivos principales es, dados dos dominios (con caracteristicas similares), Q y D, encontrar
una funcién inyectiva f € #(Q) tal que f(Q) = D. Observemos que aqui se pide que la funcién sea inyectiva
en todo Q, que es mas que localmente inyectiva en Q. No obstante, nos referimos con frecuencia a estas
transformaciones como a las aplicaciones conformes entre los dominios considerados.

Ejercicio 4. Hallese una aplicacién holomorfa y biyectiva del semiplano superior H={z€ C: Imz > 0} sobre el
disco unidad D mediante un razonamiento geométrico, sin realizar calculos y sin usar teoremas avanzados.

SOLUCION. Los puntos i y —i son simétricos respecto al eje real. Por tanto, un punto z pertenece a H si y sélo
si dista mas del punto i que del punto —i; es decir,

zZ—1i
<l < ——€D.

. . z—1
zeEH <= |z-i|<|z+i| = |——
z+1 z+1

Esto nos dice que la funcién S(z) = (z—i)/(z+ i) transforma H sobre D. Es facil comprobar directamente que S
es inyectiva, luego es una de las transformaciones buscadas. (Conviene tener en cuenta que existen otras pero
en el enunciado sélo se pide encontrar una.) m



Algunas funciones basicas (raices, potencias, exponencial, logaritmo)
vistas como transformaciones geométricas

La funcién f(z) = z%. Es holomorfa en todo el plano y, como ya hemos comentado, es inyectiva en cualquier
dominio Q tal que si z€ Q entonces —z ¢ Q. Por ejemplo, cualquier semiplano cuyo borde pasa por el origen
tiene dicha propiedad y, por supuesto, también la tiene en un dominio contenido en tal semiplano (por ejemplo,
un cuadrante).

Ejercicio 5. Determine la imagen del primer cuadrante: Q={z: Rez>0,Imz >0} por la aplicacién f(z) = z°.

SOLUCION. Nos conviene describir Q es en términos de la representacion polar de sus puntos:
it ”
Q=4z=re :0<r<+oo,0<t<§ .

Es inmediato que, si z =re’! entonces z? = r?e?*'*. Cuando r recorre todo el intervalo (0,+0c0), lo mismo pasa

con r?, asi que el médulo de z? puede tomar valores positivos arbitrarios. Los argumentos se duplican por
esta transformacion: 0 <2t <. Por tanto, la imagen f(Q) es el conjunto de todos los puntos cuyo médulo es
arbitrario y cuyo argumento esta en (0,7), lo cual es el semiplano superior abierto: f(Q) ={z: Imz > 0}.

(De esta forma, hemos encontrado un ejemplo explicito de aplicacion holomorfa y biyectiva entre el primer

cuadrante y el semiplano superior.) m

La funcién f(z) = /z. Como ya hemos visto en clase, puede definirse como funcién holomorfa en un dominio
con un corte desde el origen hasta el oo, por ejemplo, en

D=C\{xeR: x<0}={ze€C: —m<argz<m}

y mediante la férmula vV'rei’ = \/7e'"’? (o en otro dominio similar y mediante otra férmula similar). Es facil ver
que esta funcién es, de hecho, inyectiva en D.

Ejercicio 6. Determine la imagen del dominio D sefialado arriba por la aplicacion f(z) = y/z.

SoLUcION. Cuando r recorre todo el intervalo (0, +00), lo mismo pasa con /7, asi que el médulo de /z puede
ser cualquier namero positivo. Los argumentos se reducen a la mitad por esta transformacion: —m/2 < t/2 < /2.
Por tanto, la imagen f(D) es el conjunto de todos los puntos cuyo médulo es arbitrario y cuyo argumento esta
contenido en el intervalo (-7/2,7/2), lo cual representa el semiplano derecho abierto: f(D)={z: Rez>0}. m

La funcién exponencial: f(z) = e?. No es dificil ver que lleva cada recta vertical: z=a+iy (a€R fijo) sobre

la circunferencia w = e%, ya que |e®"¥| = e* (es facil comprobar que cada punto en la circunferencia tiene
una preimagen en la recta vertical mencionada). Ademas, aunque la funcién exponencial no es inyectiva en las
rectas verticales por lo que comentamos en un ejemplo anterior, si que lo es en cualquier segmento vertical de
longitud, como mucho, 2.

Por otra parte, la exponencial lleva las rectas horizontales: z = x+ bi (b real y fijo) en semirrectas desde el
origen hasta el infinito que forman el angulo b con la parte positiva del eje real: en efecto, el numero e? = e**Pi
tiene como argumento el nimero b. Ademas, el médulo |e?| = e* crece desde 0 hasta +oo cuando x recorre los
valores reales y, por tanto, la exponencial es inyectiva en cada una de las rectas horizontales individuales.

Como consecuencia de este analisis, se deduce que la funcién exponencial es inyectiva en cada banda
horizontal abierta de anchura <2x.



Ejercicio 7. Determine la imagen del “rectangulo infinito” (semi-banda)
R={zeC: Rez<0, 0<Imz<2m}

por la funcién exponencial: f(z) = e*.

SOLUCION. Por lo arriba expuesto, la funcién exponencial es inyectiva en R. Considerando el rectangulo R como
unién de las semirrectas horizontales (—oo,0) x {y}, 0 < y < 27, como consecuencia del analisis anterior, cada
semirrecta se transforma por la exponencial en un intervalo abierto situado en la semirrecta de argumento y,
desde 0= e hasta 1=¢°. La unién de esos intervalos abiertos cuando y recorre el intervalo (0,27) es el disco
unidad menos el radio [0,1) ya que tenemos que excluir el origen (la exponencial jamas se anula) y los puntos
de la forma e* = e**2™ para x <0, que son justo los puntos del intervalo (0,1) del eje real. m

La funcién logaritmo: f(z) =logz. Tal y como hemos visto en clase, puede definirse como funcién holomorfa
en los mismos dominios que la funcién raiz cuadrada, por ejemplo, en

D=C\{xeR: x=0}={z€C: —m<argz<m}

y mediante la férmula log(re’’) =Inr +it (llamaremos a esta rama del logaritmo la rama principal). Es facil
comprobar que esta funcién es inyectiva en D: a saber, Inr+it=1Inp+i6, t, 0 € (—m,7) se cumple si y sélo si
r=pyt=60.

Ejercicio 8. Determine la imagen del sector angular
R={z=x+yi: |yl<x}
por la rama principal del logaritmo, definida arriba.
SOLUCION. Es evidente que
R={z=x+yi: x>0 —x<y<x}={z<—:¢3' —z<argz< E}=={z=re”' —E< t<£}
' ’ ! 4 C 4 4

Teniendo en cuenta la férmula log(re”) =Inr+it, vemos que Re {logz} =Inr recorre toda la recta real, (—0o,00),
cuando r recorre el intervalo (0,+00), mientras que Im {logz} = ¢ recorre el intervalo (-7, 7). Por tanto,

T 7T

la banda horizontal infinita de anchura /2, simétrica respecto al eje real. m

Transformaciones lineales fraccionarias (Transformaciones de Mabius)

Una transformacién lineal fraccionaria (también llamada transformacién de Mdbius) es una funcién de la forma

az+b
cz+d’

(Es facil ver que cuando ad = bc, resulta que S es constante.)

S(z) = a,b,c,deC, ad-bc#0.

Un ejemplo es la funcién vista antes: S(z) = (z—i)/(z+1i). En este caso, ad —bc=1-i—1-(=i) =2i #£0.

Las propiedades mas importanes de estas transformaciones son las siguientes:



d : : __d
S es holomorfa en C\{-%} y tiene un polo simple en z=-£.

= Si extendemos S al plano extendido, € = C U {oco} definiendo

d 3 a
S|——| =00, S(o0) = lim S(z) = —,
c z—00 c
entonces S es una funcién biyectiva de € sobre si mismo. (En el caso ¢ =0, hariamos una modificacién
obvia: S seria simplemente una funcién lineal que fija el punto en el infinito.)

= Al ser biyectiva en C, cada funcién lineal fraccionaria preserva los angulos entre curvas (es conforme).

= El conjunto Méb (€) o TLF(C) de todas las transformaciones lineales fraccionarias es un grupo respecto
a la operacion de composicion; es decir, la composicion de dos TLFs es otra aplicacién del mismo tipo y
también lo es la inversa de una transformacién de Mabius.

= Una transformacién de Mdbius queda completamente determinada por las imagenes de tres puntos: es
decir, dados tres puntos distintos: a, b, c€ ® y otros tres puntos distintos A, B, C€ ¢, siempre existe
una transformacion lineal fraccionaria, S, tal que S(a)= A, S(b) =B y S(c) =C y es nica. En particular,
existe una Gnica transformacién T € Méb (€) tal que T(a)=0, T(b)=1y T(c)=o00.

= Cada aplicacion lineal fraccionaria lleva una circunferencia o recta en una circunferencia o recta. (Si un
punto perteneciente a la circunferencia o recta en cuestion se va al oo, la imagen es una recta y, si ningin
punto se va al oo, entonces la imagen es una circunferencia.)

= Por tanto, esas transformaciones llevan un dominio del siguiente grupo: un disco, un semiplano o el
exterior de un disco (en €) a otro dominio del mismo tipo. Ademas, son las funciones holomorfas mas
sencillas posibles con esta propiedad. De ahi su gran utilidad en la construccién de aplicaciones holomorfas
y biyectivas de un dominio sobre otro.

Ejercicio 9. Encuentre la transformacién de Mébius T con las siguientes propiedades:
T(=1, T@{H)=0, T(-i)=o0.

Después halle el dominio T(D), donde D denota al disco unidad.

SOLUCION. Por una de las propiedades mencionadas arriba, sabemos que existe una T con las propiedades
indicadas y que es nica. Buscamos una T con z—i en el numerador y z+1i en el denominador. Por lo tanto,

z—1
T(z)=c——
zZ+1i

para cierta constante compleja, ¢, que debemos determinar a partir de la condicién T(1) =1:

1-i (1-1)? —-2i )
-=C - —=c— =-ic,
1+1 aQ+HA-1q) 2

1=T()=c

luego ¢ = i. Finalmente,

Z—1
T(z)=1——.
zZ+1i



Al ser T una transformacién lineal fraccionaria, la imagen por T de la circunferencia unidad, T = 0D, es o bien
una circunferencia o una recta. Puesto que los puntos 1, i y —i pertenecen a T y T(—i) = co, se sigue que
la imagen T(T) es una recta. Dicha recta pasa por T(1) =1y T(i) =0, asi que se trata del eje real, R. Por
conexién y continuidad, el conjunto T(D) tiene que ser uno de los dos semiplanos delimitados por el eje real.
i Cual? Como 0 €D, veamos a dénde va a parar el origen: T(0) = —i, asi que estd en el semiplano inferior,
{z: Imz<0}. Conclusién: T(D)={z: Imz<0}. m

Ejercicio 10. Determine la imagen del disco unidad por la transformacién de Mébius €(z) = 2. Lo mismo
para el semidisco superior: Q={ze€C: Imz>0|z| <1}.

SOLUCION. Es claro que ¢ transforma la recta real en si misma (con el punto en el co afiadido) ya que £(x) e R
si x€ R\ {1} y (1) = co. La transformacién también aplica la circunferencia unidad, T, en un recta dado que
1eT. Puesto que ¢ es conforme y el angulo entre la circunferencia unidad, T, y la recta real, R, es n/2, las
imagenes £(T) y ¢(R) =R también forman un angulo de /2. Por tanto, la recta ¢(T) es perpendicular al eje
real. Teniendo en cuenta que —1€ T y ¢£(-1) =0, se sigue que ¢(T) es el eje imaginario. Por continuidad y
conexion, £(D) tiene que ser uno de los semiplanos que tiene el eje imaginario como frontera (el izquierdo o el
derecho). Pero 0D y £(0) =1, asi que se trata del semiplano derecho (abierto).

Consideremos ahora la restriccién de ¢ al semidisco superior, Q. La frontera dQ consiste en la semicircun-
ferencia superior y el intervalo (—1,1) del eje real. ¢ lleva la semicircunferencia a una parte del eje imaginario;
dado que ¢(-1) =0y £(i) = i, se trata de la parte positiva del eje imaginario: {iy: y>0}. Para -1 <x<1
tenemos que £(x) = (1+x)/(1—x) >0, luego ¢ lleva el diametro (—1,1) sobre la parte positiva del eje real. Por
tanto, la imagen del semidisco superior por ¢, que tiene que ser un subdominio del semiplano derecho por el
apartado anterior, sélo puede ser el primer cuadrante. m

Ejercicio 11. Determine la imagen por la transformacion lineal fraccionaria f(z) = % del siguiente dominio:

D={zeC: 0<Imz<m}.

SOLUCION. El dominio D esta delimitado por dos rectas paralelas, el eje real y la recta y = . Por tanto, f las
transformara en dos curvas que también forman angulo cero, siendo cada una de ellas recta o circunferencia.
Para x € R, es obvio que f(x) =1/x€RU{oo}. Puesto que el punto 0 no pertenece a la recta y =, su imagen
por f no puede ser una recta (ningin punto se va al o), asi que es una circunferencia. Esa circunferencia pasa
por 0= f(oco) y por f(m) =—i/nm. Ademas, es facil ver que la recta y = va al eje imaginario, asi que se sigue
que el intervalo desde 0 hasta —i/x es el diametro de la circunferencia; por tanto, se trata de la circunferencia
iiz: |z + ﬁl = ﬁ}. Se deduce de aqui que f(D) es el dominio acotado por el eje real y esta circunferencia, es
ecir:

i
z+—

fD)={z: o

1
>—, Imz<0}.
27

Transformaciones (aplicaciones) conformes en general

Teorema de la aplicaciéon (representacion, transformacion) conforme de Riemann. Sea Q un dominio
simplemente conexo en el plano tal que Q # C. Entonces existe, al menos, una funcién holomorfa y biyectiva
f: Q—D, donde D es el disco unidad.



Si ae€Q y, ademas, pedimos que f(a) =0 y f'(a) sea un nimero real y positivo (o de un argumento
prescrito) entonces tal aplicacion f es anica.

La prueba de este resultado fundamental es larga y requiere técnicas que no se han visto en este curso, por
ejemplo, las familias normales y problemas extremales. Suele desmotrarse en el curso de Variable Compleja Il.

Observaciones. (1) Si existe una aplicaciéon holomorfa y biyectiva de Q sobre D, entonces su inversa también
lo es, por el Teorema de la funcién inversa, luego la aplicacién es un homeomorfismo. Por tanto, Q tiene que
ser un dominio simplemente conexo para que tal transformacién exista.

(2) Q no puede ser todo el plano ya que, por el teorema de Liouville, no puede existir ninguna funcién
entera que lleve el plano al disco y que no sea constante.

(3) La unicidad no esta garantizada sin las hipétesis adicionales, asi que en varios ejemplos anteriores las
aplicaciones encontradas que llevaban un dominio a otro no eran (nicas; existen otras con esas caracteristicas.

Ejercicio 12. Encuentre una aplicacién holomorfa y biyectiva entre el dominio tipo “media luna’:

1 1
Q={z€C: lz| <1, |z——= >—}
2] 2

y la banda horizontal G={z€eC: 0<Imz < 1}.

SOLUCION. Para comenzar, el dominio Q es simplemente conexo y estd comprendido entre dos circunferencias
que se tocan en el punto z =1, siendo una de ellas la circunferencia unidad y la otra, la circunferencia interior C
de radio 1/2 centrada en el punto 1/2. El angulo entre ellas es cero ya que comparten la tangente en z=1 (que
es precisamente la recta x =1). Por tanto, una transformacién lineal fraccionaria que lleve el punto indicado al
oo transformara ambas circunfrencias en dos rectas paralelas y éste sera un buen punto de partida.

Consideremos, por ejemplo, la siguiente LFT:

z+1
S(z)=——.
z—1
Obviamente, esta transformacién cumple S(1) = oo, asi que nos sera atil. La transformacién S claramente lleva
los reales a los reales (mas el punto oo). Puesto que S preserva los angulos y la recta real es perpendicular a la
circunferencia unidad, T, se sigue que los conjuntos S(T) y S(R) =R también son perpendiculares. Concluimos
de aqui que S(T) es una recta perpendicular al eje real (una recta vertical), asi que, para identificarla, sélo
necesitamos conocer un punto en ella. Puesto que i € T y es facil ver que
sy L
()= i —1.

De aqui se sigue que S(T) es la recta vertical que pasa por —i, es decir, el eje imaginario.

Determinemos ahora la imagen por S de la circunferencia C de radio 1/2 centrada en el punto 1/2. Por el
mismo razonamiento que antes, se trata de una recta vertical. Como 0 € C, es la recta vertical que pasa por
S(0)=-1, o sea, es {ze C: Rez=—1}. Se sigue que la imagen de la regiéon Q por S es la banda vertical

B={zeC: —1<Rez<0}.
A continuacién aplicamos la traslacién 7(z) = z+1 para llevar la banda B sobre la banda

D={zeC: 0<Rez<1}.



Finalmente, multiplicamos por i = e™?/2 para rotar la banda D por un angulo de 7/2 y asi transformarla en la
banda deseada, G.

Recapitulando, hemos aplicado primero S, luego 7 y después la rotacién p(z) = iz para llevar Q sobre G,
asi que la aplicacién que buscamos es T =pot1oS, una composicién de tres aplicaciones lineales fraccionarias.
Como éstas forman un grupo, la transformacién T también es del mismo tipo. m

Ejercicio 13. Encuentre una aplicacién holomorfa y biyectiva del disco unidad sobre el semidisco superior:
Q={zeC:Imz>0, |z|]<1}.

SOLUCION. Basta encontrar una aplicacién analitica y biyectiva de Q sobre el disco y luego invertirla. En el
Ejercicio 10 vimos que la aplicacién £(z) = (1+z)/(1 — z) aplica Q sobre el primer cuadrante y es biyectiva. La
funcién f(z) = z? lleva el primer cuadrante al semiplano superior abierto, H (Ejercicio 5) y también es biyectiva.
Finalmente, la aplicacion de Mdbius S(z) = (z—1i)/(z+ i) transforma H sobre D y es biyectiva (Ejercicio 4).

Componiendo las tres aplicaciones, la funciéon F = So fo¢ transforma Q sobre D, es analitica y biyectiva,
asi que su inversa tendra las propiedades que buscamos. Ejercicio: escriba la férmula explicita para F~'. m

Ejercicio 14. Encuentre una aplicacién holomortfa y biyectiva del disco con un corte a lo largo del radio [0,1)
sobre el disco unidad.

SoLUCION. Como hemos visto en el ejercicio anterior, F = So fo/ (usando la misma notacién) transforma el
semidisco superior Q ={ze€C: Imz >0, |z| <1} sobre D. Sélo nos falta encontrar una aplicacién de D\ [0,1)
sobre Q para completar el proceso.

La transformacién lineal f(z) = —z (simetria respecto al origen) lleva D\ [0,1) sobre el dominio similar

E=D\[0,-1)={z€C: |z|] <1, —w<argz<m}

y un simple razonamiento parecido al del Ejercicio 6 nos muestra que la transformacién raiz cuadrada: g(z) = vz
se puede definir como funcién holomorfa e inyectiva en E y que lo transforma en

/3 /3
U:{zetE: lz] <1, ——<argz<—},
2 2

el semidisco derecho. La rotacién p(z) =iz transforma U en el semidisco superior Q. Por tanto, una transfor-
macién con las propiedades deseadas es

G=Fopogof=Sofofopogof:D\[0,1)—D. [ |

Automorfismos conformes del disco unidad. Sea a € D; es decir, |a| < 1. Consideremos la siguiente aplicacién
lineal fraccionaria:

ba2) =22 zec
@ 1-az’ '

Dicha funcion, restringida al disco unidad, se llama el automorfismo involucién del disco, por las razones que
se explicaran a continuacion.



Ejercicio 15. Sea a € D. Compruebe que la aplicacion analitica y biyectiva, f, del disco unidad, D, sobre si
mismo tal que f(a) =0 y f'(a) <0 cuya existencia y unicidad estan garantizadas por el Teorema de Riemann,
es precisamente f = ¢,.

SOLUCION. Sabiendo que tal f es (nica, sélo necesitamos comprobar que ¢, tiene todas las propiedades que
buscamos. Obviamente, ¢, es una transformacién de Mobius no constante y, por tanto, es inyectiva.
Observemos primero que, debido a la cancelacién del término 2Re{az}, tenemos que

la—zI*> |1-azl*—la—zI* 1+l|azl*—lal®*—|zI* (1-l|al®)(1-|z*)

1-lpa(@? =1 = — = — —
Iba(2)] |11-az|? |1-az|? |1 -az|? |[1-az|?

Dado que el denominador es positivo y 1—|al?> > 0, se sigue que
1pa(2)| <1 <= 1—|pa(2)]?>0e=1-21>>0 = |z| <.

Esto nos dice que ¢4(2) €D si y sélo si z € D; es decir, ¢p,(D) cD. (De la misma forma, puede verse que
¢a(T)=T, por ejemplo.)

Puede comprobarse directamente que ¢,(¢4(2)) = z. Es decir, ¢, es su propia inversa o lo que llamamos una
involucién. Por tanto, para cada w e D, el punto ¢p,(w) € D es su preimagen por ¢, asi que ¢, es suprayectiva:
¢u(D) =D.

Se comprueba mediante un calculo directo que, ademas, ¢4(a) =0y

1-lal®
(1-az)?

, 1-|al? 1
’ (,ba(a) = =

= - <0.
(1-lal?)? 1-lal?

Pl (2)=—

Por tanto, ¢, cumple todas las condiciones necesarias. m

Existen otros automorfismos del disco (aplicaciones holomorfas y biyectivas de D en D que son mas sencillos:
las rotaciones, p)(z) = Az, donde |A| = 1. Por tanto, toda transformacién de la forma

f(2) =Ada(2) = (proda)(2), lal<l, |AlI=1,

es un automorfismo del disco. Mas adelante veremos que no existe ningan otro automorfismo del disco. Los
automorfismos nos ayudan, entre otras cosas, a mover los puntos dentro del disco y asi conseguir no sélo una
transformacién conforme que lleve un dominio sobre el disco sino que ademas tenga un valor prescrito.

Ejercicio 16. Demuestre que, para dos puntos a, b € D cualesquiera pero distintos, existe un automorfismo f
del disco y un namero r, 0 <r <1, tales que f(a)=0y f(b)=r.

SoLUCION. Obviamente, cualquier automorfismo de la forma f(z) = Ap4(z) tendra la propiedad f(a) = 0.
Queda por encontrar un nimero A de médulo uno tal que f(b) = Ap4(b) = r. Esto es equivalente a A =r/¢4(b).
Observemos que ¢, es inyectiva y ¢, (a) =0, luego ¢, (b) # 0. Para que se cumpla la igualdad deseada, debemos
elegir r =1¢p,(b)| >0. m

Ejercicio 17. Sea Q ={z€ C: |Imz| < 1}. Encuentre una aplicacién f holomorfa y biyectiva del dominio Q sobre
el disco unidad D ={z: |z| <1} tal que f(0) =0 y f'(0) > 0. jCudntas aplicaciones existen con las propiedades
indicadas? Razone la respuesta.



SOLUCION. Geométricamente, Q) representa la banda horizontal abierta
{z=x+yi: xeR,-1<y<1}

y, por tanto, es un dominio simplemente conexo. El Teorema de la aplicacién conforme de Riemann garantiza
la existencia y unicidad de una aplicaciéon f con las propiedades exigidas. El problema se reduce a encontrar
una aplicacién con esas caracteristicas.

En general, cuando se desea transformar un dominio simplemente conexo Q en el disco D de manera que un
punto a € Q vaya al origen y que la derivada en a sea positiva, basta encontrar cualquier aplicaciéon conforme
f: Q—D tal que f(a) =0y luego multiplicarla por la constante apropiada de médulo uno (es decir, aplicarle
una rotacién) para que la derivada en el origen sea positiva, ya que las rotaciones transforman el disco sobre si
mismo. (En esta solucién, debido a la eleccién conveniente de la funcién f, ni siquiera va a ser necesario dar
ese altimo paso.)

Comenzamos transformando nuestra banda horizontal Q de anchura 2 en otra similar pero de anchura 7,
utilizando la trasnformacién g(z) = % z. Esta transforma Q sobre el dominio Q; = {w: [Imw| < 7/2}.

Luego utilizamos la funcién exponencial h(w) = e" para transformar Q; en el semiplano derecho

Qo ={(: Re( >0}.

Para justificar esto, basta recordar que ya hemos visto que la funcién inversa de h, una rama del logaritmo,
transforma Q, en Q; mediante la férmula log(re’’) =logr+it, siendo r >0y —7/2 < t < /2. (Alternativamente,
podemos considerar las imagenes por h de los intervalos verticales w=c+it, ceR, —m/2 <t <m/2 y ver que
son semicircunferencias en el semiplano derecho centradas en el origen, para llegar a la misma conclusién.)

Finalmente, utilizamos la transformacién de Mdbius T(() = (1-{)/(1+{) para transformar Q, sobre el disco
unidad D.

Es facil comprobar que las funciones g y T son univalentes en todo su dominio, mientras que la exponencial
h lo es en el dominio Q) que nos interesa. Por consiguiente, la composiciéon f = Tohog también es inyectiva

y analitica en Q y transforma Q sobre D:
enz/z -1

f(Z) = eT[Z/Z + 1 :
Se comprueba inmediatamente que f(0) =0. Asimismo,

nenz/z

(enz/Z + 1)2 :

fl(z) =

con lo cual f'(0) =m/4>0. Ahora ya sabemos que nuestra f es la aplicacién deseada.

Obviamente, existen otros procedimientos para llegar a la misma f mediante unas composiciones aparente-
mente mas complicadas, pero todas ellas tendran que coincidir, debido a la unicidad en el teorema de Riemann.
[ ]

Ejercicios de tipo combinado que involucran aplicaciones conformes y otros resultados

Ejercicio 18. Demuestre que todo automorfismo conforme de D (es decir, toda funcién holomorfa y biyectiva
de D sobre D) es de la forma f(z) = Ap,(2), donde |A|=1, aeD y ¢, es como antes.

10



SOLUCION. Dado que f es biyectiva, existe a € D tal que f(a) =0. Sea g = fo¢,. Entonces g€ # (D), g(D) =D
y g(0) = f(a) =0. Por tanto, g cumple las condiciones del Lema de Schwarz, asi que |g’(0)| < 1.

Al ser g la composicién de dos automorfismos del disco, también es un automorfismo, luego también lo es
g7 !, por el Teorema de la funcién inversa, y fija el origen. Aplicando el Lema de Schwarz a h = g1, por el
Teorema de la funcién inversa se sigue que

|h'(0)] =

<

1g'(0)]

’

asi que |g'(0)| = 1. Puesto que se cumple la igualdad en el Lema de Schwarz, g es una rotacién: g(z) = Az,
para cierto A con |A| =1y para todo z € D. Es decir, f(¢p4(2)) = Az para todo z € D. Recordando que ¢, es
una aplicacién biyectiva de D y una involucién y escribiendo w = ¢4(2), se sigue que f(w) = A¢p,(w) para todo
w €D, que es justo lo que queriamos demostrar. m

Ejercicio 19. Sea f una funcién holomorfa en el disco unidad D ={z: |z| <1} tal que Re f(z) >0 para todo
z€eD y, ademds, f(0)=1. Demuestre que

1+|z|
1-|z|

If(2)| < , zeD.

SOLUCION. La idea fundamental consiste en aplicar el Lema de Schwarz; la clave estd en hacerlo de forma
correcta. Esto se puede conseguir llevando el semiplano derecho Q = {w e C: Re w > 0} al disco unidad mediante
la aplicacién conocida T, dada por

1-w

T(w) = )
1+w

de modo que la funcién g=To f cumple las condiciones del lema de Schwarz:
1. g es analitica en D, al ser la composicién de dos funciones analiticas;
2. g(d)cD,yaque fDcQy TQ) cD;
3. g =T(f(0)=T1)=0.

Por lo tanto, |g(2)| < |z| para todo z € D; es decir,

1-f(2)
1+ f(2)

=z

Ahora despejamos esta desigualdad concuidado, utilizando la desigualdad triangular en C:
If@I-1=11-f(@)I=lzl- 11+ f(2| = |zI(1+]|f(2)]) = |z| +|z] - | f(2)].

Comparando la primera y la @ltima cantidad en esta cadena de desigualdades y agrupando los términos, obte-
nemos finalmente
(I-1zD1f (&) =1+]zl,

que es la desigualdad deseada. m
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Ejercicio 20. (a) Sea f € #(D) tal que f(0)=a y

a—f(z)

<1, VzeD.
1-af(2) z

1
f(Z)?fE,

Demuéstrese que
If' @) <1-lal’.

(b) Si fe #D), f(D)cD y f tiene un punto fijo p en D, Demuestre que entonces

‘p—f(O) _

) <|pl.

SoLUCION. Consideremos la funcién compuesta

a—f(2)

812) = palf (@) = {57

Esta nueva funcién obviamente esta bien definida y es holomorfa en D. Ademas cumple |g(z)| <1 para todo
z en D (por hipétesis) y g(0) = ¢q(f(0)) = pa(a) = 0. Podemos aplicar el Lema de Schwarz para concluir que
1g'(0)] < 1. El calculo directo nos muestra que

! Y £l Y ! __1—|a|2 ! _
g(0)=¢,(f(0)-f(0)=¢,(a) f(0)= —(l—aa)zf(m_

__ ')

1-|al?

y la afirmacién se sigue.

(b) Conviene definir F=¢po fog,, donde ¢, es el automorfismo involucién habitual: ¢, (z) = lp__;z. Esta

nueva funcién es holomorfa en D, lleva D en si mismo y cumple

F(0) = ¢ (f(d(0)) = dp(p) =0,

ya que f(p) = p por hipétesis. El Lema de Schwarz implica que |F(z)| < |z| para todo z € D. En particular,
cuando z = p tenemos que

lpp(FONI=1pp(f(dp(pNI=Ipl,

que es lo que queriamos demostrar. B

Preparado por

Dragan Vukoti¢, coordinador de la asignatura
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