Variable Compleja I, CURsoO 2014-15

(3° de Grado en Mateméticas y 4° de Doble Grado en Ing. Informatica y Matematicas)

HoJA 5 DE PROBLEMAS

Teorema de unicidad (principio de los ceros aislados)

1) Sea D el disco unidad. Demuestre que no hay ninguna funcion f € H(D) tal que
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2) Halle razonadamente todas las funciones holomorfas en el disco D(1;1) = {z: |z — 1] < 1}
y que alli satisfagan la condicion

n 1
-1
f(n—l—l) 2n? 4+ 2n+1

paran =2, 3, 4....

3) Demuestre que si f es holomorfa en D y

1
n
entonces f es idénticamente cero en D.

Sugerencia: Como f(0) = 0, entonces f(z) = 2"g(z) con g(z) holomorfa en D y ¢(0) # 0.
Compruebe que ésto es imposible.

4) Halle todas las funciones enteras tales que

a)
f(2) = f(2*), para todo z € C

b)
f(22) =2f(z), para todo z € C

5) Halle todas las funciones holomorfas en el disco unidad D que satisfacen

f(z%) = f(z) + 2 vy f(0)=0 (*)
Compruebe que no existe ninguna funcién entera que satisfaga (*).
6) * Sea o un ntimero irracional y ¢ = e*™®. Demuéstrese que las tinicas soluciones holomorfas

de la ecuacion funcional f(z) = f(gz) en la corona Q@ = {3 < [2| < 2} son las funciones
constantes.

7)* Demuestre que si f es holomorfa en el disco unidad y |f(z)| < 1 — |z| alli, entonces f = 0.
iPuede una funcion holomorfa satisfacer |f(z)| > 1/(1 — |z|) para |z| < 17



Teorema de Liouville. Estimaciones de Cauchy

8) Determine razonadamente todas las funciones enteras f (holomorfas en C) tales que

2015 |z|?
|f(2)] va lz| > 1.

9) Supongamos que f es entera. Demuestre las siguientes afirmaciones:

a) Si lim @ = 0 entonces f es constante.
Z—00

b) Si existe M > 0 tal que |f(z)] < M|z|* para todo z € C entonces f es un polinomio de
grado < 2 (de hecho un multiplo de 2?).
Ayuda: Se pueden usar las estimaciones integrales de Cauchy.

10) Demuestre que si a,b € Cy R > 0 es tal que |a| < R, |b] < R, entonces

1 )@= 1)
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(Ayuda: Fracciones simples.) Use esta formula para probar el Teorema de Liouville. (Ayuda:
Haga que R — c0.)

11) Si f es entera y cumple
|f(2)] < me?Fe

para todo z € C, demuestre que existe a € C tal que f(z) = ae®*.

12) Demuestre que si una funciéon entera f satisface

flz+1) = [f(2)
fz+1) = f(2)
para todo z € C, entonces f es una funciéon constante.

Sugerencia: Use el teorema de Liouville.

13) Demuestre las siguientes afirmaciones.
a) Si f es entera y |f(z)| > 1 para todo z € C, entonces f es constante.

b) Analogamente, si para algtin a € Cy r > 0 se tiene |f(z) —a| > r, para todo z € C, entonces
f es constante.

c) Concluya que si f es holomorfa en C y no constante, entonces, f(C) es denso en C.

Sugerencia: Considere la funcion g(z) = m y aplique el teorema de Liouville.



