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Examen extraordinario de junio, 2014-15

Apellidos, Nombre

D.N.I. Firma

IMPORTANTE: Se pide justificar todas las respuestas de manera clara y detallada, nombrando
y enunciando los teoremas y las fórmulas que se usen y mostrando el trabajo desarrollado.

Cada problema puntúa 2, 5.

1. (a) Calcule el valor de la integral ∫
|z|=1

z99 cos(1/z) dz

con orientación anti-horaria (positiva).



(b) Determine todas las funciones enteras f que cumplan |f(z)| ≥ 1 para todo z complejo.

(c) Sea f una funcion entera tal que f(x+2π) = f(x) para todo x ∈ R. ¿Es cierto que para
todo z ∈ C se cumple que f(z + 2π) = f(z)? Razone la respuesta, dando una prueba o un
contraejemplo.



2. Calcule la integral

I =

∫ ∞

−∞

cos x

(x2 + 1)2
dx ,

siguiendo los pasos indicados a continuación.

(a) Indique la función anaĺıtica apropiada que se debe integrar:

f(z) =

(b) Dibuje y describa el recinto (contorno, camino,. . . ) adecuado de integración.

(c) Justifique las acotaciones necesarias e indique los ĺımites pertinentes para las integrales
sobre los distintos trozos del recinto.



(d) Finalmente, calcule el valor de la integral I.



3. Encuentre una aplicación holomorfa y biyectiva del dominio

Ω1 = {z : Re z > 0 , |z| > 1}

sobre el primer cuadrante

Ω2 = {w : Rew > 0 , Imw > 0} ,

justificando los dibujos y las propiedades de las aplicaciones utilizadas.





4. Sea f una función holomorfa en el disco unidad D tal que f(0) = 0 y Re f(z) < 1. Demuestre
que:

|f(z)| ≤ 2|z|
1− |z|

y |f ′(0)| ≤ 2 .

Razone la respuesta.




