Variable Compleja I (CuRSO0 2022-23, Universidad Autbnoma
de Madrid)

Apuntes detallados, con ejemplos y ejercicios resueltos

Singularidades aisladas, series de Laurent y residuos

En esta entrega de apuntes estudiaremos las funciones que son holomorfas salvo en puntos ais-
lados (que se denominardn singularidades aisladas) y analizaremos los posibles comportamientos
cerca de esos puntos (en el sentido de la existencia del limite finito o infinito, acotacion, etc.). Ve-
remos también, aunque no tan detalladamente, los desarrollos en series centradas en esos puntos y
llamadas series de Laurent. Dichas series serdn distintas de las series de Taylor porque en lugar de
converger en un disco, serdn convergentes en una corona alrededor de alguna singularidad, al con-
tener potencias negativas.

De especial inerés serd una caracteristica numérica relacionada con cada singularidad aislada,
llamada residuo. El residuo de una funcién en una singularidad aislada, de nuevo, tendré relaciones
con ciertas integrales sobre curvas del mismo tipo ya visto antes y que tendrd multitud de aplicacio-
nes, tanto précticas (en diversos cédlculos) como tedricas (para deducir teoremas cualitativos). En la
entrega que viene a continuacion, veremos el sencillo pero importante Teorema de los residuos que
ha encontrado su uso en un sinfin de aplicaciones concretas en Andlisis, desde las series de Fourier
hasta la teoria analitica de numeros.

Singularidades aisladas. Clasificacién

En esta secci6n estableceremos un nexo entre la teoria de los ceros de funciones analiticas y los
teoremas de Cauchy y sus aplicaciones vistos antes. Como predmbulo de la teoria, empezaremos con
un resultado auxiliar, andlogo de una regla conocida de los cursos de Calculo.

La regla de UHépital para funciones analiticas. Conocemos varias versiones de la regla de LHopital
(UHospital) para las funciones reales de una variable real. Es conveniente saber que dicha regla no
es valida para las funciones complejas de una variable real, precisamente debido a los problemas
que surgen con algunas funciones exponenciales como las que aparecen en la férmula de Euler. Sin
embargo, la version bdsica sigue siendo cierta para las funciones holomorfas, esencialmente porque
tiene que ver con la propia definicion de la derivada compleja.

Proposicion 1 (Regla de L'Hopital para funciones analiticas). Sea Q0 un dominio, f, g€ A (Q) ya €
Q tales que f(a) = g(a) = 0. Si existe el limite (finito) lim,_, f'(z)/g'(z), entonces tambien existe
lim;—, f(2)/g(2) y 2 )

lim — = lim ——

z—a g(z) z—a g’(z) )



DEMOSTRACION. [J Consideramos primero el caso cuando g’(a) # 0. Por la definicion de la derivada
y las hipoétesis sobre [y g, obtenemos

f@)-f(a)

0@ e _f@_ @

@D-2@  o(@) iko(z)’
z—»a g(z) z—a % g (a) z—ag (2)

puesto que el dltimo limite obviamente existe y es finito (tanto cuando f’(a) # 0 como cuando f'(a) =
0).

Consideremos ahora el caso cuando g'(a) = 0. Puesto que existe limite finito lim,_., f'(z)/g'(z), se
sigue que f’(a) =0, asi que tanto f como g tienen en a un cero de orden mayor que uno. Si el orden
del cero de g en a es 2, entonces (por un teorema de los apuntes sobre los ceros de las funciones
analiticas) g(z) = (z — a)®G(z), con G € #(Q) y G(a) # 0, mientras que f(z) = (z— a)>F(z), con F €
A(Q). (No podemos afirmar que F(a) # 0 -y tampoco lo necesitaremos- porque el orden del cero
que tiene f en a podria ser superior y entonces F podria tener como factor otra potencia adicional
de z — a). Entonces

f’(z) — lm 2(z—a)F(z) + (z— a)’F'(2) ~ lm 2F(2)+(z—a)F'(z) _ Fla) — lm Flz) _ f(Z)
L g(z2) #=a2z-a)G@) +(z-a2G(z) ~a2G(@)+(z-a)G'(2) Gla) —aG(z) i g(z)’

Ahora se ve claramente como deberia continuar el andlisis si g tuviese un cero de orden mayor que 2
en z = a. Omitiremos los detalles. H

Ejemplo 1. Usando la Regla de L’Hopital dos veces seguidas, calculamos dos limites andlogos a los ya
conocidos de los cursos de Cdlculo:

 1-cosz . (1-cosz) , senz 1_ (senz) 1. <cosz 1
Iim——=lim—— =1lim =—1lim = —1lim =—,
z—0  z2 z—0  (z2)' z—0 2z 2z-0 Z/ 2z-0 1 2
.. . . 3 senz
El segundo limite conocido, obviamente, era lim,_.q =1.
z

Singularidades aisladas: definicion y tipos de singularidades. Vamos a estudiar los posibles com-
portamientos de una funcién holomorfa en un entorno agujereado de un punto.

Definicién. Diremos que una funcién f tiene una singularidad aislada en el punto z = a si f es ho-
lomorfa (analitica) en {z € Q: z # a}, siendo Q2 un conjunto abierto que contiene al punto a. Puesto
que cada dominio contiene un disco abierto y cada disco abierto es un dominio, esto es equivalente
ala condicién de que f sea holomorfa en un disco agujereado D*(a;R) = D(a; R)\{a} ={z€C: 0<
|z—al < R}.

Existen tres posibilidades en cuanto al comportamiento de f cerca de la singularidad aisladaen z = a:
(1) f estd acotada en algin disco agujereado D*(a;r), donde 0 < r < R.
(2) lim,_, f(z) = co (en otras palabras, lim,_., | f(z)| = +00);
(3) no se cumple ninguna de las condiciones (1) y (2).

Definicién. En el caso (1) diremos que f tiene una singularidad evitable en z = a, en el caso (2), que
tiene un polo en el punto ay, en el caso (3), que f tiene una singularidad esencial en a.
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Existen numerosos ejemplos de cada una de las tres situaciones en la definicién anterior. Los
iremos dando a continuacion, mientras estemos analizando cada uno de los posibles casos.

Singularidades evitables. El término “singularidad evitable” se justificard en breve.

Ejemplo 2. (a) Debido a la cancelacién, es obvio que la funcion

z%—4

f@= z+2

es igual a z—2 cuando z # —2. Puesto que z— 2 tiene limite finito cuando z — -2, f estd acotada en un
entorno agujereado de dicho punto y, por tanto, tiene una singularidad evitable en z = 2.

(b) Un ejemplo algo menos obvio: lo mismo sucede con la funcién

sen®z
8(2)=—
z

ya quelim,_. g(z) = 1, como se desprende del valor de uno de los limites en el Ejemplo 1.

Teorema 1 (Teorema de la singularidad evitable de Riemann). Sea f holomorfa en un disco agujereado
D*(a;r). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(@) f estd acotada en D*(a;r);

(b) Existe el limite finito L =1im,_., f(2z) y, ademds, la extension continua de f al disco D(a;r):

f(z) _ { f(z), sizeD*(a;r),

L, siz=a

es, de hecho, holomorfa en D(a;r).

DEMOSTRACION. [] Es obvio que (b)=(a), asi que s6lo necesitamos demostrar que (a)=(b).
La clave de la demostracion estd en definir la siguiente funcion:

g(z) = { (z—a)?f(z), sizeD*(a;r),
0, siz=a
Por hipétesis, f tiene una singularidad aislada en z = a, asi que existe una constante M tal que | f(z)| <
M para todo z € D*(a;r). Por tanto, para todo z € D*(a; r) se cumple |(z — a) f(z)| < M|z — al, lo cual
implica que lim,_ ,(z — a) f(z) = 0. Luego existe
g'(a) = lim 8280 _

lim(z—a)f(z) =0.
—a zZ—a z—a
Puesto que, por hipétesis, g tiene derivada en todos los puntos de D*(a;r), esto demuestra que
g € A (D(a;r)). Por la definicién de g, también sabemos que g(a) = 0, asi que g tiene un cero de
multiplicidad, al menos, dos en z = a. Por un teorema de los apuntes sobre los ceros de las funciones
analiticas, se sigue que existe una funcién h € #(D(a;r)) tal que g(z) = (z—a)?h(z) en D(a; r). (Segin

dicho teorema, si z = a es un cero doble de g, tendremos h(a) # 0y sino es un cero de orden superior,
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h tendra algtn factor adicional (z — a)™ pero eso no sera relevante para nuestra prueba ya que nos
basta con tener el factor cuadratico.) Puesto que se cumple

(z—a)’f(z)=g(2) = (z—a)*h(z), VzeD*(ar),

se sigue que f(z) = h(z) para todo z € D*(a;r). Dado que h € #(D(a; 1)), se sigue que h es continua
en z = ay, por tanto, existe lim,_., h(z) = h(a) = L. Puesto que f coincide con h en todo el disco
agujereado D*(a;r), también se tiene lim,_., f(z) = lim,_., h(z) = L. Esto demuestra que f = hen
D(a;r), asi que fe JC(D(a;r)). 1

Observacion. Gracias al Teorema 1, una funcién que es holomorfa en un dominio Q, salvo en un pun-
to a € Q donde tiene una singularidad evitable, puede extenderse hasta una funcién holomorfa en
todo Q, definiendo sus valores en las singularidades adecuadamente. Por tanto, puede considerarse
-a todos los efectos- como una funcién holomorfa en todo Q. Lo mismo ocurre con una funcién con
una cantidad finita de singularidades evitables en (2, ya que se pueden considerar entornos agujerea-
dos de cada singularidad de manera que sean disjuntos dos a dos, con lo cual no habra problemas
para definir la extension.

Ejercicio 1. Sea T = {z € C: |z| = 1} la circunferencia unidad, con orientacién positiva. Calctilese el

valor exacto de la integral 1—cosz
— Qs dz.
T Z
. ., l—cosz . . . . .
SoLucION. [ La funcion ——— tiene en z = 0 una singularidad evitable, ya que del Ejemplo 1
z

sabemos que _ 1-cosz 1

lim ———=-.

z—0 z2 2

Por tanto, aplicando el Teorema de la singularidad evitable de Riemann y dando a la funcién el valor
1/2 en el origen, podemos extender f hasta una funcién entera. Segin el Teorema Integral de Cauchy,
dado que T es una curva simple, cerrada y suave en el plano, la integral es igual a cero. B

Polos. Analizaremos ahora el comportamiento de una funcién analitica cerca de un polo y establece-
remos ciertas relaciones con los ceros de funciones analiticas.

jemplo 3. Las funciones Z2-2 cosz
f(2) = (

z—1)2’ gle)=ctgz= senz

tienen polos, respectivamente, en z =1 y en z = 0. Obsérvese que no hay cancelaciones en la fraccion
que representa la funcion f.

La funcién f no tiene otros polos. Sin embargo, la funcion g tiene una cantidad infinita numerable
de polos. Se trata de los puntos z, = nn, n € Z, que son los tinicos ceros de la funcién entera seno, como
ya sabemos de otras entregas de apuntes y de las hojas de ejercicios.



Proposicion 2. Si una funcion f, holomorfa en un entorno agujereado D* (a; R) del punto z = a, tiene

un polo en z = a, entonces puede escribirse como
floy=—2_
(z—a)™
para un tinico niimero natural m, donde F es analitica en un disco D* (a; p), con0< p <Ry F(a) #0.
Ademdis, el indice m que aparece en la formula es el tinico m € N tal quelim,_. ,(z— a)™ f (z) existe
como limite finito no nulo, porque para los valores n < m se tiene quelim,_.,(z— a)" f(z) = oo y para

los naturales n > m se cumplelim,_.,(z— a)" f(z) = 0.

DEMOSTRACION. [] Segtin la definicién de un polo, sabemos que lim,_., f(z) = co. Obviamente, f # 0
en D*(a; R); entonces sabemos de los apuntes anteriores que los ceros de f en D*(a; R) son aislados:
forman un conjunto, como mucho, numerable y no pueden acumularse dentro de D* (a; R). Tampoco
pueden acumularse en z = a: si hubiera una sucesion (z,), tal que lim,_.., z, = ay f(z,) =0, enton-
ces lim,_., f(z) = co no se cumpliria. Por tanto, podemos encontrar un entorno agujereado D* (a;r),
con 0 < r <R, tal que f(z) # 0 para todo z € D*(a;r). Podemos definir entonces la funcién g = 1/f,
que serd holomorfa en D*(a; r) y, ademads, tendré la propiedad de que
I 8 =
Por el Teorema 1 de Riemann, g tiene una singularidad evitable en z = a y su extensién holomorfa,
a la que (abusando de notaciéon) también llamaremos g, tiene un cero en z = a. Por la factorizacion
vista en la entrega anterior de apuntes, g(z) = (z — a)" h(z), para cierta funciéon h € #(D(a;r)) con
h(a) # 0. Por la continuidad de £, ésta no se anula en algin disco (D(a;r)) con 0 < p < R. Finalmente,
en D*(a; p) se cumple la igualdad
1 1 F(2)

1O= e~ @~ e-ar
parala funcién F = 1/h € #€(D(a; p)); obviamente, F(a) # 0.

De la féormula anterior para f, es inmediato que para n < m se tiene que
. . F(z)
lim(z—a)" f(z) = lim ———— =00
z—a z—a(z—aq)ymn
y para los n > m se cumple

ii_r}}l(z—a)”f(z)ziin;(z—a)"_mF(z):0. [

Definicion. El nimero m al que se refiere la Proposicién 2 se denomina el orden del polo z = a. Si
m = 1, hablamos de un polo simple en z = a 'y si m = 2, de un polo doble.

Ejemplo 4. La funcion g del Ejemplo 3 tiene un polo simple en z = 0 puesto que

lin(l)zg(z):lim -cosz=1-cos0=1.
z—

z—0senz
La funcion [ del mismo ejemplo tiene un polo doble en z =1, ya que
lim (z - 1)?f(2) = lin}(zz —2)=-1#0,00.
zZ— zZ—

Obsérvese que lim,_., (z — 1) f(z) = oo, mientras que lim,_.,(z—1)" f(z) =0, para n > 2.



e
Ejercicio 2. Determine las singularidades aisladas de la funcién f(z) = cosa_1 situadas dentro de la
cosz

circunferenciay ={z: |z—6| = 1}.

SoLUCION. [ (a) Las unicas singularidades de f son aquellos puntos en los que cos z = 1. Se trata de
los puntos z, = 2nn, n € Z; es facil encontrarlos aplicando las técnicas conocidas de los ejercios de
temas anteriores.

En efecto, la ecuacién cosz = 1 significa que e’ + ™% = 2, es decir, €2’ + 1 = 2¢'%. La sustitucién
w = e’ nos da la ecuacién cuadratica w? + 1 = 2w cuya tnica solucién es w = 1, es decir: e’ = 1 y eso
nos lleva a la conclusién deseada como en varios ejercicios vistos con anterioridad.

Puesto que e?™" # (0 para cada n € Z, es evidente que lim,_.,,, f(z) = oo, para cada n € Z. Por tanto,
todas las singularidades son aisladas y todas son polos.

De todos estos puntos z,, n € Z, s6lo z; = 2r estd dentro de la circunferencia y. En efecto, |27 — 6] < 1.

Para n = 2, es inmediato que [27n —6| = 2nn—-6 = 47— 6 > 1, mientras que para n <0, n = —m,
meNuU{0}, luego |2nrn—6| =|-21m—6| =21m+6 =6 > 1. Por tanto, el tinico polo a tener en cuenta
es z; =27.

Singularidades esenciales. Comenzaremos con un ejemplo.

Ejemplo 5. La funcién e''? tiene en z = 0 una singularidad esencial, ya que no estd acotada en ningiin
entorno del origen ni tampoco tiende al infinito cuando z — 0. Por ejemplo:

= Lasucesion z, =1/n— 0y f(z,) = e" — oo cuando n — oco.

n

» Lasucesion(, =-1/n— 0 pero f((,) =e " — 0 cuando n — oo.

2nni — 1 _,

» La sucesion wy, = 1/(2nni) también tiende a0 cuando n — oo, sin embargo, f(wy,) = e
1.

Resulta que este comportamiento es tipico de una funcién analitica (holomorfa) cerca de una
singularidad esencial. Lo afirma el siguiente resultado.

Teorema 2. (Teorema de Casorati-Weierstrass). Si | tiene en z = a una singularidad esencial, entonces
para todo w € C U {oo} existe una sucesion (z,), tal que z, # a,lim, ..oz, = a y lim, . f(z,) = w.

DEMOSTRACION. [ Partimos de la hipétesis que f € #(D*(a; R)) para cierto R > 0.

Consideremos primero el caso w = oco. Puesto que z = a no es una singularidad evitable de f, la
funcién no puede estar acotada en ningtin entorno agujereado del punto a. En particular, existe z; €
D*(a; R) tal que | f(z1)| > 1. Por la misma razdn, existe z € D*(a; g) tal que |f(z2)| > 2. Continuando
inductivamente, para cada n € N obtenemos la existencia de un punto z,, € D*(a; %) tal que | f(z,)| >
n. Evidentemente, lim; .oz, = ay lim,_. f(z,) = oco.

Veamos ahora el caso de un punto w € C. Si existe una sucesion de puntos (z,), tal que z, # a,
z, — aYy, de hecho, f(z,) = w para cada n, el resultado se sigue trivialmente. Si no existe tal sucesion,
entonces existe un entorno agujereado D*(a;r) de a, con 0 < r < R, donde f no toma el valor w. En
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este caso, la funciéon g = ﬁ es holomorfa en D*(a;r) y, por tanto, tiene una singularidad aislada en

z = a. Ademis, en el mismo entorno agujereado tenemos la identidad f = w + =.

Si la singularidad aislada de g en a fuese evitable con lim,_., g(z) = 0, tendriamos lim,_., f(z) =
o0 Y, por tanto, a seria un polo de f, contrario a nuestra hipétesis. Si la singularidad aislada de g
en a fuese evitable con lim,_., g(z) # 0, entonces existiria el limite finito lim,_., f(z) y a seria una
singularidad evitable de f, lo cual tampoco es posible. S6lo queda la opcién de que z = a sea una
singularidad esencial de g. Entonces, por la primera parte de la demostracion, existe una sucesion
infinita de puntos z,, € D*(a; R) tal que lim,_.o, 2, = ay lim,_., g(z,) = co. Entonces, de nuevo por
la relacion entre fy g, se sigue que, para la misma sucesion se satisface lim,_.o, f(z,) = w, que es lo
que queriamos demostrar. ll

Finalmente, conviene advertir que no toda singularidad es una singularidad aislada, como nos
muestra el siguiente ejemplo.

1
Ejemplo 6. La funcién f(z) = ” tiene una singularidad aislada en cada uno de los puntos z, = %

Y/
. n Z e
ya que el denominador se anula en z, y el numerador no. Por tanto, lim,, ., f(z) = oo y cada z, es

un polo. Sin embargo, z = 0 es otra singularidad dado que la funcion no estd definida alli, pero no es
aislada: puesto que lim,,_., z,, = 0, no existe ningtin R > 0 tal que f sea holomorfa en D* (0; R).

Series de Laurent

El teorema que enunciamos a continuacion fue demostrado en 1842 por el matematico e ingeniero
militar francés Pierre Alphonse Laurent (1813-1854), cuyo nombre se pronuncia aproximadamente
como Loran en castellano. El resultado ya se encontraba en 1841 en los cuadernos de Miinster del
“padre del andlisis moderno”, el gran matemaético alemdn Karl T.W. Weierstrass (1815-1897) pero esas
notas no se llegaron a publicar hasta 1894.

Teorema 3. Si f es holomorfa en la corona{z : r <|z—al <R}, con0 < r < R < +o0, entonces se puede
desarrollar en serie doble de la forma

o0

f@= ) culz-a)"

n=—oo

que converge absoluta y uniformemente en cada circunferenciaC, ={z€C: |z—al=p},r <p <R. Los
coeficientes cy, son unicos y vienen dados por la formula

1
Cp= f f(Z) dz ne’z.
27

Cp (Z_a)n+1 ’

Definicion. Esta serie se denomina la serie de Laurent de f en la corona {z : r < |z — a| < R}. La parte
de la suma con los indices negativos:

-1

Y. cpz—a)"

n=—oo



se denomina la parte principal de la serie de Laurent.

Observaciones. (1) La convergencia (puntual, absoluta, uniforme) de una serie doble, } 52 __ f1(2)
debe entenderse como sigue: simplemente, para la convergencia (de cualquier tipo mencionado) de
una serie asi, ha de exigirse el mismo tipo de convergencia de ambas series:

Y. a2y Z fn2) = lim Z fn(2).
n=0

n=-—00

(2) Se admiten todos los tipos posibles de coronas como, por ejemplo,
{z:1<|z—a| <2}, {z:0<|z—a| <1}, {z:1<|z—al <+o0},

entre otras. Veremos algunos ejemplos a continuacion.

(3) No daremos ninguna demostracion del Teorema 3. S6lo nos limitamos a indicar que la prueba
se sigue de una versién de la Férmula integral de Cauchy para “curvas” compuestas por dos circun-
ferencias, una dentro de otra.

(4) Es importante notar que en la férmula para el coeficiente c;, la integral no depende de p mien-

tras r < p < R, esto es
f(2) f(2
medzzj;smdz, r<p<s<R.

(5) En la préctica, en lugar de usar la férmula integral para calcular los coeficientes c¢,, usaremos
los desarrollos conocidos de varias funciones elementales en serie de Taylor para obtener los desa-
rrollos de Laurent de otras funciones relacionadas.

He aqui un ejemplo de desarrollo en serie de Laurent de una funcién holomorfa en una corona,
usando s6lo la férmula conocida para la serie geométrica.

Ejercicio 3. La funcion
1
Z)=————
/@ (z-1(z-2)
tiene un polo simple en z = 1 y otro en z = 2 y es holomorfa en el resto del plano, es decir, en C\ {1,2}.
Halle el desarrollo de f en serie de Laurent en la corona {z : 1 < |z| < 2}.

SOLUCION. [JUsando fracciones simples, obtenemos primero:
1 1 1 1 1 1 1
(z-D(z-2) z-2 z-1 21-% z1-1’

donde la ultima igualdad se ha escrito porque, en la corona considerada, |z/2| <1y |1/z| <1, lo cual
nos permitird desarrollos en potencias de z/2 y de 1/z basados en la serie geométrica. Obtenemos,
pues, para esos valores:

1 B 12()11 1§(1)”_ x Z" i 1 1 1 1 1 z 2
(z-1(z-2) 245 = S gontl Landl T g3 2 2 02 4008 T
siendo la parte principal de la serie — Y7 an =..— % - ZLZ - % |




Un caso especial y muy importante es el caso r =0, cuando f es holomorfa en una corona {z : 0 <
|z—al < R}, con 0 < R < +oo0Yy, por tanto, tiene en z = a una singularidad aislada. Noétese que el caso
de la serie obtenida en el Ejercicio 3 era distinto.

Teorema 4. Para las coronas de tipo {z : 0 < |z— a| < R}, la forma que tiene la serie de Laurent indica el
tipo de singularidad aislada, segtin la siguiente clasificacion:

= Cuando z = a es una singularidad evitable, la parte principal es nula:c_; = c_, = ... =0. En otras
palabras, la serie de Laurent coincide con la serie de Taylor de la funcién extendida (la que coin-
cide con f y tiene en el origen el valor lim,_., f (z), que existe por el Teorema de la singularidad
evitable de Riemann). Dicha serie converge en todo el disco D(a; R).

= Cuando z = a es un polo de f de orden m, f(z) = F(z)/(z—a)™ en D*(a; R), con f € #(D(a; R))
y F(a) # 0. Escribiendo F(z) = ag + a1(z— a) + ax(z — a)* + ..., vemos que la parte principal de la
serie de Laurent de [ se reduce a la suma finita y-l mCn(z—a)", siendo c_,, = ap =lim,_4(z -
a)" f(z) #0.

» Cuando z = a es una singularidad esencial de f, la parte principal de la serie de Laurent tiene
infinitos términos no nulos (por la eliminacion de los dos casos anteriores). Puede que todos sean
no nulos o sélo algunos de ellos pero habrd una cantidad infinita de términos no nulos.

Veamos ahora unos ejemplos que ilustran cada uno de los casos posibles.

Ejemplo 7. Como ya sabemos, la funcion f(z) = *2* tiene en z = 0 una singularidad evitable y, por
tanto, puede considerarse como una funcion entera (definiendo que sea 1 su valor en el origen). Su
serie de Laurent en la corona {z : 0 < |z| < +0o0} se obtiene, simplemente, dividiendo la serie de Taylor

de la funcion seno en el plano por z en dicha corona:

3 5 7

senz Z— g tEg—S+... 22zt 25
- -2 2 2 z#o0.
z z 3t 5 7

Evidentemente, la serie de potencias obtenida a la derecha converge en todo el plano. La convergencia
es uniforme en cada circunferencia centrada en el origen.

Ejemplo 8. La funcion f(z) = *3* tiene en z = 0 un polo doble, ya que la funcion 7% f(2) = 22 tiene
limite finito y no nulo (de hecho, el limite es uno) cuando z — 0. De nuevo, dividiendo la serie de Taylor
de la funcién seno en el plano por z° en dicha corona, obtenemos

Z—%-I—%—%-l—... 1 1 z2 z4
3 ===t — -t
z z= 3! 5 7

La serie de Laurent obtenida converge en el plano agujereado C \ {0}, siendo la convergencia uniforme
en subconjunto compacto.



Ejemplo 9. La serie de Laurent de f (z) = e3'#

exponencial:

seobtiene fdacilmente del desarrollo de Taylor de la funcion

[e°] n
w

ew: —' ,
n=o N!

convergente absolutamente para todo w complejo y uniformemente en cada subconjunto compacto
del plano. Sustituyendo w = 3/ z, se obtiene una serie en z (la serie de Laurent):

f(z)—eg/z—ozo: AN U R T
= nlzh z 2z%2 278 8z* T

convergente en todo z # 0 (es decir, en la “corona” {z : 0 < |z| < +oo}. Obviamente, la parte principal
tiene infinitos términos no nulos y se trata de una singularidad esencial en z = 0 (como ya sabemos del
Ejemplo 5, donde aparece una funcién muy similar). La convergencia de la serie de Laurant obtenida
es uniforme en cada circunferencia centrada en el origen.

Ejercicio 4. La funcion
T@=2z0
tiene un polo simple en z = 0; también tiene otro en z = 1. Halle los desarrollos de f en serie de Laurent
en cada una de las siguientes coronas
(a){z:0<|z|<1};
(b) {z:0<|z—1|<1}.

SoLUCION. [J La serie de Laurent de f en la corona {z : 0 < |z| < 1} puede obtenerse a partir del
desarrollo de la serie geométrica, convergente en el disco unidad:

1 1 1& X 1
=— :——Zz”:—Zz”_lz———l—z—zz—...,
z(z—1) z(1-2) n=0 n=0 Z

V4

siendo la parte principal simplemente —%. La convergencia es uniforme y absoluta en cada circunfe-
rencia centrada en el origen y contenida en este dominio.

La serie de Laurent de la misma funcion en la corona {z : 0 < |z — 1| < 1}, donde f también es holo-
morfa, puede obtenerse mediante un procedimiento similar, usando también una serie geométrica
pero buscando el desarrollo en potencias de z — 1:

1 1 1 1 1 1 &
_ = -D*z-1)"
z(z—1) z=11+(z-1) z-11-(=(z-1)) Z—ln;o( ey

-D"z-D"1t= Y (D" z-D1",

n=0 m=-1

siendo la parte principal ﬁ La serie obviamente converge cuando |z—1| < 1, por las propiedades de
las series geométricas (o por el Teorema 3).
Como vemos, en ambos casos se trata de polos simples y, por tanto, la parte principal de cada serie

de Laurent sélo tiene un término: en un caso, el término con % y en el otro, el término con % [ |
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Por supuesto, también existe un desarrollo de Laurent de la funcién del Ejercicio 4 en la corona
no acotada {z : 1 < |z| < +o0o}. Lo dejamos como ejercicio.

Sugerencia: conviene usar de nuevo la serie geométrica, esta vez teniendo en cuenta que cada
punto z en la corona indicada satisface la condicién |z| < 1, lo cual es equivalente a una condicién
que nos conviene: |%| <1

Ejercicio 5. La funcion

tiene un polo doble en z = 0. Halle el desarrollo de f en serie de Laurent en la corona {z : 0<|z—1| <
+o00}.

SoLucION. [JPuesto que necesitamos potencias de z— 1, las creamos usando manipulaciones alge-
braicas simples: 2 1+(z-1) 1 1
f@)= 2~ 2 - 2 T
(z—1) (z—1) (z—1)=> z-1
Como se puede ver, en la serie de Laurent de f, la parte de serie de potencias es nula y la parte prin-
cipal tiene dos términos (la serie de Laurent coincide con su parte principal). B

Ejercicio 6. Escriba los primeros términos del desarrollo de la funcion
1
f(z) =zsen ——
z—1

en serie de Laurent en la corona {z : 0 < |z— 1| < +oo}. Discutir el tipo de singularidad aislada en z = 1.

SOLUCION. [JObtendremos la serie de Laurent deseada a partir del desarrollo de la funcién seno en
serie de Taylor:
Y 5 wS W

senw=w-——+—-——-+...,
3r 5 7

1
convergente para todo w: |w| < +oo. Sustituyendo w = P obtenemos

1 1 1 1 1
sen = — + - +...,
z—1 z-1 3Y(z-13 54 z-1° 7(z-1)

1
convergente para ‘—1' < +o0; esto es, para 0 < |z — 1| < +oo. Finalmente, multiplicando por z=1 +
Z —_—

(z—1), obtenemos la serie deseada (después de multiplicar y reordenar los términos por potencias):

1 1 1 1
z) = [1+(z—-1 - + - +...
1@ [1+( ) (z—l 3(z-1)3 5l(z-1> 7N(z-1)7
1 1 1 1 1 1 1
= - + - +ot 1 + - +.
z—1 34 (z-13 5l(z-1° 7(z-1) 3(z—12 5l(z-1D* 7(z-1)8
o] 1 1 1 1

- - + +
z—1 3Y(z-12 3l(z-1)3 5!l(z—-1)* 5!l(z—1)°

La parte principal tiene infinitos términos y, por tanto, la singularidad en z =1 es esencial. il
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Residuos: definicion y calculo

Residuos: definicién. Veremos ahora un concepto importante relacionado con el comportamiento
de una funcién cerca de su singularidad aislada.

Consideremos una funcién f € #(D*(a;R)), R>0.Si0 < r < Ry C, denota a la circunferencia
{ze C: |z—al =r} con orientacion positiva, entonces la integral

1
Py fc r flr)dz

no depende del valor de r € (0, R). De hecho, es igual al coeficiente c_; en el desarrollo de f en serie
de Laurent en la corona D*(a; R).

Definicion. El valor constante de las integrales de arriba se denomina el residuo de f en z = a y suele
denotarse como Res(f’; a).

Observaciéon. Cuando z = a es una singularidad evitable de f, entonces fcp f(z)dz = 0 debido al
Teorema integral de Cauchy y, por lo tanto, Res(f;a) = 0. En el caso de un polo o una singularidad
esencial, el residuo puede ser no nulo. Veamos un par de ejemplos, basdndonos en los desarrollos de
Laurent hallados previamente.

Ejemplo 10. Consideremos de nuevo la funcion f(z) = ﬁ del Ejercicio 4, con un polo simple en

z=0. Seguin la formula de arriba, vemos que Res(f;0) = c_; = —1.
Asimismo, para la funcién e3'* y su singularidad esencial en el origen, considerando la serie de
Laurentde f calculada en el Ejemplo 9, obtenemos Res(f;0) = c_; =3.

1
Ejemplo 11. Consideremos de nuevo la funcion f(z) = zsen p— del Ejercicio 6, con una singularidad
Z f—

esencial en z = 1. Como se puede ver de su desarrollo de Laurent, el residuo en dicha singularidad es
Res(f;1) =c_; =1.

Se plantea la siguiente pregunta natural: ;cémo calcular el residuo, por ejemplo, en un polo cuan-
do no conocemos el desarrollo en serie de Laurent (o cuando éste requiere bastante trabajo)?

El siguiente resultado nos dird que, para calcular el residuo de una funcién de la forma f(z) =
%, con F holomorfa en un entorno agujereado de a y F(a) # 0, esencialmente hay que “quitar el
denominador” y evaluar en a, quedando Res(f;a) = F(a). Por tanto, el célculo del residuo es muy
facil para un polo simple. Para un polo de orden superior, el cdlculo se complica un poco, ya que hay

que involucrar las derivadas.

Proposicion 3 (Férmulas para el residuo en un polo). Si z = a es un polo simple de f, entonces
Res(f;a) = ;incll(z— a)f(z).

Si a es un polo doble, entonces ) 9 ,
Res(f;a) = lim[(z—a)" f(2)]".

Mds generalmente, si es un polo de orden m, entonces
m-1

Res(f;a) = ! lim d [(z—a)" f(2)].

(m-1!z—adzm1

12



DEMOSTRACION. [J La demostracion para un polo simple es inmediata. Al ser z = a un polo simple
de f, ésta se puede escribir en un entorno agujereado D*(a; R) del punto a como f(z) = %, con
F € #(D(a; R)), segun la Proposicion 2. Sea 0 < r < R. La definicién del residuo y la Férmula integral
de Cauchy implican inmediatamente que
1 1 F(2)
Res(f;a) = — 2)dz=——
fia=5: | 12 .

2niJc, z—a

dz=F(a) :ifL%F(Z) :iiircll(z—a)f(z).

En el caso de un polo de orden m, todo es similar: en un entorno agujereado D*(a; R) del punto a

tenemos que f(z) = (Zli (5)),%, con F € #(D(a; R)) y, por la Férmula integral de Cauchy para la derivada

de orden m — 1, obtenemos

—1)!
Res(f;a) = Lf F@de= 1-[ F@ , 1 (m -Hf F@
27i Jo, 2ni Je, (z—a)™ (m-1)! 2mi ¢ (z—a)™
O lim F V() = — " 1fm an (z—a)"f(2)]. W
(m-1)! (m-1)!z—a (m-1)!z—a dzm-1 :

Ejemplo 12. El residuo en el polo simple z =0 de la funcién g del Ejemplo 3 es

Res(g;0) =lim zg(z) = lim -cosz = lim -limcosz=1.
z—0 z—0senz z—0senz z—0

El residuo en el polo doble z = 1 de la funcion f del Ejemplo 3 es

Res(f;1) = lim[(z—1)*f(2)]’ = lim(z* -2)' =lim2z = 2.
z—1 z—1 z—1

Teorema de los residuos y sus aplicaciones

El Teorema de los residuos tiene numerosas aplicaciones en Andlisis en general. Aqui nos centra-
remos en las aplicaciones cuantitativas al cdlculo de integrales. Debido a la falta de tiempo, nuestra
seleccion serd muy limitada. De hecho, la mayor parte de los ejemplos se dejan para una segunda
lectura (posterior al examen final).

Teorema de los residuos. Algunas aplicaciones directas

Teorema de los residuos. ;C6mo integrar a lo largo de un contorno una funcién con varias singulari-
dades aisladas dentro de dicho contorno? La respuesta viene dada por el siguiente resultado funda-
mental.

Teorema 5 (Teorema de los residuos). Sea Q2 un dominioy y un contorno contenido en (), junto con su
dominio interior, Din:(y). Sea f una funcién analitica en Q, salvo en las singularidades aisladas a,, a;,
..., Qp, todas ellas contenidas en Diy(y). Entonces

1 n
%fyf(z)dz— kglRes(f,ak).
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Observacion. La formula integral de Cauchy constituye el caso especial n = 1 de este teorema (un po-
lo simple), mientras que la féormula de Cauchy generalizada para la derivada de orden n corresponde
al caso de un polo de orden mayor que uno.

DEMOSTRACION. Basta rodear cada singularidad a; mediante una circunferencia Cy de radio peque-
fio (para que los discos cerrados correspondientes estén contenidos en () y sean disjuntos). Ilustra-
mos la prueba en el dibujo para el caso de dos singularidades.

La demostracion sigue exactamente la misma idea que una proposicion de los apuntes sobre el
teorema de Cauchy, con un contorno y dentro de otro, I'. También divideremos el dominio entre
ambas curvas en dos dominios, esta vez usando n + 1 segmentos (que, en el caso n = 2 representado
en el dibujo, son tres: I, J y K), obteniendo dos contornos, uno superior y otro inferior. La integral
a lo largo de cada uno de los contornos es cero y, debido a las cancelaciones de las integrales en
direcciones opuestas (la integral sobre I y sobre I~, etc.), resulta que

n
ff(Z)dZ+Zf f(2)dz=0
Y k=1JC;

y, por tanto,

ff(z) dz=) | f(z)dz=2mi) Res(f;ax). [ ]
Y k=1

k=1YCk

Célculo de ciertas integrales complejas usando el Teorema de los residuos. Veremos primero unos
ejemplos de aplicaciéon directa del Teorema 5.

Ejercicio 7. Siendo T la circunferencia unidad con la orientacion positiva, calcule [} ed%dz.

SOLUCION. [ Obviamente, z = 0 es la tinica singularidad aislada de f(z) = €% en el plano. Ya sabe-

mos del Ejemplo 9 que Res(e'%;0) = 3. Por el Teorema de los residuos, obtenemos que

feslzdz:Gm'. [ |
T
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1
Ejercicio 8. Dada la funcion f(z) = cosz_1 y la circunferenciay ={z: |z—6| = 1}, calcule la integral
Z —

I=[ f(2)dz.

SoLucION. [JNo seria fécil trabajar con la serie de Laurent alrededor de z = 27 ya que el denomina-
dor no es un polinomio, asi que calculamos el residuo de forma directa.

Empleando el mismo razonamiento que en el Ejercicio 2 (s6lo el numerador es diferente, siendo el
denominador el mismo), averiguamos que z = 2 es el unico polo de la funcién f en el dominio
interior al contorno y y que en y la funcién es continua.

Veamos ahora que el polo es doble. Escribiendo w = z — 27, obsevando que w — 0 cuando z — 27
y recordando que la funcién coseno es periddica con periodo 2w, aplicando la regla de LHopital y
recordando que lim,, g - = 1, vemos que

(z— 27)2 w?

. (z—2m)? )
lim ——— = — = lim ——— = -2 # 0.
z—2m c0sz—1 z—-2nmcos(z—2m)—1 w—-0cosw-—1

s

Finalmente, podemos calcular el residuo usando la férmula para el residuo en un polo doble. Recor-

dando la férmula lim,,_ %“;‘1 = —% , concluimos que

. (cosw— 1)2 1
lim ————=-.
w—0 w 4
Usando la periodicidad del coseno: cosz = cos(z —2m) y el mismo cambio de variable que antes:
w = z - 27, aplicando un poco de 4lgebra (siendo clave el truco de dividir por w* en el numerador y

en el denominador, para usar la férmula anterior) y, al final, L'Hopital dos veces, obtenemos:

I = ff(z)dz:ZniRes(f;Zﬂ)
Y
o ((z—2m)%Y . 2(z-2m)(cosz—1)+(z—2m)?senz
= 27ni lim |[————| =271 lim
z—2n\ cosz—1 z—2m (cosz—1)2
" _ 2
... 2w(cosw—-1)+ w?sen w ,hmw—»o 2wicosw ,}Irw ny
= 27xi lim 5 =27i 2
w—0 (cosw—1) lim,— —(0055/4— )
. 2w(cosw—1)+ w?senw . 2(cosw-1)+wsenw
= 4-27i lim =8mxi lim
w—0 w4 w—0 w3
... wcosw-—senw ... —wsenw
= 8rxi lim =8xi lim ——— =0
w—0 3w? w—0 6w

Se ha elegido precisamente la potencia w* y no otra para que el denominador tuviera limite finito.
Asi hemos evitado mds usos repetidos de LHopital. B

Ejercicio 9. Evalue la integral f 2dz
I=| ——,

y4z2 -1
dondey es la circunferencia unidad:y = {z: |z| = 1}, dotada de la orientacion positiva.
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SoLucIiON. [JEl problema se puede resolver de distintas maneras. En una entrega anterior ya vimos
una, usando fracciones simples para poder aplicar la Férmula integral de Cauchy. He aqui otra solu-
cion, via el teorema de los residuos. La funciéon

1

T TP PR

evidentemente tiene dos polos simples en el plano complejo: a;, = % yap = —%, ambos dentro de la
curva y, que es simple, cerrada y C'. Por tanto, aunque la férmula integral de Cauchy no sea aplicable
directamente, el Teorema de los residuos si lo es:

f f(2)dz=2mi(Res(f;a1) + Res(f; az)) .
Y
Para evaluar esos residuos, utilizamos la férmula habitual para el residuo en un polo simple:

1 1 1
Res(f;a;) = lim (z——)f(z): im— =2
I\ 2 12(z+

z— zZ—3 2 (Z

N~

De manera analoga, Res(f; ap) = —% y, por consiguiente,

2 i T
f dz="L Ty, -
v 4z2 -1 2 2

7

A continuacién veremos diversas aplicaciones de cardcter cuantitativo y relativas al célculo de
integrales reales (trigonométricas o de ciertas integrales impropias).

Aplicacion del Teorema de los residuos a la integracion de ciertas funciones
trigonométricas

Sea T la circunferencia unidad con la orientacion positiva. Podemos parametrizarla, escribiendo

cada punto z € T como it .
Z=e =cost+isent, O0<r<2m.

Ademds, como ya sabemos de clase, se deduce de la férmula de Euler que

1 . . . . )
z+—=¢e'"+e "' =2cost, z——=e''—e "' =2jsent.
z z
Por consiguiente, 1 1 1 1 i 1
cost=—|z+—-]|, sent=—|z——-|=—=|z——
2 z 21 z 2 z

para los puntos z = e’/ € T. Observemos que dz = ie!’ dt = izdt y, por tanto, dt = dz/(iz).
Cuando u es una funciéon elemental de dos variables reales, todo esto nos permite escribir las
diferentes integrales trigonométricas de la forma

2n
f u(cost,sent)dt
0
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como integrales de una funcién compleja sobre el contorno T:

2n 1 1) 1 1\\dz
f u(cost,sent)dt:fu —lz+—-|,—z——||—,
0 T \2 z) 21 z)) iz

transformando asi la integral inicial de una funcién real en otra integral de una funcién de la variable
z. En nuestros ejemplos, esta nueva funcién de z serd analitica y con frecuencia racional, asi que
luego podremos aplicar la Formula integral de Cauchy o el Teorema de los residuos.

Ejercicio 10. Calcule el valor de la integral

21 cos(2t
= [ e,
o S5—4sent

SOLUCION. [ De manera similar a las deduccion de las formula de arriba, también obtenemos
1(, 1 it
cos(2t) = — zZ+—|, z=e"€eT.
2 z

Aplicando las férmulas indicadas, se deduce que

e %(Zz""z_lz) dz _ zt+1
|ty

2 1\ 2(_9,2 1 7
5_7(Z_2) iz T22%(=22%+5iz+2)

La funcion obtenida 241

z) =
1@ 2z%(—-27z%>+5iz+2)
tiene tres polos: un polo doble z = 0 y dos simples: z = 2i y z = i/2. Esto es cierto porque z = 2i y
z = i/2 son los ceros del polinomio —2z? + 5iz + 2, lo cual permite la siguiente factorizacién:

i

—272°+5iz+2=-2(z— 5)(z—zi)

Y, por tanto, 4 4
zZ7+1 _ z7+1

2722(~222+5iz+2) —4z2(z— %)(z—Zi) '

f(2) =

Dos de los polos se encuentran dentro de T: el polo simple i/2 y el doble z = 0. Aplicando las férmula
habituales para el célculo del residuo en un polo (simple y doble, respectivamente), después de un
célculo rutinario basado en la proposicion de la entrega anterior de apuntes para el cdlculo del resi-
duo en un polo, obtenemos:

i 171 —5i
Res(f;=) = —, Res(f;0) = —.
(f 2) 24 (f30) 8

Por el Teorema de los residuos, obtenemos

I:2ni-(Res(f;%)+Res(f;0)):—g. [ ]

Ay 7
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