Variable Compleja I (CuRSO0 2022-23, Universidad Autbnoma
de Madrid)

Apuntes detallados, con ejemplos y ejercicios resueltos

Propina: Aplicacion del Teorema de los residuos al calculo de
integrales impropias de funciones reales

Este ano, este tema supone una lectura optativa y no entra en los temas del examen final.

El célculo de residuos es muy efectivo para evaluar ciertas integrales impropias de funciones racionales,
combinaciones de racionales y trigonométricas y otras. Debido a la falta de tiempo, este afo veremos sélo
algunos de los muchos tipos de integrales que se pueden calcular por este método.

Para calcular una integral impropia: I = [°0 f(x) dx, normalmente consideramos la funcién compleja f(z)
(u otra muy similar y relacionada con ella) y la integramos a lo largo de un contorno convenientemente elegido.
Un contorno bésico y usado con frecuencia es el contorno yg compuesto por el intervalo Ir = [-R, R] y por una
semicircunferencia, Cg, desde R hasta —R, situada o bien en el semiplano superior o bien en el inferior, con la
siguiente idea:

(1) para evaluar [, f(2)dz = [, f(2)dz+ [}, f(2)dz, identificamos las singularidades aisladas en el do-
minio interior a yr y usamos el Teorema de los residuos (o, en algunos casos especiales cuando hay s6lo una
singularidad aislada dentro del contorno, la Férmula integral de Cauchy);

(2) observamos que limpg_. 4 f In f@dz=1,

(3) demostramos que, cuando R — +o0, la integral fcR f(z)dz tiende a cero;

(4) pasando al limite cuando R — +oo, obtenemos finalmente el valor de la integral I.
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Si la funcién f(x) involucra alguna funcién trigonométrica, por ejemplo, cos x, conviene reemplazar esa
parte de la funcién por e’* y hacer las modificaciones correspondientes en la funcién compleja f(z).

Si nos encontramos con algtin polo u otro tipo de singularidad de f en el contorno bésico yg, entonces
serd necesario modificar un poco el contorno para evitar que éste pase por las singularidades (por ejemplo,
reemplazando una parte del segmento I por una semicircunferencia pequefa). A veces es incluso conveniente
considerar otro contorno diferente (un rectdngulo u otro) pero no trataremos aqui estos ejemplos.

Empezaremos por unas estimaciones para integrales a lo largo de curvas que son semicircunferencias de

radios grandes. Esta observacion es fundamental en los cdlculos de distintas integrales reales impropias por
métodos de variable compleja.



Ejercicio 1. Sea Cr la semi-circunferencia de radio R en el semiplano superior, centrada en el origen, recorrida
desde R hasta —R. Demuestre que

z+3
f ————dz—0, R — +00.
Cr (z2+1)2

SoLUCION. []Necesitamos una cota superior, M, para la funcién 1/(z%+1)? en Cg. Por tanto, debemos acotar
el denominador (z% + 1) inferiormente. Sélo nos interesan los valores grandes de R, con lo cual podemos su-
poner que R > 1.

Cuando z pertenece a la semi-circunferencia Cg, cumple la condicién |z| = R. Aplicando una de las formas de
la desigualdad triangular: |a — b| = |a| — |bl|, con a = z%, b= —1, obtenemos

1z22+1|>1z°|-1=R*>-1>0.

1
Por lo tanto, < luego
1Z+12 - (R2—12 Y U°8
z+3 |z]| +3 R+3
= < .
(22 +1)? |22 +112 ~ (R?-1)?
Finalmente,
z+3 R+3 R+3 nTR(R+3)
——dz s[ dz| = l(Cp) = ———.
fcR (22 +1)2 ‘ o @02 = M= e
nTR(R+3) z+3
Puesto que limp_, ..« ————— =0, se sigue que limp_. ———dz=0. 1
q R—=too "2 " 1y2 sueq R +°°fCR (2% +1)?

El siguiente resultado generaliza el Ejercicio 1y sera ttil en las préximas entregas de apuntes.

Lema 1. Si P y Q son dos polinomios tales que gr Q = gr P + 2, entonces

P
ﬁdz—»O, R — +o00,
cr Q@)

DEMOSTRACION. [] La demostracién es similar: si gr P = m, gr Q = n, para |z| = R suficientemente grande ten-
dremos que |P(z)| = CR™ para cierta constante C, mientras que |Q(z)| = KR" para otra constante K > 0 (siendo
el término principal dominante, como en la prueba de que lim,_., Q(z) = oo, vista en clase). Luego

P(z) CR™ nC
—dz| < TR = -0, R — 400,
¢z Q(2) KR" KRn-m-1
puesto que, por hipétesis, m—n—-1=1. B
Ejercicio 2. Calcule la integral 1
f — dz,
yr (2°+1)
dondeR >1,yr = Ip+Cg, Ir = [-R,R], Cr es la semi-circunferencia de radio R en el semiplano superior centrada

en el origen, desde R hasta —R y la curva yr estd orientada en el sentido positivo.



SOLUCION. Puesto que z2+1=(z—1i)(z+1), se observa que
1
A e T
Por tanto, f es analitica en el conjunto abierto Q = {z € C: z # +i} y tiene dos polos dobles en el plano: z = i
y z = —i. Sin embargo, s6lo el polo z = i se encuentra en el interior de la curva yg (ya que, por un lado, R > 1
y, por otro lado, el polo z = —i estd en el semiplano inferior). Hallamos el valor del residuo en z = i segtin la
férmula para un polo doble, vista antes:

-2 -2 1 i

-7 =1 _'2 I _ 12 ;)’_,
Res(f,l)—il_l}}[(z )7 f(2)] —llm((z+i)2 _EE}

z—1

z+1)® (23 4i 4
El teorema de los residuos nos dice que
i\ &
———dz=2niRes(f;i)=2nwi-|—-—|=—.
Yr (22 +1)2 (f:1) ( 4) 2
Obsérvese que, alternativamente, podriamos haber usado la Férmula integral de Cauchy para la derivada en
lugar del Teorema de los residuos para obtener el mismo resultado. B

Los cédlculos como el del Ejercicio 2 serdn muy importantes a la hora de evaluar diversas integrales impro-
pias de funciones reales.
Antes de comenzar con calculos de ciertas integrales impropias, conviene recordar que sipe Ry ¢ >0, la

integral impropia too ]
f —dx
c xP

converge siy sélo si p > 1, tal y como se puede comprobar directamente (y se vio en su dia en Calculo I).

Ejercicio 3. Compruebe la convergencia de la integral

I_f+oo dx
J (x2+1)2

y evaltiela, usando el teorema de los residuos.




SOLUCION. En primer lugar, la integral converge ya que

f+°° dx _fl dx +f+°° dx
o (+1% Jo (412 1 (P+1)2

y ambas integrales convergen. La integral sobre el intervalo [0,1] converge porque no es impropia sino una

integral habitual de Riemann de una funcién continua en un intervalo cerrado y acotado. La convergencia de

la integral impropia sobre el intervalo (1, +00) se justifica ficilmente usando el criterio de comparacion, ya que

1 1

112 < e x>1,

y [{°(1/x* dx converge.

Para calcular I, utilizaremos el método de los residuos. Consideraremos el contorno ya habitual: yg = Ir + Cg,

donde Ig = [-R,R] y Cp es la semicircunferencia de radio R en el semiplano superior centrada en el origen,

desde R hasta —R; le daremos a yg la orientacién positiva, de modo que el intervalo Iy se recorrerd desde —R

hasta Ry Cr, desde R hasta —R.

Cuando R > 1, la funcién f(z) = m tiene un polo doble, a saber, z = i, dentro de yr. Usando el Teorema de

los residuos, en el Ejercicio 2 hemos evaluado la integral

1 /4
| e
YR (z2+1)

Observemos que su valor es independientemente de R, siempre y cuando R > 1. Por otro lado, parametrizando
el intervalo Ir simplemente como z = x, —R < x < R, obtenemos

1 1 L |
ﬁdﬁf ﬁd“f e
yr (2°+1) cp (z¢+1) R (x*+1)
Dejando que R — +00, obtenemos

T 1 1 R +00
— = lim ﬁdzz lim ﬁdZ‘f‘ lim / f(X) def f(X) dx,
2 R—tooJy, (22+1) R—+o0 )i, (25+1) R—+ocoJ_p —co

puesto que en los apuntes sobre intgrales de linea demostramos (véase el lema con dos polinomios) que

1
lim PECENETY) z=
R—+o0JCy (z + 1)2

Dado que f(x) = 1/(x? +1)? es una funcién par, se sigue que

T +00 +00
Ezf f(x)dxzzf fx)dx=21
—00 0

y, por tanto, I = /4. A

El método de los residuos también es 1til cuando tenemos una integral mixta, involucrando una funcién
racional y otra trigonométrica. Primero necesitamos ver un resultado auxiliar que se usa con frecuencia.

Lema 2 (Lema de Jordan). Para todo R > 0 se cumple la desigualdad
0<fﬂe_Rse‘”dt< T
0 R

DEMOSTRACION. Utilizando la desigualdad de Jordan vista en los cursos de Célculo: sent = %t, paratodo t €
[0, %], y la simetria de la grafica de la funcién g Rsent respecto a la recta vertical t = 7/2, obtenemos que

4



4 /2 /2 T 7T
f e_Rsentdt=2f e_Rsentdtszf e M gr="(1-e )<=,
0 0 0 R R

La positividad de la integral es obvia. ll

Ejercicio 4. Sea Cr la semicircunferencia del ejemplo anterior. Demuestre que

elZ
f ————dz—0, R — +oo.
Cr (z—12+1

SOLUCION. Por la desigualdad triangular, para |z| = R > 0y R suficientemente grande (por ejemplo, R > 2 serd
suficiente), obtenemos |(z—1)2+1| = |z—1|> -1 = (R - 1)2 - 1. Escribiendo z = Re'’, 0 < ¢ < 7, observemos

también que en Cr se cumple

|eiz| — |eiRcost—R sent| — e—Rsent

Por tanto, teniendo en cuenta que en Cg: dz = Re'’ dt y aplicando el Lema 2 de Jordan, obtenemos

eiz
[ e
cg (z2—=1)2+1 Cr

cuando R — +oo. B

elZ

(z—-12+1

R T 7
|dz|s—f ALYy P S a—— |
(R-12%2-1J (R-12-1

Recordemos que, para dos funciones positivas f, g : (a, +0c0) — (0, +00), la notacién f(x) ~ g(x), x — +o0,
significa que el cociente f(x)/g(x) tiene limite finito y no nulo cuando x — +oco. En este caso, las integrales
impropias [7° f(x)dxy [7° g(x) dx convergen o divergen a la par, segun el criterio asintdtico.

Ejercicio 5. Usando el teorema de los residuos, evaliie las siguientes integrales:

f+°° cosxdx - f*oo senxdx
oo (X=1)2417 (x—1)2+1’

comprobando previamente su convergencia.



11
= (x-1)2+1 x2?

dx
— Y entonces,

cosx
(x—1)2+1

do que J7°1/x* dx converge, el criterio asintdtico demuestra que converge la integral f1+°°

(x-1)
p P . s : +00 cosxdx 5
segun el criterio de comparacion, la integral [, Goizi1 converge absolutamente. De manera anéloga, se de-

muestra que converge absolutamente la integral f__olo %, mientras que la integral desde —1 hasta 1 de la

misma funcién tiene valor finito, al ser la integral de una funcién continua en un intervalo finito y cerrado (el
denominador no se anula). La comprobacién es completamente similar para la integral del seno.

Una vez demostrada la convergencia, pasamos a la evaluacién de las integrales usando el Teorema de los resi-
duos. Integraremos la funcién convenientemente elegida (siguiendo la recomendacién de sustituir una funcién
trigonométrica bésica por una exponencial relacionada):

SOLUCION. La integral I es convergente. Primero observemos que x — oo. Da-

eiz
J@= o
sobre el mismo contorno yr = Ig + Cg que en los ejemplos anteriores. Hemos elegido esta funcién en lugar
de una con funciones trigonométricas motivados por la conocida identidad de Euler: e’ = cosz + i sen z. Esta
eleccion de f simplificard los célculos.
Determinemos las singularidades aisladas de f. Es facil ver que (z—1)?>+1 = 0siysélo si z—1 = +i, es decir, los
ceros del denominador son z = 1 +i. Asi obtenemos la factorizacion

f(z)=(

e
z—-1-0(z—-1+1)

De los dos polos simples de f, s6lo z =1+ i se encuentra dentro de yg, cuando R es suficientemente grande:

R >|1+i| = v/2. Es facil calcular el residuo en este polo:

iz —1+i

e e
Res(f;1+i)= lim (z—1-1 = lim =
(f ) z—>1+i(z )@ z—l+iz—1+1 2i

Segtin el teorema de los residuos,

—1+i
f(2)dz=2mi-Res(f;1+1i)=2mi- 7 =me (cosl+isenl).
i

YR
Una vez mas, tenemos

R
f(z)dz:[ f(z)dz+f fx)dx.
YR Cr -R

En el Ejercicio 4 ya hemos demostrado que fCR f(z)dz — 0, cuando R — +oo, utilizando el lema de Jordan.
Finalmente, pasando al limite cuando R — +oc0, obtenemos

T cosxdx [T senxdx

o (Xx=1)2+1 f_oo (x-1)2%2+1"
Igualando las partes reales e imaginarias en los dos extremos de la igualdad anterior, obtenemos

T cosxdx T T genxdx T
cosl, ——— =—senl. [ |
_ o (x=124+1 e

e R—+00

+00
Tcosl+isenl) = lim | f(2) dz:[ ) dxzf
TR —oo -

o (Xx=12+1 e

La complicacidn en el siguiente ejercicio reside en la necesidad de definir correctamente la funcion elegida
como funcién analitica (es decir, hay que elegir un dominio conveniente para definir el logaritmo para que sea
holomorfo), ademas de modificar el contorno.

Ejercicio 6. Calcule la integral I,, = [, %

(=L 1.

dx, comprobando previamente su convergencia para todo p €



SoLUCION. Cerca de x 0, la funcién xP/(1 + x?) ~ xP y la integral fol xP dx converge siy s6lo si p > —1. Por

tanto, la integral fo T35z dx converge siy s6lo si p > —1. Cuando x — +oo, la funcién xP/(1 + x2) ~1/x*Py
1+°° 1/x*"Pdx Converge siy solo si p < 1. Conclusion I, converge siysolosise -1<p<1.

Consideraremos la funcién f(z) = z”/(1 + z%), definida adecuadamente, partiendo de z” = eP!°87, con la si-

guiente determinacion del logaritmo:

logz=In|z|+iargz, z€Q={zeC: —n/2<argz< (3m)/2},

el plano menos el semieje imaginario negativo. Elegimos el siguiente contorno: yr en Q: yp. =Cr+I~ +C; +
I, donde R es grande y £ pequefo, Cg = {z = Re'’ : 0 < t <z} es la semi-circunferencia de centro en el origen
y radio R contenida en el semiplano superior, recorrida en el sentido positivo desde R hasta —R, I~ = [-R, —¢]
(intervalo en el semieje real negativo), C, = {z = eel! . 1> ¢ > 0} es una semi-circunferencia contenida en el
semiplano superior, de centro en el origen y radio € y recorrida en el sentido negativo desde —¢, pasando por
i€, hasta € (de ahi que normalmente se escriba 7 = € = 0 para indicar la direccién del movimiento) y, por fin,
I" = [¢, R], un intervalo en el semieje real positivo. De esta forma el contorno, junto con el dominio interior que
acota, se queda dentro del dominio Q donde estd definido el logaritmo complejo.

Nuestra funcién f es holomorfa en (, salvo en un polo simple, z = i, que se encuentra en el interior del con-
torno. Teniendo en cuenta que i = e” i/2 y, por tanto, i” = "' /2 calculamos el residuo correspondiente:

iP _cos(mp)/2+isen(np)/2  e"PI2

Res(f;i)=—=
(/3 21 2i 2i
Puestoque p+1<2y p+1>0,vemos que
RP eP
f(@)dz|<nR-———0, R— +oo, ff(z)dz <ne- 5—0, &—0",
Cr R- - C, 1-

Para ze I”, tenemos log z = In(—x) + mi. Con la determinacion del logaritmo escogida, calculamos
ZP = eP108% = pPIN=X)+pmi _ ppmi _ (cos(mp) + isen(np)) - (—x)”

‘5(—)

ff(z)dz (cos(np)+zsen(np))f —dx= (cos(np)+zsen(np))f dx

(cambiando x por —x).
Puesto que fCR f(z)dz—0cuando R — +ocoy fcf f(z)dz cuando € — 0%, obtenemos en el limite que

) . [too xp +oo xp
2miRes (f;i) =me™PP2 = lim flz)dz= e”p’f dx+/
R—+00,6—0% Jyp, 0 1+ x2 0 1+x2
Tomando las partes reales y usando la identidad cos(2x) + 1 = cos? x, obtenemos

2P _ (cos( )+1)f+oo WAX _ 5 o2 ZP [ Xdx
ﬂCOS— COS(TT COS _— ),
p x2 2 Jo 1+x2

Despejando la integral, se sigue que I, = 5——.
2




Célculo de la transformada de Fourier mediante las técnicas complejas. En algunas asignaturas op-
tativas como Variable Real o Probabilidad II suele verse el concepto de transformada de Fourier. Para
una funcién u: R — C que es absolutamente integrable: ffoocf’ lu(t)|dt < +oo, su transformada de
Fourier se define como la funcién @i(x) = [* u(f)e"*'d¢, x € R. La transformada de Fourier tiene
diversas propiedades interesantes y aplicaciones en varios campos. No obstante, calcular explicita-
mente la transformada de Fourier de una funcién concreta suele ser una tarea no trivial en muchos
casos y requiere un buen manejo de técnicas de integracion. Presentamos aqui el cdlculo de la trans-
formada de Fourier de una funcion racional suave y absolutamente integrable utilizando los métodos

estudiados en estos apuntes.

1

Ejercicio 7. Calcule la transformada de Fourier, u(x), de la funcion u(t) = .

SOLUCION. [J Hemos de calcular la integral #i(x) = ffo‘f u(t)e **! dt, para todo x real. El caso x = 0
es fécil: +o0
1(0) =
© f_oo 1+12
Calculemos ahora #i(x) para un valor x < 0, integrando la funcién analitica de z, dada por f(z) = 17,

sobre el contorno yr = Cg + I ya considerado en varios ejemplos anteriores. Al igual que en esos
ejemplos, puede verse que limpg_. o fcR f(z)dz = 0. En efecto, escribiendo z=a+ib, b=0 (z € Cp),

=arctgt|*¥=7.

—ixz

obtenemos |e—ixz| B |e—ixaexb| B e*b 1 1 1

zZ)| = = = < < = R
/(@) |1+ 22| |1+ z2| [1+22| ~ |1+22  |z2|]-1 R?-1
utilizando primero las hip6tesis x < 0, b = 0y luego la desigualdad triangular: |1 + z%| = |Zz%|-1. Luego,
por las estimaciones ya habituales, vemos que

L scp=-TR _o, R+
= ’ —_ Q.
rRZ—1 MRz
Puesto que f sélo tiene un polo simple, z = i, dentro de yg (R > 1), el teorema de los residuos (o la
férmula de Cauchy) implica que

<

f(2)dz
Cr

R —ix-i
ff(z)dz+f f(nde= f(z)dz:2niRes(f;i):2ﬂie. — =me”.
Cr —R YR 1+1

Dejando que R — +o0, obtenemos #(x) = f:;o f(t)ydt=me*, para x <0.

Integrando sobre el contorno simétrico respecto al eje real, compuesto por el mismo intervalo Ir y
por la otra semi-circunferencia de radio R desde R hasta —R, pero ubicada en el semiplano inferior,
con el polo de f en —i esta vez, obtenemos #i(x) = me™ ¥, para x > 0. Resumiendo los tres casos en una

féormula, ahora podemos escribir: R x|
ux)=me ', xeR,

obteniendo la férmula que se puede encontrar en diversos textos.

Preparado por Dragan Vukoti¢, profesor de la asignatura en varias ocasiones
Dibujos: Prof. José Pedro Moreno



